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《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编 繁 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
者 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 


事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
钢 野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 /系列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 


. ii. 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版, 但 经 多 次 修订 重 版 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数 学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 ， 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


“线性 代数 学 既是 一 个 古老 的 同时 
又 是 一 个 全 新 的 数学 分 支 ” 


H. 布尔 巴 基 


和 
ll 


本 书 是 整个 《代数 学 引 论 》 教 程 的 第 二 卷 ( 简 记 为 [BAI]), 它 的 目的 在 于 系 
统 地 阐述 数学 的 一 个 重要 分 支 一 -线性 代数 学 的 基础 , 尽管 在 本 教程 的 第 一 卷 
中 我 们 对 其 已 有 所 触及 . 因为 代数 理论 的 观点 和 几何 理论 的 观点 同等 重要 , 因 
此 , 线性 代数 学 和 几何 学 这 一 对 典型 的 “ 挛 生 姐妹 ”将 会 以 同样 的 身份 呈现 出 来 . 
在 平面 和 三 维 空间 的 解析 几何 教程 中 已 经 知道 了 很 多 对 于 两 个 或 者 三 个 变 元 
的 代数 关系 式 的 几何 解释 . 重要 的 是 , 线性 代数 依据 几何 直观 支撑 的 术语 和 概 
念 适 用 于 任意 维 数 n 的 n 维 空间 . 

“线性 代数 与 分 析 ”，“ 线 性 代数 与 微分 方程 "以 及 其 他 更 多 在 大 学 教程 中 使 用 的 
术语 反映 出 这 样 一 个 事实 , 线性 的 概念 是 数学 中 最 为 普及 的 概念 之 一 , 或 者 , 更 广泛 
地 说 , 它 是 整个 自然 科学 中 最 基本 的 概念 之 一 . 把 问题 分 成 线性 的 和 非 线性 的 并 不 
是 要 满足 数学 家 们 的 特殊 阁 好 , 而 是 在 更 广泛 意义 上 理解 的 线性 代数 力 所 不 及 的 地 
方 , 我 们 的 直观 的 相对 弱点 所 造成 的 , 这 一 点 我 们 已 经 完全 认识 清楚 了 . 

在 20 直 纪 初 就 已 经 完全 发 育成 型 的 线性 代数 体系 在 不 同 的 方向 上 继续 得 到 发 展 
且 日 至 完美 . 与 此 同时 , 它 的 依赖 于 极限 过 程 的 无 穷 维 部 分 , 本 质 上 说 , 走向 了 泛 函 
分 析 , 而 计算 部 分 , 特别 是 与 实际 使 用 电子 计算 机 的 可 能 性 相关 的 部 分 , 变 成 了 独立 
的 科学 的 研究 对 象 . 现在 提供 的 这 本 书 不 可 能 充当 面面俱到 的 线性 代数 手册 ,这 不 
仅仅 是 因为 它 不 能 包括 上 面 提 到 的 两 个 方向 , 而 首先 是 因为 它 对 应 用 的 阐述 不 够 充 
分 (尽管 这 最 后 一 章 可 以 称 为 是 应 用 )， 在 这 方面 , 列 在 补充 文献 清单 中 的 2] 包含 了 


. ji . 序 


咱 ， 


丰富 得 多 的 想象 力 , 令 人 沉思 的 动议 , 并 且 还 有 线性 代数 概念 的 量子 力学 解释 . 可 以 
把 该 书 推荐 给 所 有 想 要 向 标准 教程 范围 以 外 涉猎 的 读者 . 而 现在 这 本 书 最 多 只 能 容 
纳 [2] 中 的 一 些 片断 . 我 们 的 打算 和 希望 可 以 归结 为 , 读者 (首先 是 一 年 级 大 学 生 ) 详 细 
地 研读 了 教科 书 内 容 ( 在 一 个 学 期 内 每 周 四 个 小 时 上 课 , 四 个 小 时 练习 ), 其 后 再 以 两 
书 的 补充 章节 为 家 庭 读物 , 能 在 线性 代数 领域 培养 出 现代 数学 思想 . 

不 言 而 喻 , 为 了 理解 本 教科 书 的 课文 只 需要 很 好 地 掌握 第 一 卷 ( 简 记 为 [ BA 工 ])， 
也 就 是 第 一 个 学 期 的 学 习 内 容 . 这 两 卷 中 的 术语 和 表达 是 完全 一 致 的 , 而 所 有 新 引 
进 的 东西 都 做 了 特别 的 解释 , 顺便 说 一 句 , 第 p 章 8q 的 习题 r 在 课文 中 总 是 简单 地 表达 
成 习题 p. q. r. 不 同 于 [ BA I, BA 亚 ], 用 专门 篇 幅 单 列 的 习题 提示 与 答案 读者 最 
好 到 万 不 得 已 时 再 去 光顾 它 . 

作者 清楚 地 认识 到 , 把 教学 参考 书 [2]“ 变 得 通俗 化 ”, 特别 是 强行 改变 其 固有 
的 格调 是 一 次 极其 徒劳 无 益 的 任务 . 现在 ( 却 ) 这 样 阐述 了 , 仅 有 的 可 辩解 的 理由 
是 作为 大 学 生 质疑 的 回应 , 这 种 适应 早 就 准备 好 了 , 而 仅仅 由 外 部 原因 大 大 延迟 
未 能 实现 罢了 . 
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也 许 未 必 值 得 指出 , 没有 经 过 开发 的 森林 不 同 于 有 人 侍 弄 的 公园 或 者 人 工 栽培 
的 井然 有 序 的 树林 . 在 所 有 这 些 差别 中 又 含有 那么 多 的 相同 之 处 以 至 于 在 不 能 品 
苍 蘑 菇 味道 , 不 能 欣赏 修剪 过 的 草坪 的 魅力 的 外 星人 看 来 . 林 区 就 是 连 成 一 片 的 , 长 
满 草木 的 , 充满 各 种 不 同 高 度 和 形状 的 山体 , 而 我 们 却 称 之 为 大 森林 . 如 果 把 本 书 的 
这 一 章 与 [BA I] 中 讲述 坐标 向 量 空间 的 第 2 章 相 比 较 , 就 会 发 生 类 似 的 事情 . 抽象 线 
性 空间 是 用 公理 化 方法 引进 的 , 它 的 元 素 被 称 为 向 量 , 正 因 如 此 , 也 经 常 称 它 为 向 量 
空间 . 相应 的 公理 系统 , 本 质 上 仍然 是 G. 佩 亚 诺 (1888) 年 完成 的 , 它 很 好 地 适应 了 在 
线性 代数 中 占有 中 心地 位 的 线性 映射 (特别 地 , 线性 算 子 ) 理 论 的 需要 . 与 此 同时 , 矩 
阵 的 概念 似乎 也 不 再 居 次 要 地 位 了 , 首要 的 意义 在 于 获得 了 研究 对 象 不 依赖 于 基底 
选择 的 不 变性 质 . 
”但 是 , 在 深入 到 抽象 的 森林 去 之 前 , 不 妨 再 一 次 沿 着 有 人 侍 弄 的 公园 走 一 走 , 即 
回顾 一 下 由 具体 的 长 度 为 n 的 行 向 量 组 成 的 空间 . 我 们 有 意 地 在 已 知 资料 的 部 分 的 
重复 中 进行 , 以 磨 平 抽 象 叙述 的 不 顺畅 之 处 . 
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1. 论据 与 公理 系统 ”在 [BA IT] 的 第 2 章 , 我 们 研究 了 长 度 为 n 的 行 构成 的 n 维 向 
量 空间 R” = {(z1,… ,zn)|zi € 民 } 以 及 与 m x n 和 矩阵 互 为 单 值 对 应 的 R" -、Rm 线 
性 映射 当 m = ”时 ,， 双 射线 性 映射 p4 : Rm 一 了 m 的 特点 是 行列 式 性 质 det4 x0, 
后 者 允许 用 克拉 默 规则 求解 把 ps 与 R" 中 一 个 固定 向 量 结 合 在 一 起 的 那个 线性 方程 
组 , 在 det4 0 的 情形 , 齐 次 线性 方程 组 构成 R* 的 一 个 子 空间 , 但 是 , 正如 当时 就 已 经 
指出 的 那样 , 这 个 子 空间 (更 精确 些 , 线性 包 络 ) 是 另 有 规律 的 对 象 : 如 果 人 允许 Rz 有 基 
底 (1, 0, … , 0), … , (0, … , 0, 1), 那么 线性 包 络 U c R" 通 常 并 不 具有 这 样 形式 的 
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基底 , 这 种 不 方便 是 由 于 R" 的 规律 太 过 于 具体 造成 的 . 

事实 上 , 我 们 已 经 实 实在 在 地 使 用 过 的 , 并 将 在 下 面 反复 出 现 的 性 质 BIT1 一 
BIIg 不 只 适用 于 空间 R", 例如 , 看 在 中 学 已 经 研究 过 的 微分 方程 42z/dt? 二 x = 0. 
显然 , 它 的 一 般 解 可 写成 z 候 =asin t+Bcos t 的 形式 . 如 果 ao, Bo 使 得 对 所 有 的 t 痢 
有 aosin t+Bocos t=0, 那么 , 令 = 了 /2, to = 0 就 得 到 ao = 0 = bo. 这 个 情况 为 我 们 
做 下 面 的 事情 提供 了 基础 : 用 以 下 定义 1 的 精神 去 讨论 部 分 解 sin t, cos t 的 线性 相关 
性 和 讨论 方程 式 d?2x/dt? + dz = 0 一 般 解 的 二 维 线性 空间 . 

定义 1 设 只 是 个 任意 域 . 满足 下 列 公理 的 元 素 ( 叫 做 向 量 ) 的 集合 V 称 之 为 域 人 上 
的 向 量 (或 线性 ) 空 间 : 

i) 在 V 上 给 定 了 一 个 二 元 运算 V x V 一 V, 通常 记 成 加 : (x,y) 中 X 十 y， 且 赋 
予 V 阿 贝尔 群 结构 (空间 V 的 加 法 群 ). 可 见 

BII : x+y=y 十 Xx( 交 换 律 ); 

BII2: (x+y) 二 z=x 二 (y+2z)( 结 合 律 ); 

BIIs: 存在 一 个 与 众 不 同 的 元 素 0, 称 为 零 向 量 , 它 对 任意 x 6 V 都 有 x 十 0 = Xi; 

BIl4: 对 每 个 x EV 存在 一 个 逆 ( 式 反 ) 向 量 一 x 使 得 x 十 (一 X) = 

ii) 在 集合 只 x VV 上 给 定 一 运算 (和 ,x) 王 Xx, 称 为 用 中 中 的 纯 量 腾 V 中 的 向 量 而 且 
要 具有 下 列 性 质 . 

BIls :1.x 二 x( 西 性 ); 

BIl6 : (aB)x = a(Bx) 对 任意 a, 6 € RR 和 x eV 都 成 立 (结合 律 ); 

加 法 和 来 法 用 下 面 的 两 个 分 配 律 联系 在 一 起 : 

BII7 : (a + P)x = ax + bx; 

BIIs : 和 (x+y) = 和 AX 十 入 y. 

要 注意 这 样 一 种 情况 , 在 BI7 的 左 侧 的 符合 + 是 对 域 R 的 元 素 而 言 的 , 而 右 侧 的 
符号 + 则 是 对 于 向 量 的 .更 严格 地 说 , 应 该 用 不 同 的 符号 表示 在 阿 贝 尔 群 V 中 的 加 
法 和 域 R 中 的 加 法 (比如 说 , 用 @ 和 +). 同样 的 处 理 还 有 只 x V 上 的 乘法 运算 和 域 R 的 
乘法 运算 (比方 说 , 用 和. ). 但 是 , 通常 并 不 这 样 做 ,因为 它们 各 目的 作用 总 是 非 
常 清楚 的 , 然而 , 为 了 使 这 个 说 明 内 容 更 丰富 且 预 先 避 免 出 错 , 我 们 研究 一 下 正 实 
数 的 集合 V = Rj. 令 z@y = zy (集合 了 中 的 通常 的 乘法 ) 和 和 A © zx = zZ^*(z 的 和 次 医 ， 
xX € 及 +, 入 € 及 ) 就 不 难 相信 ,公理 BII1 一 BIIg 是 成 立 的 ， 所 以 V 是 R 上 的 向 量 空间 . 
1 € RR 是 零 向 量 . 显然 , 在 给 出 的 这 种 情形 通常 的 记 法 zx 十 y = zy, XzZ = 了 ^ 就 有 可 能 
引起 困惑 . 

这 里 还 有 一 个 例子 , 另外 一 种 更 令 人 喜欢 的 方法 . 设 V 是 复数 C 上 的 一 个 辣 量 空 
间 , 我 们 定义 一 个 新 的 向 量 空间 V, 它 与 VY 具有 相同 的 加 法 子 群 V, 但 有 为 外 一 种 用 纯 
量 做 的 乘法 (和 ,x) 和 Ox = Xx, 其 中 和 是 的 共 轿 复数 , 因为 和 一 和 是 域 C 上 的 日 同 
构 , 容易 相信 V 是 个 向 量 空间 . 不 用 符号 © (或 者 其 他 的 某 个 符号 ) 同 时 研究 V 和 V5 可 
能 还 是 挺 困 难 的 . 
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约定 读者 可 能 已 经 注意 到 了 , 在 我 们 这 里 , 空间 V 的 向 量 用 黑体 , 小 写 拉丁 字 
母 表示 , 而 有 时 也 用 希腊 字符 . 但 是 , 在 抽象 向 量 空间 中 将 用 普通 斜体 字 ; 在 具体 的 
特例 中 遵循 这 一 原则 可 能 是 不 便于 实践 的 , 而 用 符号 头顶 上 加 箭头 表示 向 量 又 太 条 
重 了 . 在 并 不 复杂 的 技巧 之 下 , 我 们 采用 的 妥协 就 不 会 引起 误会 . 

由 疝 量 空间 V 的 定义 可 以 直接 导出 一 些 推论 , 在 今后 使 用 它们 时 就 不 再 引证 了 : 

i) 对 所 有 的 Ne Rx < V 都 有 0x = A0 = 0. 事实 上 , 由 BI7, 0x = (0 + 0)x = 
0x + 0x, 从 而 0x=0. 类 似 的 , A0 = A(0 + 0) = NO + X0, 也 就 是 A0 = 0: 

ii) 和 x = 0 = 入 = 0 或 者 x=0. 如 果 , 比方 说 ,和 关 0, 那么 x=1-x=( 和 -1 和 x= 和 -1( 和 x)= 
和 -10=0: 

ii) (n .1)x = Xx 十 X 十 … 十 x(n 重 加 ).， 简单 地 用 zx 代替 (zx 是 很 自然 的 ,其 
中 1 是 域 R 的 单位 . 如 果 s 是 个 特征 数 为 p 的 有 限 域 , 那么 px=0; 

iv) (一 1)x = 一 x. 事实 上 , x+(-1)x=1x+(-1l)x= (1+(-1)x=0x=0 

2. 线性 包 络 . 子 空间 注意 ， 给 定 任 意 一 整套 纯 量 和 ; ， .… ,An E 只 和 回 量 xi ， 
xn, 我 们 可 以 建立 表达 式 


A1X1 十 .… 十 MnXn 一 Sx 
2 二 1 
并 称 其 为 向 量 x; 以 和 i 为 系数 的 线性 组 合 . 更 一 般 地 , 如 果 7 是 某 个 指标 集 , 它 可 能 是 无 
限 的 , 且 M = {fxi € Vli € 中) 是 V 中 向 量 的 子 集 , 那么 , 对 任意 系数 和; e 员 而 它们 之 
中 只 有 有 限 个 不 为 零 , 研究 其 线性 组 合 YXix 都 是 有 意义 的 , 显然 


ZE 


入 (》 Xex) = 》 (AN)x 


是 以 Xi i e 五 为 系数 的 线性 组 合 . 类 似 地 , 两 个 分 别 以 A; 和 ji 为 系数 的 同样 的 向 
量 x; 的 线性 组 合 的 和 


(> oe 十 (> oo 一 >》 (Ni 十 Ji)Xi 
iET iET iEI 
怠 是 向 量 xi e 对 的 以 Xi 二 ui 为 系数 的 线性 组 合 . 这 些 A;+yw 中 只 有 有 限 个 不 为 零 . 这 
样 一 来 , xi e M 的 各 种 可 能 的 线性 组 合 的 集合 (M)s 相 对 于 向 量 加 法 运算 和 向 量 乘 以 
纯 量 的 运算 是 封闭 的 : 


AERx,yY EM)=SxX+y €(M),M€ (M). 
简 法 说 (M) 是 集合 M c V 的 线性 包 络 . 
定义 2 设 V 是 域 RR 上 的 向 量 空间 , UC V 是 它 的 一 个 子 集 , 而 且 它 还 是 V 的 加 法 
子 群 , 同时 , 在 纯 量 来 之 下 回 到 自身 , 那么 , V 上 运算 在 U 上 的 限制 导出 U 的 向 量 空间 
结构 , 把 它 称 为 V 的 向 量 ( 或 线性 ) 子 空间 . 
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任意 多 个 向 量子 空间 的 交集 仍然 是 向 量子 空间 ( 见 82 第 4 目的 开头 ; 这 是 个 简单 
的 练习 , 对 于 群 的 情形 的 练习 在 [BA I] 中 已 经 见 过 了 ). 我 们 看 到 , 同 量 族 M CT 的 线 
性 包 络 是 V 的 子 空间 . 而 且 , 显然 , (M) 是 包含 M 的 最 小 的 子 空间 . 还 可 以 说 , (M) 是 
由 x e M 张 成 的 子 空间 或 者 是 由 x e M 生 成 的 子 空间 . 如 果 , 一 开始 M 本 号 就 是 一 个 
子 空间 , 那么, (M) = M. 

我 们 引入 一 些 今后 要 遇 到 的 向 量 空间 的 例子 . 

例 1( 零 维 空间 ) “在 任意 域 A 上 都 存在 一 个 零 维 (一 个 元 素 ) 回 量 空 间 V = {0}, 它 
的 用 纯 量 做 乘法 的 规律 是 XO = 0. 

例 2( 将 基础 域 本 身 作 为 一 维 坐标 空间 ) 定义 V = f,V 的 基本 运算 与 域 8 的 运算 
一 致 . 如 果 1 是 域 的 单位 元 , 那么 , 可 以 认为 , & = (1) 是 1 张 成 的 线性 包 络 . 

更 一 般 地 : 如 果 域 8 是 自己 的 一 个 子 域名 的 扩 域 , 那么 R 就 可 以 看 成 是 多 上 的 回 
量 空间 . 例如 , 复数 域 C 是 实数 域 R 上 的 向 量 空间 , 而 有 R 是 有 理 数 域 Q 上 的 向 量 空间 . 

例 3(n 维 坐标 空间 R"; 见 [BA I 第 2 章 , 其 中 了 及 可 用 任意 域 R 茶 换 )” 当 "=1 时 , 就 
得 到 上 面 的 例子 . 我 们 很 快 就 可 以 看 到 ( 见 83), 所 有 的 子 空间 UC RR"? 必然 是 某 个 齐 
次 线性 方程 组 的 解构 成 的 空 s 间 ]. 

例 4( 函 数 空间 ) 在 [BA I] 第 4 章 83 之 第 1 目 已 经 引进 了 也 数 环 K*, 它 实际 上 还 
是 天 上 线性 空间 ( 环 天 需要 用 域 来 代替 ). 换言之 , XX 是 任意 一 个 集合 , R 是 个 域 , &* 是 
所 有 了 映射 (函数 ): f : X 一 8 的 集合 , 它 具 有 逐 点 定义 的 加 法 和 用 纯 量 乘 : 

(十 9g)(z) = f(z) 二 g(x), 对 所 有 的 zx € XX; 

(Af)(z) = 和 (f(zx)), 对 所 有 和 Ex EX. 

可 以 对 每 个 z e X 建 立 一 个 相应 的 称 之 为 集中 在 {z}+ 上 的 人 A 困 数 6z: 


bx(Z) = 1,67(7x)=0,2#AF7. 


如 果 X = {1,2,… ,n}, 那么 , 通常 用 65i; 取 代 6;(7), 这 是 对 于 克 罗 内 克 符 号 的 标准 表 
达 . 在 这 种 情形 ，fX 与 相同. 换言之 ,函数 /可 以 相应 地 表 成 它 的 所 有 的 值 的 回 
量 (f(1), f(2),… ,f(n)), 而 函数 本 身 可 单 值 地 表 成 4 函数 的 线性 组 合 形式 


fF = JUD6 4 (2)5 + -+ Fn) 


对 于 无 穷 集 合 X 的 情形 , 类 似 的 结论 失去 了 意义 , 因为 无 穷 多 个 向 量 的 和 没有 定义 (如 
果 没 有 特别 涉及 拓扑 学 的 话 ). 

可 以 大 致 相似 地 研究 定义 在 整个 直线 或 者 区 间 (a,5b)c 玉 上 的 实 值 郴 数 . 容易 验 
证 , 所 有 连续 函数 的 空间 RY 作为 一 个 子 空间 包 含 在 线性 空间 RL 中 , 所 有 的 连续 
可 微 的 函数 的 空间 RY%?' 也 作为 子 空间 包含 在 RC 中 , 等 等 , 因此 , 所 有 已 经 指出 过 
的 性 质 在 函数 作 加 法 和 用 纯 量 作 乘 时 都 会 继续 保持 . 

例 5 ”次数 < n 一 1 的 多 项 式 f € AI 对 通常 的 多 项 式 加 法 和 用 纯 量 乘 多 项 式 的 运 
算 构成 一 个 向 量 空间 P. 应 该 指出 , 次 数 等 于 一 个 固定 数 k 的 所 有 多 项 式 不 能 构成 一 
个 线性 空间 . 但 m 个 变 元 的 次 型 与 零 一 起 加 以 研究 , 构成 一 个 向 量 空间 . 


$1 ”抽象 向 量 空间 5. 


例 6 设 g(t) 是 一 个 固定 的 在 区 间 [0, 1] 上 连续 的 实 函 数 , 在 某 个 区 间 .J c [0, 1] 上 
不 等 于 零 . 而 Vi,(9) 是 所 有 形 如 f(t)g(t) 的 函数 的 集合 , 其 中 f(t) 是 次 数 < n 一 1 的 多 项 
式 , 那么 Vi,(g) 是 个 包含 在 有 R77 中 的 向 量 空间 

例 7( 矩 阵 空间 ) ” 按 和 矩阵 计算 规则 ( 见 [BA I] 第 2 章 ), 任意 阶 数 为 m x m 的 矩阵 可 
用 域 R 中 的 元 素 乘 之 , 且 任 意 两 个 相 加 结果 仍 得 到 同样 类 型 的 矩阵 , 且 满 足 这 里 所 有 
的 公理 , 所 以 mxn 阶 矩阵 构成 一 个 向 量 空间 . 当 m = nn 时, 方 阵 环 Mi,( 骨 同时 也 是 R 上 
的 丫 量 空间 , 被 称 为 代数 . 相应 的 一 般 定义 我 们 将 在 第 2 章 82 给 出 , 而 且 按 实际 作用 ， 
在 例 2 和 例 4 的 对 象 中 经 常 碰 到 . . 

例 8[Amer. Math，Monthly, 1990, V. 94, p60 一 p62| 和 矩阵 4 e M6,(Q) 被 称 为 是 
下 幻 的 (或 者 是 半 幻 方 ) 如 果 和 矩阵 的 每 一 行 的 系数 的 和 与 每 一 列 的 系数 的 和 都 相同 : 


Do ot )eQ 1 <ije<n 


如 果 还 有 tr4 = o(A4) := >》， Qaimn+1-i; 堵 么 , 就 称 4 是 魔幻 的 (或 者 幻 方 ). 


2 二 1 
约 方 日 古 以 来 就 吸引 人 们 的 注意 力 . 它 引 起 我 们 关注 的 一 个 相当 明显 的 原因 是 ， 
所 有 半 幻 方 的 集合 SMagn(Q), 以 及 同样 的 , 所 有 幻 方 的 集合 Mag,, (Q) 都 是 Q 上 的 向 量 
空间 , 而 且 
Mag.,(Q) C SMagn(Q) C MQ). 


值得 一 说 的 是 , 我 们 没有 研究 以 正 整 数 1,2,… ,n? 为 系数 的 n x n 幻 方 组 合集 合 的 数 
目 . 关于 这 点 , 见 M. M. 鲍 斯 基尼 柯 夫 《 幻 方 》(Marmueckwe KBampaTPD)，M.: Hayka, 
1964. 

3. 关于 几何 解释 的 说 明 ”如果 R = 及 (对 应 地 , 只 = C)， 我 们 就 称 向 量 空间 V 是 
实 的 (对 应 地 , 复 的 ). 也 就 是 说 , 从 实践 的 观点 看 , 这 种 情形 最 令 人 感 兴趣 , 尽管 大 量 
的 理论 部 分 并 不 取决 于 域 8 的 特性 . 

在 我 们 生存 的 三 维 空间 中 , 由 固定 点 引出 的 所 有 线段 的 集合 , 毫 无 疑问 , 可 
以 充当 回 量 空间 的 极 自 然 的 模型 . 用 数 e R 来 乘 一 个 线段 , 即使 得 它 的 长 度 
延长 和 > 1 倍 (或 A 和 1, 压缩 和 倍 ), 并 且 和 为 负数 时 取 反 方向 . pti 
平行 四 边 形 法 则 建立 . 这 个 实 向 量 空间 同样 与 自由 几何 向 量 的 集合 一 致 ,只 要 
约定 , 两 个 有 向 问 量 经 平移 后 能 重合 即 为 相等 . 

物理 的 3 维 空间 R3 的 对 象 可 以 借助 图 形 加 以 表达 . 多 维 空间 的 情形 (我 们 将 在 82 讨 
论 维 数 ), 我 们 直觉 能 力 受 到 六 和 和， 然而 , 系统 地 对 几何 方式 的 呼应 不 仅 是 有 用 的 
而 且 是 必要 的 : 形成 稳定 成 型 的 结合 , 使 得 理论 更 加 生机 勃勃 

对 回 量 空间 几何 学 感到 生 琉 可 能 也 与 域 g 的 特性 有 关系 . 例如 , & = C, 那么 
在 C 上 的 直线 就 是 1 维 坐标 空间 Cl, 复 平 面 R?( 不 要 将 其 与 C? 混 淆 ) 可 作为 它 的 直观 的 
几何 表示 . 数 z = z 十 访 € C1 对 应 点 (xz,y) € R?, 用 数 a 关 0 乘 之 , 得 到 |al 倍 延长 并 首 


.6 . 第 1 章 空间 与 形式 


时 针 旋 转角 度 arg a. 特别 地 , 当 a = -1 时 , 它 在 R!1 上 的 限制 把 C! 旋 转 180” 给 出 “ 翻 
转 ” 直线 . 在 第 3 章 84 将 叙述 复 化 和 实 化 运算 , 在 其 中 利用 了 代数 封闭 域 C 的 优越 性 ， 
而 n 维 复 空 间 C" 就 可 以 表示 成 2n 维 的 实 空间 R27. 

还 要 注意 , 物理 空间 R3 比 同样 维 数 的 坐标 空间 内 容 丰 富 得 多 , 因为 在 了 3 中 定义 
了 向 量 的 长 度 , 向 量 间 的 角度 , 图 形 的 面积 和 体积 . 所 有 这 些 补 充 信息 不 知 不 觉 地 转 
移 到 用 以 反映 抽象 空间 的 图 形 上 , 这 个 抽象 空间 的 公理 系统 暂时 还 是 贫乏 的 ， 以 度 
量 概念 丰富 起 来 的 公理 系统 仅 在 后 面 各 章 才 完 全 地 实现 . 

至 于 向 量 空间 V 在 何 种 程度 上 受 纯 量 域 性 质 的 影响 也 同样 可 以 从 以 下 看 出 : 
如 果 f 是 个 有 限 域 , 那么 由 RB 带 来 的 几何 结构 是 “有 窟 禾 的 "(R 的 离散 性 的 推论 ). 
但 的 这 个 缺点 有 时 可 以 结合 RE 的 线性 几何 学 使 用 另 一 种 离散 图 ( 见 图 1)， 例 
如 , 在 二 元 域 Fs = {0, 1} 宇 Z2 上 的 n 维 坐标 空间 F3 允 许 与 R* 中 的 n 维 立方 体 项 点 的 
集合 {(e1, e2,… , en);ei = 0 或 者 e; = 1} 自 然 地 等 同 起 来 . 


(0, 1) (1, 1) 


1 (0,0) (1,0) 
n=1 n=2 
IL={0} IL,={(0, 0), (1, 1)} I1s={(0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} 


图 1 


由 具有 性 质 ei ez 十 …+en = 0 的 点 (e1,e2,… ,sn) 构 成 的 子 空间 IL (注意 1+0=0+ 
1=1; 0+0=0=1+1) 给 出 一 个 最 简单 的 可 以 校正 一 个 错误 的 编码 ( 见 [BA I], 第 4 章 ， 
$3 之 第 6 目 )， 也 就 是 说 , 约定 , 编码 信号 只 对 应 点 (et 62,… ,en) e Tn, 同时 , 取得 
具有 性 质 e' + ea 十 … 十 ei = 1 的 点 (a 和 1,e'2,… ,e'n), 我 们 有 充分 的 根据 可 以 认为 ， 
在 接收 时 , 信息 带 着 外 部 干扰 所 导致 的 错误 一 起 过 来 . 我 们 的 码 带 有 奇偶 性 验证 , 目 
然 地 , 不 能 发 现 两 个 错误 , 因为 , 那 时 (a'1,e’2,:… ,s'm) € IIn. 


习 题 


1. 下 列 集合 是 否 构 成 域 民 上 的 向 量 空间 : 

(1) Ma( 了 ) 中 秩 为 一 国定 数 r 的 所 有 矩阵 ; 

(2) Mn( 了 ) 中 所 有 对 称 短 阵 (!4 = A); 

(3) Mn( 取 ) 中 所 有 斜 对 称 和 矩阵 (4 = 一 A); 

(4) Mn( 取 ) 中 所 有 行列 式 为 零 的 矩阵 ; 

(5) Mi (了 R) 中 所 有 迹 为 零 tr4 = 0 的 矩阵 (矩阵 4 = (aij) 的 迹 用 关系 式 tr 4 二 a11 十 Q22 十 … 十 
Qnn 定 义 ); 

(6) Mn( 民 ) 中 所 有 迹 为 正 数 的 矩阵 ; 


$2 ” 维 数 与 基底 z .7. 


(7) 对 固定 的 n, 所 有 形 如 f(t) = (Qi 十 a2 十 … 十 Qn) 一 Qit 一 … 一 ant" 的 多 项 式 (a; € RR). 
2. 在 有 限 的 p 元 域 F, 上 的 长 度 为 n 的 行 向 量 (Z1,.… ,zn) 的 坐标 空间 F? 中 共有 多 少 个 元 素 ? 
在 了 7 中 方程 alzl 十 .… 十 QnTn 一 0(as € ,不 全 等 于 零 ) 有 多 少 个 解 ? 


82 维 数 与 基底 

1. 线性 相关 性 类似 于 [BA 工 , 第 2 章 ], 我 们 引进 下 面 的 

定义 1 空间 V 的 向 量 V1,… ,vn 称 之 为 线性 相关 的 ,如果 它们 有 一 个 非 平凡 的 
线性 组 合 存 在 ; 换言之 , 有 不 全 为 零 的 纯 量 Q1,.… ,an 使 得 


Q1V1 十 ao2v2 十 … 十 anvn 一 0. 


否则 , 就 称 向 量 组 v1,……… ,vn 是 线性 无 关 的 . 

当 向 量 Vyi,… ,va 中 有 一 个 是 零 , 这 些 向 量 不 可 能 是 线性 无 关 的 : 例如 , vi = 0， 
那么 , 令 ai = 1, a2 =…= an = 0, 即 得 到 一 个 等 于 零 的 非 平 凡 线 性 组 合 . 

定理 1 向 量 vl,…… ,Vn,n 之 2 是 线性 相关 的 , 当 且 仅 当 , 其 中 之 一 个 向 量 是 其 余 
向 量 的 线性 组 合 . 向 量 组 线性 相关 ， 只 要 它 的 某 一 个 部 分 组 是 线性 相关 的 ， 换言之 ， 
如 果 向 量 组 线性 无 关 , 那么 , 它 的 所 有 的 部 分 组 都 是 线性 无 关 的 . 

我 们 有 意 省 略 了 证 明 , 因为 它 是 足够 显然 的 而 且 是 [BA I ] 第 2 章 $1 中 相应 定理 证 
明 的 重复 , 事实 上 , 随后 可 以 证 明 

定理 2 如 果 在 空间 V 中 , 线性 无 关 的 向 量 组 el,.… ,es 的 每 个 向 量 都 是 向 量 f，.… ， 
人 的 线性 组 合 , 那么 , s <<+. 

证 明 回想 我 们 以 前 的 推断 (仅仅 相差 一 点 表达 ). 按 条 件 有 


el = Qnfi + oak t+ Qnf, 


es = Q1sfl + a2sf + Qsfi, 
其 中 oj 是 纯 量 . 设 s > t. 用 系数 xz; 作成 e1,… ,es 的 线性 组 合 
Z1el 十 …' 十 Tees 
= (allz1 十 al2z3 + + OleTe)f 十 … 十 (atlzl 十 ata72 十 … 十 otsTe)f. 
进一步 , 看 由 具有 s 个 未 知 量 的 t 个 方程 组 成 的 线性 方程 组 


Q11XT1 十 Ql272 十 … :十 Qls7s = 二 0， 


Qt1T1 十 Qt2T2 十 … :十 QtsZs 二 0. 


那么 , 按 假定 , 我 们 的 齐 次 方程 组 必 有 非 零 解 (81,.… , 6,)( 参 阅 相 关 的 [BA I ] 第 1 章 83 
推论 2 及 [BA I 第 4 章 83, 在 那里 得 到 了 任意 纯 量 域 上 线性 系统 的 重要 见解 ). 这 意味 
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者 , piel 十 … 十 bse = 0 是 个 非 平 凡 的 线性 关系 式 , 但 这 与 定理 的 条 件 相 了 矛盾， 所 
Ls <t. 口 

推论 V 中 任意 两 个 等 价 的 线性 无 关 组 都 必 有 同样 数量 的 向 量 ( 可 以 是 无 
限 多 个 ). - 

这 里 , 我 们 认为 两 个 癌 量 组 是 等 价 的 , 如 果 一 个 组 里 的 每 一 个 癌 量 都 是 男 一 问 
量 组 的 线性 组 合 . : z 

当然 , 等 价 的 线性 相关 的 癌 量 组 可 以 分 别 由 不 同 数量 的 向 量 组 成 , 甚至 ， 
一 个 等 价 组 可 以 是 线性 无 关 的 , 而 另 一 个 是 线性 相关 的 , 然而 , 如 果 在 V 中 的 给 
定 的 癌 量 组 中 我 们 取 两 个 极 大 的 线性 无 关 的 部 分 组 ( 极 大 意味 着 不 可 能 由 更 
多 的 向 量 将 其 扩充 成 线性 无 关 的 部 分 组 ), 那么 , 这 两 组 必然 有 同样 多 个 回 量 . 
可 用 定理 1 和 定理 2 证 明之 . 

定义 2 在 给 定 的 向 量 组 中 任意 一 个 极 大 线性 无 关 的 部 分 组 所 含 的 向 量 的 个 数 
被 称 为 该 向 量 组 的 秩 (或 称 秩 数 ). 

我 们 建立 的 应 用 于 空间 VY 上 的 事实 还 有 另外 一 些 解释 , 这 些 解 释 将 在 今后 的 叙 
述 中 起 奠基 性 作用 . 

2. 向 量 空间 的 维 数 与 它 的 基底 ”可 以 分 成 两 种 情况 : 或 者 在 空间 V 中 有 任意 多 
个 向 量 线性 无 关 ( 有 任意 秩 的 回 量 组 ), 此 时 , 说 Y 是 无 穷 维 的 ; 或 者 V 中 所 有 足够 多 的 
向 量 作成 的 向 量 组 都 线性 相关 . 无 穷 维 线性 空间 的 内 容 丰 富 的 理论 要 求 具 备 更 多 的 
附加 条 件 , 通常 是 拓扑 结构 , 这 里 只 会 偶尔 地 遇 到 无 穷 维 空间 . 

定义 3 在 线性 空间 V 中 有 nn 个 线性 无 关 的 向 量 , 而 不 存在 具有 更 大 数目 向 量 的 
线性 无 关系 , 则 称 V 是 n 维 ( 记 为 dimgV = n 或 者 更 简单 地 dim V = 站. 零 空 间 被 认为 
是 零 维 的 . 

这 个 定义 与 直线 (1 维 空间 ), 平面 (2 维 空间 ) 和 空间 了 3 (3 维 空间 ) 的 维 数 概念 是 完 
全 一 致 的 . 

用 新 的 术语 , 回 量 组 {vi, v2,… } 的 秩 与 线性 包 络 (v1, va,… 的 秩 相 同 . 

例 ji) 坐标 空间 8R"* 维 数 为 n( 见 [BA I] 第 2 章 ), 要 不 是 这 样 , 我 们 这 里 定义 的 维 数 

念 就 是 不 完备 的 . 

ii) mxn 阶 矩阵 空间 的 维 数 是 mn, 在 这 个 空间 中 , 把 矩阵 的 元 素 排 成 长 度 为 mn 的 
一 行 , 就 可 以 用 坐标 空间 fm" 来 标记 m x n 阶 的 矩阵 空间 . 

iii) 81 中 例 4 中 的 函数 空间 显然 是 无 穷 维 的 . 

iv) 一 个 变 元 的 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 空 间 己 ,显然 是 n 维 的 , 比如 , 癌 量 1,,- 

就 是 线性 无 关 的 . 
ki+m 


一 工 
v) m 个 变 元 的 k 次 齐 次 型 空间 的 维 数 是 n = (验证 它 ). 
k 


在 后 两 个 例子 中 可 以 守 无 困难 地 指出 ”个 向 量 的 线性 无 关 组 . 但 对 于 维 数 的 定 
义 , 还 需 验证 的 是 , 这 些 空间 没有 秩 更 大 的 组 .容易 想到 , 如 果 运 用 定理 2 或 它 的 推 
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论 , 就 可 以 避免 去 逐个 检查 各 式 各 样 的 组 . 

定义 4 设 V 是 域 RR 上 的 n 维 向 量 空间 , 任意 nn 个 线性 无 关 的 向 量 e1,.…. ,e@,, 构 成 的 
组 就 称 为 空间 V 的 (有 限 的 线性 的 ) 基 底 . 

有 理由 认为 , 零 维 空间 的 基底 由 向 量 的 空 集 构 成 . n 维 空间 的 定义 已 指明 了 在 V 中 
基底 的 存在 性 . 

下 面 的 定理 指出 用 怎样 的 方法 由 洽 定 的 基底 能 实际 地 建立 新 的 基底 . 

定理 3 设 V 是 只 上 向 量 空间 , 有 基底 (e1,… ,en). 那么 , 有 如 下 论断 : 

i) 每 个 向 量 v e V 都 可 以 唯一 地 表示 成 向 量 el,…… ,en 的 线性 组 合 形式 ; 

ij) V 的 任意 的 线性 无 关 向 量 组 ，… ,fs,s < n 都 可 以 扩充 成 基底 . 特别 地 , 任意 
一 个 向 量 v 夭 0 都 可 以 包含 在 某 一 个 基底 之 中 . 

证 明 i) 把 给 定 的 向 量 v e V 和 给 定 的 基底 放 到 一 起 , 按 n 维 空间 的 定义 , 就 得 
到 一 个 线性 相关 组 , 进而 得 出 一 个 非 平凡 的 关系 式 


QV 十 Qiel1 十 … 十 Qnen 一 0， 
且 系 数 o 应 该 不 等 于 零 . 从 而 
v= (-aT ai)el+ .+ (a lon)en, 


就 是 基底 向 量 的 线性 组 合 . 
由 两 个 分 解 式 


Pieit+:**+ bnen=V=)elt+ + Ynen 
的 存在 性 , 相 减 后 , 我 们 就 能 得 到 
(B1 — Yi)eit+ + (Bn — Yn)en = 0, 
骨 由 e1,… ,en 的 线性 无 关 性 即 可 得 到 所 有 系数 都 等 于 零 : 
Pi -N= = bn— n= 0, 


也 就 是 Bl 一 7 ,bn = yn. 这 刚好 建立 了 分 解 的 唯一 性 . 
ii 考察 向 量 组 
fi,... ,fs;el:.. en. (1) 


现在 从 (1) 中 选择 出 一 些 向 量 , 使 得 每 个 向 量 都 不 能 由 它 前 面 的 那些 向 量 线性 表示 出 
来 . 根据 条 件 , fi,… ,fs 线性 无 关 , 所 以 , 其 中 任意 一 个 都 不 能 由 它 前 面 那些 向 量 表 
示 出 来 . 从 而 可 以 假设 选择 出 来 的 组 如 下 : 


和 fei) ,ei,. (2) 
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任意 非 平凡 的 关系 式 
alf 和 十 … 十 asfs 十 Pei 十 十 jei =0 


若 2 关 0 且 k 是 脚 码 中 的 最 大 者 , 那么 , 在 向 量 组 (2) 中 推 知 ei, 可 由 它 前 面 的 向 量 组 
表示 出 来 , 按 其 构造 方式 , 这 是 不 可 能 的 ， 另 一 方面 , 由 i), V 的 每 个 向 量 均 可 由 基 
底 (e1,… ,en) 线 性 表 出 , 从 而 就 能 由 向 量 组 (1) 表 出 , 进而 可 由 (2) 表 出 . 这 样 , 线性 无 
关 组 (2) 是 极 大 的 , 它 就 是 V 的 一 个 基底 , 而 e;,,… ,ei, 就 是 找到 的 补足 者 . 口 

在 结论 让 的 证 明 中 所 使 用 论断 , 习惯 上 , 称 之 为 施 泰 尼 茨 替换 原则 . 结论 让 的 一 
个 浅 易 的 推论 是 蕴涵 式 


Wig r<r, 


其 中 瑟 , 亿 是 空间 的 子 空间 , 维 数 分 别 为 r 和 r2. : 

说 明 1 有 限 维 空间 V 的 基底 中 向 量 的 个 数 不 随 基底 变化 , 有 时 基底 就 简单 地 锌 
认为 是 空间 的 子 集 , 而 不 在 意 具 体 的 基底 元 素 (或 者 基底 元 素 的 排列 顺序 ). 应 用 短 
阵 形式 ,基底 元 素 的 标号 问题 就 没有 意义 了 , 这 将 在 下 一 步 弄 得 更 清楚 . 指标 集 的 
结构 整体 上 由 事物 的 本 质 确定 , 事实 上 ， 指 标 并 不 是 永远 只 涉及 自然 数 , 如 函数 空 
间 RX(R 是 个 域 , |X| < o0) 的 A 函数 基底 {64|x <e 六 }( 见 $1 之 例 4) 可 以 很 自然 地 用 元 
素 z e X 来 标记 . 而 且 , 如 果 X 是 有 限 群 , 那么, X 上 取 值 于 8 的 所 有 函数 的 线性 空 
间 .Rx 即 成 为 RE 的 |X| 维 代数 ( 见 81 第 2 目 末 尾 的 定义 ), 只 要 令 


Ox * 0 一 0 VT, XT EX 


并 将 其 线性 地 扩展 到 所 有 的 函数 1 = > f(x)6z,9 = jg9(7')6z' 上 去 : 


f*g= 》 f(z)g(z)izs = 2, b> f ao 6y. 
zz'EX yEX \zEX 
该 运算 被 称 为 卷 积 . 若 X_ = {x1,… ,zn} 而 在 Y 中 取 用 自然 数 标号 的 基底 (Al …… ， 
An), Ai = bj,, 那 么 , 用 公式 Ai * Aj = A 来 确定 指标 6 顿时 就 产生 了 困难 . 

3. 坐标 . 空间 的 同 构 有 了 定理 3 就 可 以 有 下 面 的 

定义 5 设 (el,.… ,en) 是 内 上 向 量 空间 V 的 一 个 基底 , 由 表达 式 


Vv = Mel + .+ Men, 


得 到 的 纯 量 和 1，… ,An E 只 即 称 为 向 量 v 在 给 定 基底 之 下 的 坐标 . 

如 果 , x = aiel 二 … 十 anenyy = 二 Biei 十 … 十 Bnen, 那么 ,x+y=(adi 十 Bi)ei 十 …: 
+(an 十 Bn)en, 即 向 量 x, y 相 加 时 它们 的 坐标 相 加 . 其 次 , 同样 地 , 和 x = 和 aiel 十 … 
+ 和 Aanen, 所 以 , 用 》 乘 x 时 就 用 同一 纯 量 和 乘 向 量 x 的 坐标 . 所 有 坐标 均 为 零 的 回 量 恰 
好 是 零 问 量 . 
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.11. 
如 果 忆 是 以 下 由 中 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 为 向 量 的 向 量 空间 , 正如 已 经 指出 的 ， 


eo = lel = t,… ,en-1 二 如 -! 就 是 一 个 基底 ， 在 这 个 基底 之 下 ， 多 项 式 f(t) 
Qo 十 Qit 十 … 十 Qan-_1t"-! 的 坐标 就 是 它 的 系数 ao, al …… , an_1. 但 是 , 同样 地 , f(t) 可 
以 写成 形 如 


(n—1) 
1 = + PO to) 
这 就 意味 着 , 在 基底 eh Lie =t 一 0.… ,el ， 


(t 一 Qa)"! 之 下 , 它 有 坐标 
(n—1) 

f(a), Pa 

在 R" 中 向 量 x = (a1,… ,an) 对 于 基底 ei = (1,0 


,+ ,0),e2 = (0,1.… ,0),..- 
en 一 (0, 0， 3 1)( 从 前 ， 我 们 记 成 EB)， E02), 四 五) 的 坐标 是 数 aa， CQ2) ,an( 从 而 
这 个 


束 把 这 个 空间 称 为 坐标 空间 ), 但 是 ,R" 有 由 无 穷 多 个 其 他 的 基底 构成 的 集合 , 在 每 个 
基底 之 下 同一 个 x 的 坐标 就 是 一 个 新 的 数组 . 


现在 ， 看 一般 状态 的 这 种 月 形 . 设 V 是 域 K4 上 的 n 维 品 量 空间 ， (el， 四 , en), (e 
ef 是 它 的 两 个 基底 . 一 个 基底 的 向 量 用 另 一 个 基底 的 向 量 表示 出 来 : 


/ 


]，,"**， 


1 
el 三 Q1181 十 021e2 十 … 十 anlen， 


/ 
en = Qlnel 十 Q2ne2 十 


(3) 
十 Qnnen. 
系数 ou & 就 决定 了 一 个 矩阵 
Q11 Q12 *** Qin 
A= (gy) = | 2 2 ao 


Qnl Qn2 … 
尔 它 为 由 基底 (e1,… ,en) 问 基底 (e4,… ,ef) 的 转换 矩阵 .需要 强调 的 是 , 向 量 es 对 
于 基底 (el1,… , en) 的 坐标 位 于 和 矩阵 4 的 第 j 列 . 
设 四 量 v < V 在 基底 (el,… ,en) 之 下 的 坐标 是 ,… ,入 ,而 在 一 个 新 基底 (e， 
e’) 之 下 的 坐标 是 和 ,… ,入 %, 即 
和 iel 十 …' 十 Xnen = 二 V = 入 Nel 十 … 十 入 ne'n. 
用 表达 式 (3)， 以 e; 蔡 换 e’, 得 到 


V 一 和 lel 十 …': 十 Xnen 
二 Al(allel 十 aole2z 十 …. 十 anlen) 十 . 


十 入 (alinel 十 Qa2ne2 十 …… 十 annen), 
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从 而 有 
Al =aMI 十 al2Xa2 十 … 十 QinX mn， 


An 一 Qn1 和 1 十 Qn2 入 2 十 :十 Qnrm 和 mm， 
或 者 , 如 [BA I ] 第 2 章 所 写 的 那样 


X=AX: (4’) 


其 中 X = [A1,… ,和 x], 六 = [IN ,Xi 分 别 是 原 有 的 坐标 列 和 新 的 坐标 列 . 
人 (4), (4 借助 矩阵 4 导出 的 线性 变换 把 向 量 v 的 原 有 的 坐标 ,和 用 新 的 
坐标 Xi ,入 表示 出 来 . 
我 们 -开始 就 可 以 用 1 ,em 把 el,… ,e, 表示 出 来 (在 了 中 两 个 基底 等 价 ), 从 
而 有 公式 
N=aNtao Nt tan Mn 1T 和 Si 所 1 (5) 


它们 的 存在 表明 , 矩阵 4 导出 的 线性 变换 是 可 逆 的 ， 即 det A 关 0, 而 且 (5 和 | 
X’=A'X, A = (a;). 


也 就 是 说 , 得 到 了 

定理 4 在 由 矩阵 A 决定 的 室 间 VV 中 从 基底 (e1,… ,en) 到 基底 (el，,.… ,e') 的 转换 
中 ， 向 量 在 新 的 基 民 之 下 的 坐标 可 白 原 有 的 坐标 依 助 给 任 人 4 导出 的 线性 变换 表达 
出 来 . 

要 特别 注意 , 新 的 基底 (上 和 角 加 了 撤 “ ”的 ) 可 按 公 式 (3) 由 原 有 基底 表示 出 来 , 自 
然 地 , 按 公式 (4) 可 把 原来 的 坐标 用 新 的 (上 角 加 了 撤 “” 的 ) 坐 标 表 示 出 来 ( 需 注 意 求 和 
顺序 ), 此 时 新 坐标 用 原 有 坐标 的 表达 式 则 需要 复杂 的 过 渡 和 矩阵 转换 运算 . 坐标 的 运 
用 把 向 量 运 算 归 结 为 纯 量 (比方 说 , 在 有 R 上 的 数 t) 的 作用 . 选择 合适 的 坐标 系 (基底 ) 常 
常 可 以 从 本 质 上 简化 计算 . 利用 基底 和 坐标 系 的 概念 , 我们 现在 可 以 从 代数 学 的 角 
度 把 同一 维 数 的 向 量 空间 看 成 是 一 样 的 . 1 

定义 6 称 域 RR 上 的 向 量 空间 V 和 WW 是 同 构 的 ， 如 果 有 双 射 映射 PT _， 卫 使 得 对 
任意 a,B € Ru,v EV 都 有 


flau+ Pv) =af(u) + Bf(v). : (6) 


换言之 , f 是 V 到 W 的 具有 补充 性 质 f(au) = af(u) 的 一 个 加 法 群 同 构 ， 同 样 可 
以 说 ，j 在 R& 上 是 线性 的 ， 或 者 /是 R 线 性 的 ， 由 群 同 构 的 定义 推 知 ， 映 射 广 :同样 地 
是 W 到 V 的 同 构 . 此 外 , 同 构 的 合成 


USVDwW 
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f og :U 一 W 还 是 同 构 , 可 以 直接 看 出 , 维 数 是 同 构 不 变 的 : 如 果 (e1,… ,en) 是 的 
一 个 基底 , 那么 , (f(e1),… , f(en)) 就 是 WW 的 一 个 基底 . 反之 亦 然 . 

下 面 的 定理 表明 , 没有 其 他 的 同 构 不 变量 . 

定理 5 只 上 所 有 的 同一 维 数 m 的 向 量 空间 都 同 构 . 更 精确 地 , 它们 都 同 构 于 坐标 
空间 Rn. 

证 明 设 (el,… ,e,,) 是 n 维 空间 的 任意 一 个 基底 . 任意 向 量 x = aiel 十 …. 二 
anen 的 坐标 ai,… ,on 是 唯一 确定 的 , 所 以 ,V 中 向 量 和 8" 中 的 向 量 之 间 的 对 应 


厂 :X 号 (Qi1,*…: , On ) 
是 个 双 射 . 如 果 y 一 fel 十 … 十 Bnen, 那么 
ax 十 Dy = (Qa + PBi)et :+ (Gan + Bn)en. 


从 而 有 
f(ax+ By) = (aal + BP, aan + BBn) 


= a(al ,Qn) + BB ,Pn) = af (x) + Bf(yY), 


这 就 是 同 构 性 质 的 表达 式 . 口 

定理 的 存在 性 表明 , 只 要 先 选 择 好 V 的 一 个 基底 就 可 以 过 渡 到 g". 但 是 , 仅仅 限 
于 在 8 中 人 研究 线性 问题 至 少 是 个 不 方便 的 限制 , 因为 真正 的 目标 是 得 到 与 基底 选择 
无 关 的 结论 . 此外, 转化 到 Rm" 上 去 将 损失 掉 很 多 空间 的 直观 特性 , 如 一 般 3 维 空间 , 多 
项 式 空间 , 等 等 . 

注意 在 两 个 向 量 空间 V, W 中 , 如 果 只 有 一 个 唯一 确定 的 同 构 , 那么 , 只 有 两 种 
情形 : 1)V=W={0}; 2)dim V=1=dim W, 而 且 8 是 个 二 元 域 ( 试 证 明之 )， 

有 时 , 两 个 回 量 空间 确定 的 某 个 同 构 与 人 的 意愿 , 比如 说 在 V 中 与 在 W 中 的 基底 
选择 没有 关系 , 这 样 的 同 构 将 称 为 标准 的 或 者 自然 的 , 用 以 区 别 于 所 有 其 余 的 , 即 “ 偶 
然 的 ”. 下 一 六 我 们 将 会 遇 到 自然 同 构 的 有 特性 的 例子 . 

4. 子 空间 的 交集 与 和 ”我们 把 众所周知 的 集合 理论 中 的 交 和 并 运算 应 用 到 子 

空间 上 . 两 个 子 空间 万, DZ CV 的 交集 Ui D2, 显然 地 , 是 个 子 空 间 , 同样 可 以 照搬 
到 任意 子 空 间 族 {Uili e 了 1} 的 交集 U = [ 1 上 (0 可 能 是 零 空间 ) 实际 上 , 零 问 量 属 


于 所 有 的 U;, 从 而 属于 U, 因而 U0 非 空 . 其 次 如 果 x, ye U, 那么 , 它们 的 任意 的 线性 
组 合 ax + By 必 属 于 所 有 的 U;, 从 而 有 ax + By e U. 

注意 , 两 个 子 空间 的 并 集 U UU 未 必 是 子 空间 . 例如 , 若 el,e? 是 了 中 任意 两 个 线 
性 无 关 的 回 量 且 U = (e1), U2 = (e2), 那 么 , Ui U E 不 包含 el + e2. 

容易 看 出 ,V 的 包含 UV 和 Us 的 最 小 的 子 空间 显然 是 


U = {uit usu € Ui,u2 € U2}. 
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这 个 子 空间 称 之 为 ,U2 的 和 ， 且 用 UU +U02 代 表 , 很 清楚 ,+Us = 2 上 + 还 有 , 十 
U2 = U2 则 必要 而 只 要 Ui Cc Us. 类 似 地 可 定义 任意 有 限 个 向 量子 空间 ,… ,Ui 的 
和 , 意 即 , i 十 … 十 Um 就 是 包含 所 有 取 自 于 Ui,1 < i < m 的 向 量 的 各 种 可 能 的 线 
性 组 合 的 最 小 子 空间 . 此 时 ,任何 一 种 排列 括号 的 方式 都 一 样 , 因为 U; + (Uj + Ux) = 
(Ui 十 U;) + Ur. 

如 果 4, B 是 3 维 物 理 空间 的 两 个 图 形 ,其 交 ANB 可 能 非 空 , 而 它们 的 体积 是 vol(4)， 
vol(B), 那么 , 关系 式 


vol(AU B) = vol(A) + vol(B) — vol(A NB) 
成 立 . 
与 其 类 似 的 空间 的 情形 可 表达 成 
定理 6 设 U 和 W 是 向 量 空间 V 的 有 限 维 子 空间 . 那么 切 ， 
dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U NW). (7) 
证 明 我 们 设 
dimU = kk,dimW =1,dim(UNW)=m. 


因为 UN W cU,W, 故 m < k, m <1. 在 UN Ww 中 选择 那样 的 基底 (el,:… ,em), 根据 
定理 3 它 一 方面 可 以 扩充 成 0 的 基底 (el1,:… ,em; al,… ,ak_m), 而 另 一 方面 它 又 可 以 
扩充 成 W 的 基底 (ei1,…… ,em;b1,… ,bi_m)， 和 U ++ WW 的 每 一 个 向 量 必 形 如 uw, 其 
中 ue U, we W, 而 这 意味 着 


U+W 一 (el, …: ) Em,; aAl,** ,ak—m; bi1,.…- , bi_m). 
如 果 , 我 们 能 够 证 明 向 量 组 
el1) em)al ak 一 mn) bj, 四 , bi—nm, 
是 线性 无 关 的 , 那么 就 有 了 与 (7) 一 致 的 关系 式 
dim(UVU +W)=m+(k-m)+( mm)=k+i+l-m, 
于 是 证 明 就 完成 了 . 假设 不 然 , 会 
m k—m li—m 
>》 Tees 十 >》 Qiai 十 3 pib;=0 (*) 
s=1 i=1 j=1 


1) 公式 (7) 与 格拉 斯 曼 (G.H.Grassmann, 1809 一 1877) 的 名 字 相 联 . 
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是 个 非 平凡 的 关系 式 . 于 是 , 我 们 有 
m k—m li—m 
>》 Tses 十 >》 Qiai 一 一 >》 bib;, 
s 一 1 1 一 1 j=1 


其 中 ， 专 式 的 左 侧 是 U 中 的 元 素 ， 而 右 侧 是 W 中 的 元 素 . 这 表明 , 它 是 U mn W 的 元 素 ， 
我 们 可 以 记 之 为 一 > bib; = > 06ses, 或 者 


7 三 1 s 二 1 
m li—m 
2 6ses + 2 Pibji = 
s=1 j=1 


然而 , 子 空 el … ,em; bl …… ,bi_m} 的 线性 关系 式 应 该 是 平凡 的 , 特别 
地 , 有 =… = B_m = 0. 进而 , 现在 已 经 变 成 子 空 人 -emjal…… ， 
a， 的 关系 式 (0] 也 应 该 是 平凡 的 二 ym = 1 = 二 … = Qp_m = 0. 我们 得 
到 了 所 需要 的 矛盾 . 口 
因为 , 和 7 十 全 的 维 数 不 能 超过 规模 大 的 空间 VY 的 维 数 , 所 以 , 在 定理 6 的 基础 上 ， 
经 常 可 以 得 到 关于 子 空间 的 交 的 非 平 凡 性 的 结论 . 例如 , 3 维 空间 的 两 个 平面 或 者 5 维 
空间 中 的 两 个 3 维 子 空间 都 必然 包含 公共 直线 , 因为 这 两 种 情形 都 有 


dim LU 十 dim W > dm V. 


关于 可 利用 的 术语 , 我 们 有 如 下 的 
说 明 2 在 n 维 向 量 空 间 V 中 存在 所 有 各 个 小 维 数 的 子 空间 , 容易 相信 , 可 以 在 了 中 
通信 子 空间 链 


0cViChCcC...CWhicCh=V= (el,.. en) 


其 中 VV = (e1,… ,ei). 1 维 的 向 量 空间 被 称 为 直线 , 2 维 回 量 空间 是 平面 , 当 k >3 时 ， 
就 称 是 k 维 平 面 . 设 U 是 向 量 空间 V 的 子 空间 . 差 


codim U = dim V ~ dim U 


被 称 为 子 空间 U0 的 余 维 数 . 余 维 数 为 1 的 子 空间 被 称 为 超 平面 . 超 平面 的 概念 是 相对 
的 , 直线 是 2 维 向 量 空间 WW 的 超 平面 , 而 W 却 可 能 看 成 是 更 大 维 数 的 向 量 空 间 V 的 一 
个 平面 . 

5. 直 和 ”在 非 零 的 线性 子 空间 的 和 


U=U+U+:…+ Um (8) 
中 , 任意 向 量 ue U 都 可 以 写成 形 如 


U=u+uwt++um, UWEU; (9) 
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一 般 地 说 , 表示 方法 不 是 唯一 的 . 
定义 7 如 果 每 个 向 量 u e U 都 能 唯一 地 表 成 (9) 的 形式 , 那么 , 就 称 (8) 是 直 和 而 
且 用 
U=U@:...@Un 


和 (8) 是 直 和 , 只 要 对 零 向 量 的 情形 (9) 有 唯一 的 表示 . 也 就 是 说 ， 


0 =Ul 十 uz 十 …: 十 un 一 ul 一 0uo=0,.… ,un 一 0. 
事实 上 , 如 果 这 个 较 弱 的 条 件 成 立 , 那么 , 由 展开 式 
十 U2 十 十 Um 二 4 二 贡 十 WW 十 … 十 世 ) 


就 可 以 得 到 0 = (ul 一) 十 (2 一 苔 ) 十 … 十 (um 一 uu), 其 中 一 € i. 按 假 定 ， 
一 册 二 0,1<&<igm 或 者 ui = mu 下 ,um = u’, 即 , 直 和 的 展开 性 质 
成 立 . 

约定 一 表达 方法 

+ Un = Ut Ut Ui+ + Un. 
定理 7 和 U = U0 二 U2 十 … 十 Um 是 直 和 的 充 要 条 件 是 
UiN(i++Ui+.+Un)=0 (10) 

对 每 个 i = 1,2,:…… ,m 都 成 立 . 

证 明 设 这 个 和 是 个 直 和 , 看 任意 向 量 x € Uin (Di 十 … 十 i 十 … 十 Un), 其 中 
指标 i 是 固定 的 . 这 样 , x = ui 十 … 十 而 十 … 十 Um, 于 是 对 零 向 量 我 们 可 得 两 个 等 式 


0 十 … 十 0 十 0 二 0 十 … 十 0=0 
一 ul 十 … :十 ui-l 十 (一 X) 十 ui+l 十 … 十 um. 


因为 这 是 个 直 和 , 所 以 这 两 个 分 解 应 该 重合 . 特别 地 , -x = 0, 从 而 (10) 式 成 立 . 
反 过 来 , 设 (10) 为 真 , 去 证 明 零 向 量 分 解 的 唯一 性 (正如 我 们 已 经 知道 的 , 这 就 足 
以 使 和 为 直 和 ). 事实 上 , 可 从 任意 一 个 分 解 式 


0 一 al 十 ….: 十 ai 十 … :十 am 
出 发 , 于 是 对 任意 i = 1,2,… ,m 有 
—ai =alt+ aii+ai+ +am EUN(UIt+ + Ut+:+Un)=0. 


从 而 ， ai 一 0. 口 ] 


82 ” 维 数 与 基底 . 17 . 


在 m=2 的 情形 , 定理 7 变 成 特别 简洁 的 公式 : 和 U = 十 是 直 和 心 Un = 0. 
特别 地 , 援引 关系 式 (7), 就 得 到 dim 7 = dim U1-+dim U2. 这 个 性 质 的 一 般 性 可 表述 成 
定理 8 和 U = 十 Uso 二.… 十 Um 是 直 和 , 当 且 仅 当 ， 


dimU = Sdim Ui;. (11) 
i=1 
证 明 ”可 用 对 mn 的 归纳 法 实现 之 . 当 m=2 时 , 命题 的 真确 性 已 经 在 前 面 指明 了 . 
而 对 于 任意 m 的 情形 可 采用 定理 6 和 定理 7.， 就 是 说 .如 果 和 是 直 和 , 那么 Ui 十 … 
+i 十 … 十 Um 也 是 直 和 , 于 是 , 有 


dimU =dim Ui + dim(i + + i+ 二 + Um)— 
dim UiN (i++ Ut + Um) 
=dimUi+ (dimUi+:.+dimDi+.. + dimUm)—0= >》 dimU:. 
i=1 

反 过 来 , 如 果 公 式 (11) 成 立 , 那么 所 有 子 空间 U0; 的 基底 合并 起 来 就 是 U 的 一 个 基底 , 进 
而 可 知 和 是 下 和 . 口 

略 加 变化 , 可 得 

定理 9 ”对 n 维 空间 V 的 任意 一 个 m 维 子 空间 U, 都 有 一 个 n 一 m 维 的 子 空间 WW 使 
得 V = UW( 称 U 和 W 是 互补 的 子 空间 ). 

证 明 设 (al,… ,am) 是 U 的 任意 一 个 基底 , 将 其 扩展 成 V 的 一 个 基底 (al,… ,am; 
bi,… ,bn_m)( 用 定理 3). 令 W = (bi1,… ,bn_m), 立刻 就 得 结论 . 口 

到 现在 为 止 , 我 们 所 关注 的 直 和 都 是 在 一 个 固定 的 向 量 空间 V 中 , 这 种 直 和 通 
常 称 为 内 直 和 . 但 是 ， 有 时 有 必要 考察 同一 个 域 4 上 两 个 向 量 空间 的 外 直 和 , 而 这 
两 个 空间 并 不 预先 作为 某 个 空间 的 子 空间 .， 这 时 , UV @ 全 应 该 被 理解 为 所 有 有 序 
对 (u,w)，u EU,w € W 的 总 体 V = UV x W. V 中 加 法 和 纯 量 乘 运 算 按 公式 


a(u, w) + PB(u,w) = (au + Bu',oaw + Pw’). 


实现 . 这 类 似 于 用 两 个 坐标 轴 构 作 一 个 平面 . 
所 有 的 向 量 (u,，0) 构 成 V 的 一 个 子 空间 UV, 它 同 构 于 U, 而 向 量 (0,，w) 构 成 同 构 
于 WW 的 子 空间 歼 . 这 里 的 同 构 (u, 0) ~ u (0, w) 忆 w 是 显然 的 ; 同时 , 可 以 记 成 : 


Uo@W=V=Ue@W, 
一 人 
外 直 和 内 直 和 


因为 我 们 已 经 把 0 @ W 看 作 向 量 空 间 V 的 直 和 . 进一步 要 讨论 的 大 多 是 关于 内 直 和 
的 , 因此 , 所 有 的 细节 都 可 以 省 略 掉 . 
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6. 商 空 间 一般 来 说 , 对 一 个 给 定 的 子 空间 L c V 会 有 很 多 的 补 子 空间 W cV 使 
得 L@W = 了, 而 且 , 所 有 这 些 补 子 空间 都 同 构 于 同一 个 向 量子 空间 , 它 由 站 和 研 用 绝 
对 不 变量 形成 , 而 不 依赖 任何 个 人 意愿 . 

把 YY 和 看 成 阿 贝尔 加 法 群 , 集合 


x+L= {x+yly eL} 


说 成 是 V 对 于 L 的 一 个 陪 集 , 向 量 x 是 这 个 陪 集 的 一 个 代表 元 . 如 果 0 ze (x+ 万 mn 
(x' 十 厂 ). 那么 , x 十 y = x 十 y’ = 二 Zz 且 x+ 工 = x’ 二 L=z+L. 所 以 , 两 个 陪 集 或 者 不 相 
交 或 者 是 重合 的 . 对 固定 的 二 设 x : = x 十 工 , 每 个 向 量 v eV 必 落 入 这 样 的 一 个 陪 集 ， 
而 且 , 看 了 = V/L 是 所 有 V 对 于 LL 的 陪 集 的 集合 . 那么 , 在 V 上 按照 十 x = 广 十 交规 
则 就 建立 了 V 上 的 阿 贝尔 群 结构 . 交换 性 和 结合 性 可 直接 验证 . 显然 , 0 = 了 是 这 个 
阿 贝尔 群 的 零 元 : 十 0 = Xx 十 0 = 于 其 次 ,一 元 = 二 Xx. 

令 迁 = Xx, 也 就 是 , (x 十 工 ) = Mx 十，vA € %, 我 们 容易 相信 , $1 中 的 所 有 公 
理 BIT1 一 BIls 都 得 到 满足 . 例如 


1.(x+L)=1:.x+L=x+L, 
a(B(x+5))= AaBx+L)= ax 十 了 = (ap)(x+ I). 


这 样 一 来 ,V = V/L 以 自然 的 方式 获得 了 向 量 空间 的 结构 , 称 它 是 空间 V 对 子 空 
间 工 的 商 空 间 ( 或 者 说 是 模 L 的 商 空 间 ). 在 陪 集中 我 们 考察 由 同 余 式 


X 三 X (modL)x—x EL, 


确定 的 等 价 类 , 这 些 都 是 套话 . 
例 6 设 V = 了 ?是 坐标 平面 , 而 也 是 z 轴 . 经 过 O 点 引出 的 任意 一 条 非 水 平 线 都 可 
充当 五 的 余子 空间 M( 图 2). 


图 2 


余 集 M 与 每 个 平行 于 zx 轴 的 直线 只 相交 于 一 点 , 因此 , M 可 随 所 有 这 些 直线 的 集 
合 变化 , 这 个 集合 恰好 就 是 V/L. 

定理 10 设 V = LL@M 是 个 直 和 , L,M CV. 那么 , 映射 f :uu+L(ue 
M) 是 M 与 V/L 之 间 的 同 构 . 
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证 明 事实 上 , f 是 个 线性 映射 , 因为 
flout+Bv)=ou+Bv+tL=au+L)+hv +L)= af() + BY). 

设 v 十 LL 是 V/L 的 一 个 任意 元 素 , 按 条 件 , v = x 二 y,x Ee Ly € M, 所 以 ， 
v+L=x+y+L=(x+L)+(y+L)=L+(y+L)=y+L= f(y). 


这 表明 /是 个 满 射 ， 其 次 , 如 果 u e Kerf, 那么 u 二 工 = 荆 因此 u ez 但 ue AM 
而 LN M = 0; 所 以 , u = 0, 故 Ker f = 0. 可 见 ，/ 是 个 双 射 . 口 
推论 ” 设 万 是 了 的 任意 一 个 子 空间 . 那么 ， 


dim TV/ = dimV — dimL. 


换言之 , dim V/L = codimv[L. : 
证 明 按照 定理 9 可 以 找到 一 个 子 空间 W C V 使 得 V = L@M. 从 而 dim M = 
dimV 一 dim 工 . 再 按照 已 经 证 明了 的 定理 10, 这 个 子 空间 MM 必然 同 构 于 商 空 间 V/L. 
口 


习 匮 
1. 在 gq 元 域 Foy 上 的 n 维 向 量 空间 V 中 , 对 于 1 < kn, 有 多 少 个 k 维 的 子 空间 ? 
2. 试 指出 由 下 列 各 种 n 阶 实 方 阵 构 成 的 空间 的 维 数 : 
(1) 对 称 和 矩阵 ; (2) 儿 对 称 和 矩阵 ; (3) 迹 为 零 的 矩阵 . 
3. 由 所 有 的 一 个 变 元 t 的 次 数 乏 见 的 满足 条 件 j(1) = 0 的 多 项 式 组 成 的 空间 的 维 数 是 多 少 ? 找 
出 这 个 空间 的 一 个 基底 来 . 
4. 和 U == 十 U2 十 … 十 Um 是 直 和 的 充 要 条 件 是 


(十 …: 十 Ui-i1) 几 Ui=0, l<i<m. 


5. 找 出 空间 已 , 的 基底 (1,t,… ,tm 1!) 向 同一 空间 的 基底 (1, (t 一 Q),…,(t 一 Qa)"-1) 的 
转换 矩阵 . 

6. 设 0 是 Q 上 不 可 约 多 项 式 f € Q [的 一 个 复 根 . 求 出 空间 Q [b] = (1,0,:… ,0*,…)o 在 Q 上 
的 维 数 .. 

7. 证 明 ， 直 和 不 满足 消去 律 ， 也 就 是 说 ， 由 等 式 U 田 Wi = VU @@ W2, 一 般 说 米 ， 不 能 得 
到 Wi = Wo2, 尽管 等 式 有 一 相同 的 被 加 项 . 

8. 查 明 下 列 商 空 间 RI]/ 工 是 否 是 有 限 维 的 : 

(1) LL 是 所 有 次 数 << n 一 1 的 t 多 项 式 忆 ,构成 的 子 空间 ; 

(2) 工 是 所 有 可 以 被 妇 整 除 的 关于 t 的 多 项 式 构成 的 子 空 间 ; 

(3) 了 是 所 有 的 关于 万 的 多 项 式 构成 的 子 空间 . 

9. 证 明 下 面 与 格拉 斯 曼 公式 类 似 的 等 式 


codim(U + W)+codim(U NW) = codim U + codim W 
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(U 与 WW 是 向 量 空间 V 的 有 限 余 维 子 空 间 , Y 不 一 定 是 有 限 维 的 ). 
10. 遵循 81 的 例 8 中 的 术语 , 我 们 挑选 出 显而易见 的 半 幻 矩阵 


1 1 1 1 ... 1 
1 1 1 1 1 

0, EE= ， D= ,SD 一 
1 1 1 1 1 


问题 在 于 : 有 怎样 的 维 数 dim SMag, (Q@) 和 dim Mag, (Q@)? 显 然 ，SMag,(Q) = (五 ,D)0o. 此 
时 , 5 = 五 十 万 是 唯一 的 (精确 到 魔幻 给 阵 有 理 因 子 ). 当 n=3 时 , 可 指出 一 个 略 明显 的 魔幻 矩阵 
1 2 0 
A=|10 1 21. 
2 0 1 


计算 出 n=3 和 n 二 4 时 上 面 提 到 的 维 数 . 
11. 证 明 直 和 分 解 式 


SMag,(Q) = Mag.,, (Q) © QE 8B QD. 
12. 设 Vi,:… ,Vk 是 n 维 向 量 空间 V 的 子 空间 . 证 明 , 如 果 dim Vi 十 :… 十 dimVi > n(k 一 1)，, 
k 
那么 , (| Ui 关 0( 由 公式 (7) 导 出 的 论断 的 直接 推广 ). 
i=1 
83 对偶 空间 


1. 线性 函数 ” 域 A 上 任意 一 个 有 限 维 的 向 量 空间 Y 都 可 以 与 另外 一 个 和 VY 有 特 
殊 对 偶 关 系 的 向 量 空间 相对 应 . 为 此 目的 , 我 们 引进 
定义 1 映射 f :V 一 兄 有 性 质 


f(ax+pPBy)=af(x)+Bf(y), Va,BER x,y EV, 


即 称 f 为 是 V 上 的 线性 函数 (线性 形式 , 线性 型 或 线性 泛 函 ; 后 者 多 应 用 于 无 穷 维 空间 
理论 ). 

在 V 中 选择 任意 一 个 基底 (ei,… ,en), 把 线性 函数 1 作用 到 向 量 x = Xiel 十 … 
二 Anen 上 并 记 成 

f (x) = A1Bi +…+ nbn (1) 

形式 , 其 中 B; = /fei) 是 纯 量 , 只 与 基底 的 选择 有 关 . 反 过 来 , 可 以 直接 看 出 , 对 于 一 
个 给 定 定 的 基底 (e1,: ` , en) 而 言 ， 任意 纯 量 6 C 名 ,7 = 一 1,2,.. EAL 有 而 且 只 有 一 个 线 
性 函数 符合 要 求 . 

特别 需要 注意 , 与 线性 图 数 的 定义 等 价 的 关系 式 


f(x+y)= f(x)+ f(y), f(Ax) = Mf(X) 
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并 没有 涉及 任何 有 关 基 底 选 择 的 事情 . 也 就 是 说 , 线性 函数 的 定义 是 不 变 的 (与 基底 
的 选择 无 关 ). 把 线性 函数 值 表达 成 (1), 我 们 应 当知 道 一 个 规则 , 即 在 一 个 基底 向 另 
一 个 基底 转换 时 , 系数 = f(ei) 如 何 变 化 . 设 


(el en) =V = (e1,.. ,en), 


© = Q17el 十 021e2 十 …… 十 anjen 7 二 1,2,.…. ,1 
是 由 原来 的 基底 (el,… ,en) 向 新 基底 (e' ,…… ,e' ) 转 换 时 的 公式 . 现在 如 果 
Al 十 … 十 XnDn = fv) = AB + + Nh, 


其 中 Ni,…. , 入 n 和 入 ，…: . ,和 是 回 量 v € V 在 基底 (ei1,…… , en) 和 基底 (e’,:…… ,e' ) 之 下 
分 别 对 应 的 坐标 , 那么 , 容易 看 出 ， 


GD 一 f (e’) = jalijel 十 aaje2 十 … 十 anjen) 
一 Qa1jf (ei) 十 Q2;f (e2) 十 …… 十 anjij (en) (2) 
= Q1jb1 十 ao2702 + + Qnjbn. 


可 见 , 在 基底 转换 时 , 基底 向 量 的 系数 和 线性 形式 的 系数 按照 相同 的 公式 变化 ， 
也 就 是 一 致 的 , 或 者 还 可 以 说 是 同步 的 . : 

2. 对 偶 空间 与 对 偶 基 底 ”有 了 V 上 的 线性 函数 f, g 就 可 以 研究 用 任意 a, 6 e RR 构 
作出 来 的 它们 的 线性 组 合 af + 6g, 令 


(af + Bg)(7x) = af (x) + Pg(z). 


可 直接 验证 , af + Bg 也 是 个 线性 函数 . 从 而 , 下 面 的 定义 有 意义 . 

定义 2 ”对 于 刚 引 入 的 加 法 和 纯 量 乘 运算 , 所 有 的 线性 函数 作成 一 个 对 侦 于 (或 
共 斩 于 )V 的 向 量 空间 V* = L(V, 月 ). 

说 明 在 同时 要 处 理 向 量 空间 V 和 V* 的 时 候 , 称 V* 的 元 素 为 共 变 向 量 (或 余 向 
量 ), 而 称 V 的 元 素 为 反 变 向 量 , 在 我 们 将 于 第 6 章 中 加 以 关注 的 一 般 的 张 量 理论 中 ， 
余 向 量 与 (1, 0) 型 张 量 (1 阶 的 共 变 张 量 ) 有 关 , 而 向 量 与 (0, 1) 型 张 量 (1 阶 反 变 张 量 ) 有 
关 . 换 用 新 的 术语 来 说 . 相应 于 基底 (e1,… ,en) 和 基底 (ei,… ,e), 且 


nN 

/ 7 。 

ej 一 》 Qijei, j=1,.…,n, 
i=l1 . 


纯 量 61,… ,Bn 上 角 带 小 撤 与 不 带 撤 的 组 (它们 之 间 用 公式 (2) 联 系 起 来 ) 的 对 应 称 
为 (1,0) 型 张 量 . 对 于 用 相应 的 基底 下 的 组 Oi,… , 和)， (和 Xi,… ,X ) 决 定 (0, 1) 型 张 
量 , 同样 , 可 用 82 的 公式 (4) 表 示 出 来 . 前 缀 “ 共 ” 和 “ 反 ?” 在 数学 中 会 经 常 遇 到 (最 一 般 
的 理解 是 共 变 函 子 和 反 变 函 子 ), 它们 的 意义 总 是 大 致 相同 且 在 某 种 程度 上 用 已 研究 
过 的 最 简单 的 例子 来 说 明 . 通用 的 张 量 记 将 在 晚 些 时 候 引 入 . 
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我 们 感到 , 在 空间 VY 的 给 定 基底 (el,… ,en) 之 下 , 在 线性 函数 和 ”元 纯 量 组 之 间 
有 相互 单 值 的 对 应 更 : 一 (9 ,Bn). 我 们 可 以 把 这 个 纯 量 组 与 坐标 向 量 空 间 &"* 的 
回 量 等 同 起 来 , 而 且 可 以 注意 到 , 如 果 f 王 (B1,… ,Ba g 局 (41,… ,Ym), 那么 


f +9g 记 (0 十 力 ,Bn t+ Yn), Mf 一 (AI , Abn). 


这 样 一 来 , B 是 同 量 空间 V* 和 8 之 间 的 同 构 , 特别 地 , dim V* = dim Am = nn. 
取 6; = 0, 当 j 关 i 时 ; 6 = 1, 且 设 


e'(e;) = 6ij, 7 =1,.…n 
我 们 就 定义 了 线性 函数 e <e V* : 


e(》 Nej)=》 Xeiej)=》 Xp = 和》 
肾 数 e!l,… ,en" 显然 是 线性 无 关 的 , 因为 它们 在 R&R 中 对 应 线性 无 关 的 行 回 量 (0， 


这 就 证 明了 
定理 1 设 V 是 域 A 上 的 n 维 向 量 空间 .， 那么 , 对 偶 空间 V* 同 样 也 是 n 维 的 ， 如 
果 (e1,… ,en) 是 V 的 一 个 基底 , 而 线性 函数 el,.…. ,en 使 得 


e (ej) = 6i; = | 所 
0,1 尖 小 

那么 , (el e") 就 是 V* 的 一 个 基底 . 网 

定义 3 按 ， 照 定理 1 的 叙述 给 出 的 V* 的 基底 (el， . ,Ee") 称 为 是 相对 于 V 的 基 
底 (e1,… , en) 的 对 偶 基 底 (或 相互 的 对 偶 基 底 ). 

对 个 二 7 的 x 间 V* 及 对 偶 基底 (el …… ,e"), (ei1,… , en) 的 称谓 本 身 就 在 V 和 V* 之 
间 建 立 了 “双边 对 称 ” 的 关系 ， 它 的 性 质 将 随 着 新 的 概念 的 引入 而 逐步 显露 出 来 我 
们 暂时 约定 , 用 记 法 (f,x) 代 替 f(x), 暗示 这 是 一 个 纯 量 积 , 但 来 自 两 个 不 同 的 空间 ， 
这 本 身 就 决定 了 一 个 对 于 每 个 变量 来 说 都 是 线性 的 映射 V* x 一 RR: 


(af + Bg,x) = a(f,x)+B(g,x), (f,ax+By)= a(f,x)+B(f,y) (3) 


具有 这 种 性 质 的 映射 了 x W 一 JR 通常 称 为 是 双 线 性 的 , 同时 称 V 和 W 之 间 是 配对 的 . 
我 们 讨论 过 的 V* 和 V 之 间 的 这 种 配对 说 成 是 规范 的 . 
利用 对 偶 基 并 用 它们 把 元 素 表示 出 来 : 


x 一 alel 十 aaez 十 … 十 anen， 了 =Die 十 Boe 十 十 Den， 


容易 算出 值 z | 
f (x) 一 (f,x) = Q101 + Q2B2 十 … 十 an 加. 
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男 一 方面 , 可 以 计算 出 x 对 于 基底 (el,…… ,em) 的 坐标 ok 和 余 向 量 (线性 函数 )/ 对 于 基 
底 (el,… ,e?) 的 坐标 公式 


Qk = (e®, x), Bk 一 (f, ek) (4) 
事实 上 ， 


(e®, Xx) = (es alel 十 azez 十 …: 十 anen) = > ,oil(e”, ei) = Qk, 
(f,ex) = (> acerj = > ,Pile',ex) = Pk. 


例 设 V = 已 = (1,t,… ,如 -1) 是 次 数 < n < 1 的 n 维 实 多 项 式 空间 .映射 /、: 
2 中 O(A). 在 每 个 点 Me 到, 多 项 式 p( = po + pit 十 … 十 pn-1t" 1 都 对 应 它 在 该 点 
的 值 , 及 显然 是 线性 的 . 变动 入 就 可 以 得 到 对 偶 空 间 V* 的 基底 , 可 以 方便 地 引入 
冰 数 让 :7 一 民 ， f(yp) = pp 中 (A), 其 中 po 是 多 项 式 p 的 上 阶 导数 , 而 ju, A 是 固定 
数 . 因为 。 


f(ap +BY) = pap + By) (N= pop N+ BY NN)) = af(p) + BFY). 
所 以 , fe V*. 特别 地 , 线性 函数 


(k) 
:pm ET ph, k=0,1,..…,n—1. 


构成 V* 的 一 个 基底 , 它 对偶 于 1,t,… ,t"-!. 而 对 偶 于 基底 1,t 一 入 … , (t 一 入 "1 可 选 
择 函 数 p 五 pg (和 )/kl(k = 0,1,… ,n 一 1) 组 成 基底 . 这 个 关系 让 我 们 想起 函数 的 泰 
3. 自 反 性 ”直接 把 定理 1 和 82 的 定理 5 联系 到 一 起 即 导 出 结论 : 至 少 在 dimV < oo 
的 情形 有 同 构 V* 兰 V. 同 理 , 应 有 V* 与 V**=(V*)* 之 间 的 同 构 . 按 定 义 V## 是 V*# 的 
对 偶 空 间 , 也 就 是 V* 的 线性 函数 空间 . 告 一 看 ,似乎 难以 用 合理 的 方式 用 原 有 空 
则 V 的 术语 解释 V** 的 元 素 . V** 有 与 V 的 自然 对 应 , 如 下 所 示 
定理 2 存在 自然 同 构 e : V 一 V**, 它 由 公式 


sx) = Ex， Ex(f)= f(x), 


确定 , 其 中 ,x EV feV*,ex EV**. 
证 明 ”可 直接 验证 e 的 线性 性 . 事实 上 , 对 所 有 的 线性 函数 :V 一 只 应 有 


euxkpy(J) = flox + By) = af(x) + Bf(y) = aex(f) + Bey(f) = (aex + Bey)(f) 
从 而 , sax+ey = Qex 十 Dey, 也 就 是 e(ax + By) = ae(x) + Bel(y). 
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为 了 证 明 e 是 个 双 射 , 在 V 和 V* 中 选取 对 偶 的 基底 V = (ei,:… ,en),V* = 

(e!,.… ,en), 那么 
Ee; (e’) = e'(e;) = 0i7. 

借助 定理 1 的 证 明 , 我 们 看 到 等 式 V** = (ee,,ees,… ,ee,), 也 就 是 说 , (ee,) 是 V** 
的 对 偶 于 (ei) 的 基底 . s 的 单 性 和 满 性 是 显然 的 , 同 构 e 是 自然 的 由 其 定义 即 可 
得 出 . 口 

定义 4 由 V 和 V** 之 间 存 在 自然 同 构 而 显示 出 来 的 空间 性 质 被 称 为 自 反 性 . 

目 反 性 使 得 V 和 V** 完 全 平等 . 用 定理 2 中 的 自然 同 构 e 把 V** 和 V 等 同 起 来 , 就 可 
以 把 V 看 成 是 V* 的 线性 函数 空间 , 进而 赋予 联合 公式 (3) 以 新 的 意义 : x(f) = (f,x) = 
f(x). 特别 地 , 对 于 V*# 的 所 有 的 基底 都 必 有 唯一 确定 的 与 之 对 偶 的 Y 的 基底 . 

4. 线性 无 关 性 的 判别 法 ”利用 对 偶 空间 V* 的 概念 可 似 方便 简洁 地 表达 出 空 
间 V 中 向 量 无 关 性 的 各 种 判别 方法 . 

先 有 

引 理 1 如 果 al,… ,am 是 V 中 的 线性 相关 的 向 量 , 而 及 ,… ,fm 是 VV 上 的 任意 的 
线性 函数 , 那么 ， 

det(fila;))=0, 1<i,jg<m 

(i 是 行 指 标 , j 是 列 指标 ). 

证 明 由 于 al,… ,am 的 线性 相关 性 , 其 中 必 有 一 个 , 比如 说 是 av; 必 为 其 余 回 
量 的 线性 组 合 (82 之 定理 1), 设 an = Qiail 十 … 十 Qm-1am-1, 在 行列 式 det(fi(aj)) 中 , 从 
最 后 一 列 减 去 第 1 列 乘 al, 第 2 列 乘 ao,… , 最 后 , 用 a,_1 乘 第 m 一 1 列 , 我 们 知道 , 经 过 
这 些 变换 行列 式 值 不 变 , 我 们 计算 出 , 最 后 一 列 的 第 i 个 位 置 上 就 是 f(am) 一 Qi fi(a1) 一 … 


—Qm=1filam-—1) = fi(am — Qlal 一 … 一 am-lam-1) = f(0) = 0,7 = 1,2…,m. 所 
以 , 行列 式 等 于 零 . 口 


引 理 2 ”如 果 ( 户 ,…… ,有 in) 是 向 量 空间 V 的 对 偶 空间 V* 的 一 个 基底 ,那么 ,向量 al,… ， 
an EV 线性 无 关 当 且 仅 当 : 
det(fi(a;)) 0. li,i <n. 
证 明 由 引 理 1, al,… ,an 线性 相关 导致 行列 式 的 等 式 为 零 . 现在 设 它们 线性 无 
天 , 即 V=(al,… ,an). 用 (el …… , en) 代表 V 的 对 偶 于 (及,… , fn) 的 基底 , 而 用 aa … ， 
amj 代 表 回 量 a; 在 这 个 基底 之 下 的 坐标 . 那么 


CQ11 Q12 … QIn 
Q21 Q22 *** Qon 
Qnl cmn2 ”Cnm 


就 是 由 基底 (el .… ,en 到 基底 (ai .… ,a ) 的 转换 矩阵 ， 据 82 之 定理 4 它 是 可 逆 的 
从 而 det (owi;) 天 0. 但 ai 一 fi(a;)( 见 (4)), 继而 得 det (f(aj)) 一 0. [L 
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定理 3 ” 设 (万 ,……… , 记 ) 是 对 偶 于 站 的 空间 V# 的 一 个 基底 . 那么 , 向 量 组 al ,.. ,aj < 
V 的 秩 等 于 所 有 形 如 


的 非 零 行列 式 的 最 大 阶 数 . 

证 明 用 7 代表 向 量 组 al,… , ax 的 秩 .对 任意 m > 7, ay,,… ,aj,, 必 线性 相关 . 据 
引 理 1, 这 意味 着 , 阶 数 m > r 的 形 如 (5) 的 行列 式 必然 等 于 零 . 

剩 下 的 是 要 证 明 , 存在 一 个 形 如 (5) 的 非 零 行 列 式 , 其 秩 为 r. 为 此 , 用 万, … ,万代 
表 线 性 函数 广 , … ,所 在 子 空间 UV = (a1,… ,ak) 上 的 限制 . 先 证 明 


(f1,*…- ,fn) =U", (6) 


其 中 U* 是 对 偶 于 U 的 子 空间 . 

事实 上 , 显然 (及 ,…: ,所 ) CU*. 其 次 ， 设 ? 是 Us 的 任意 _ 个 向 量 (el,.… ,er) 是 U 
的 一 个 基底 , 而 (e1,… ,er; er+1,… ,en) 是 它 在 V 中 的 扩展 基底 . 看 线性 函数 fe V+*， 
使 得 f(ei) = f(ei),i=1,.. ,7r;f(ei) =0,i=7r+1,..,n (在 基底 回 量 处 取 任 意 值 的 
线性 函数 1 e V* 都 存在 , 从 而 有 的 可 取 成 现在 这 个 样 ). 因为 V* = (及,… , f), 故 f = 
Bifi 十 … 十 Bnfn. 把 这 个 等 式 中 的 所 有 函数 都 限制 在 U 上 . 显然 ,了 = flv= 扩 因 
为 和 f 在 空间 U 的 基底 向 量 e1,… ,er 上 都 取 相同 的 值 , 于 是 f= 了 =B1f1++… 十 Bn 了 ,， 
随 之 就 有 fe (五,… ,万 )》 也 就 是 U* C (无 ,… ,所 ), 从 而 证 明了 (6). 

最 后 , 在 a1,… ,ak 中 选择 r 个 线性 无 关 的 向 量 ( 设 为 ai ,… ,aj,), 在 万, ,了 中 
选择 r 个 线性 无 关 的 向 量 ( 设 为 F ，.… ,二 ), 它们 分 别 组 成 子 空间 UV 和 U* 的 基底 , 据 
引 理 2 

det(fi(aj)) 0， i= ir j= 
余下 的 事情 是 只 需 注意 f(a;) = f(ay). 口 

我 们 又 一 次 接触 矩阵 秩 的 概念 ( 见 [BA I] 第 2 章 82), 但 再 次 停留 在 其 性 质 上 则 没 
有 意义 . 

5.， 齐 次 线性 方程 组 解 的 几何 解释 ”回想 一 下 , nm 个 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 相 
容 时 , 把 它 的 解 可 解释 成 基础 域 4 上 列 (或 行 ) 空 间 8"* 的 向 量 ( 我 们 已 经 这 样 做 了 ), 那 
么 , 在 操 中 由 这 个 方程 组 的 解 生 成 一 个 子 空间 .采用 更 加 抽象 的 观点 , 据 m x n 的 齐 次 
线性 方程 组 的 定义 , 可 写成 


万 (x) = 0,.…- ; fm(Xx) = 0, (7) 


其 中 x 是 n 维 空 s 间 V 的 向 量 ， 而 及 ,… ,fm EV*. 为 了 返回 到 通常 的 记 法 , 只 要 在 V 中 任 
意 选取 一 个 基底 . 

定理 4 i) 如 果 向 量 组 1,… , fi, E V* 的 秩 为 r, 那么 , 齐 次 线性 方程 组 (7) 的 解 的 
子 空间 UU CV 的 维 数 等 于 n 一 7 ( = dimgV). 
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ii) 任意 子 空间 U CV 必然 是 某 个 组 (6) 的 解 子 空间 . 

证 明 结论 i), 在 [BA I ] 第 2 章 83 中 已 经 证 明 过 了 , 而 现在 的 推断 领会 起 来 会 更 
自然 .去 掉 一 般 性 的 约束 , 假定 及 ,… ,万 线 性 无 关 . 那 么 , 余下 的 所 都 是 它们 的 线性 组 
合 , 但 方程 组 (7) 实 际 上 等 价 于 

fi(x) = 0,.…… ,fr(x)=0. (7 ) 
把 有 1,… ,所 扩展 成 空间 V* 的 基底 ( 当 i < 7 时，e: = 所 )(e!,…,e"). 设 (el1,:… ,en) 
是 V 的 对 偶 于 (e!,… ,en") 的 基底 .那么 ,方程 组 (7) 中 , 任意 x = ziel 十 … 十 Znen 必 然 
有 zi = … = zr = 0. 从 而 ,方程 组 (7') 的 解 空间 U 由 形 如 x = zipierti 十 … 十 Znen 的 
向 量 组 成 , 即 V = (er41,… ,en). 注意 , zr41,… ,zn 在 起 无 关 的 目 由 变 元 的 作用 . 
因为 e141,… ,en 是 线性 无 关 的 , 所 以 , dim UV =n 一 7. 
i 设 (e1,… ,es) 是 子 空间 Vc V 的 一 个 基底 , 也 是 整个 空间 V 的 一 个 基底 (e1,… ， 


en ) 的 一 部 分 . 癌 量 x 一 X18@1 十 "… 十 znen 属 于 U， 当 且 仪 当 ， sl 二“'' 一 Vn 一 0. 选 

取 V* 的 一 个 与 (ei1,… ,em) 对 偶 的 基诺 ( 户 …… ,万 ). 那么 ,zi = fi(x)， 进而 条 件 x E 

U 可 写成 fer1(x) 一 0 , fn(X) = (0. 口 
习 题 


1， 正 如 由 定义 就 很 容易 算出 来 ( 见 81 之 习题 1) 一 样 ， 迹 函数 tr: X 五 tr 六 在 域 人 上 所 有 n 阶 
方 阵 的 空间 V= Mn(R) 上 是 线性 的 , 证 明 , 了 上 的 每 个 线性 函数 雁 形 如 F(X) = tr4X， 其 中 纸 
阵 A = Ajy 是 唯一 确定 的 . 

2. 设 a(t) 是 及 [由 中 的 一 个 固定 的 多 项 式 , 是 所 有 次 数 < n 一 1 的 实 的 多 项 式 子 空间 , 在 PP 上 
研究 下 列 函数 : 

(1) fu) = [1 a(t)u(t)dt; ab e 已: 

(2) f(v) = 万 a(t)u(t?)dt; 

(3) f(w) = fo alt) [u(t)]?at; 


(9 FW) = adh : 

3. 设 V 是 向 量 空 间 , 再 设 f, g E V* 且 Ker f=Ker g. 证 明 , 必 有 某 个 纯 量 和 使 得 g = 入 f. 

4. 设 x 是 向 量 空间 V 的 一 个 非 零 向 量 . 条 件 f(x)=1 能 将 函数 J E Tr* 唯 一 决定 吗 ? 

5. 证 明 , 在 域内 上 的 见 维 空间 入 中 ， 对 任意 非 零 的 线性 函数 1 都 能 找到 空间 V 的 一 个 基底 (e1,:… ， 


en ) 使 得 
f(aiel 十 …… 十 Qnen)) 一 Qi, Va; € R. 
84 双 线 性 型 和 二 次 型 
1. 多 重 线性 映射 ”初次 阅读 可 将 本 节省 略 .已 经 显露 出 其 功能 的 余 回 量 (上 的 
线性 函数 ) 概 念 还 可 以 用 到 更 一 般 情 形 . 
研究 R 上 回 量 空间 人 三，… , Ww;U. 映射 


f:VixVox:..xV,—U 
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称 为 是 多 重 线性 的 (在 已 给 定 的 情形 , 产 线性 ), 如 果 对 任意 指数 ; = 1,… ,p 及 任意 固 


fi -VP f (al,.… ) 311) V, ai+T1) , ap) 
都 是 线性 型 (线性 函数 ), 即 
filax+By)=afi(x) +Bfi(y), Vx,y EVi, oPeR. (1) 


在 第 2 章 , 我 们 会 继续 研究 (1) 型 线性 映射 .现在 仅仅 得 到 一 个 评注 .与 线性 函数 
一 样 , 容易 确信 , 两 个 p- 线 性 映射 的 线性 组 合 af + Bg 也 是 个 p- 线 性 映射 . 这 个 情况 把 
所 有 Vi x … x Ww 一 U0 的 p- 线 性 映射 的 集合 C( 六 ,… ,VW; 作为 RE 上 的 线性 空间 加 以 
研究 . 

取 Vi =… = Ww=V=% (1 维 向 量 空间 ), 我 们 就 得 到 一 个 最 简单 的 例子 , 令 


f (v1,.… , Up) — V1.** Vp 


印 可 . 更 一 般 地 , 任意 Vi x … x WW 到 RR 的 多 重 线 性 映射 都 被 称 为 Vi x … x Vw 上 的 多 
重 线性 型 . 如 采 说 1: vi (vi), i == 1,… ,p 是 上 的 线性 函数 , 那么 , 用 关系 式 


f(vi* ,Vp) = (Vv) I?(vyp), 


定义 的 函数 /就 是 页 x … x VW 上 的 多 重 线 性 函数 . 称 它 为 线性 函数 (型 )/1，… , 1? 的 张 
量 积 旦 表 成 1 = !1 @ 1?2 @… 4? 或 简 记 为 (112.…1? (有 序 ). 

容易 证 明 , Vi x … x WW 上 任意 的 一 个 多 重 线 性 型 必 为 线性 函数 的 张 量 积 . 但 眼 
下 我 们 不 需要 这 个 事实 . 在 Vi =… = 多 = V 时 , V? = Vx… xy (集合 V 的 p 个 元 
素 的 笛 卡 儿 积 ), 此 时 , 记 

Lp(V, R) = L(V,:. ,V;R) 

是 很 方便 的 . 

在 V? x V*4 上 的 多 重 线性 型 随后 将 被 说 成 是 p+g 价 的 (p,q) 型 张 量 . 于 是 (0, 1) 型 
张 量 就 可 以 看 成 是 V 中 的 向 量 , 这 是 83 的 第 3 目 给 出 的 自 反 性 . 

V? 上 的 多 重 线 性 型 ((p;0) 型 张 量 ) 称 为 对 称 的 . 如 果 对 任意 vi,:… ,vp e V 及 任 
意 置换 x e 5,, 都 有 


f (Vr(D)y Va(2); Vr(p)) = f (V1, V2,*** ,Vp). 
如 果 


f (Va(1), Vr(2)) | ,VA(p)) 一 srjviv2， , Vp)， 


其 中 ex 是 置换 的 奇偶 性 ,那么 , 称 /为 斜 对 称 的 (或 交错 的 ) 线 性 型 .在 dim V=p 的 情 
形 , 我 们 知道 一 个 很 好 的 例子 , 就 是 将 矩阵 的 行列 式 看 成 列 或 行 的 函数 . 在 这 里 给 出 
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一 般 性 定义 的 目的 仅仅 是 把 所 有 我 们 已 经 遇 到 过 的 和 要 进一步 研究 的 局 部 性 的 概念 
放 到 一 般 性 的 框框 里 . 一 般 情形 的 张 量 记号 我 们 只 在 第 6 章 里 应 用 . 

2. 双 线 性 型 现在, 限制 在 V = V2 = V 的 情形 , 而 且说 f 是 V 上 的 双 线 性 
型 (p=2)( 而 不 是 更 准确 地 说 V?), 与 通常 定义 中 的 关系 式 相 对 应 , 域 KR 上 疝 量 空间 V 上 
的 双 线 性 型 /由 下 列 性 质 来 刻画 , 即 


flau+ Pv,w)= af(u,w)+Bf(v,w) 
f(wou+Bv) =af(w,u)+Bf(w,v). 


对 所 有 u, v Ww € Va,B Ee RR 都 成 立 . 注意 , 一 般 说 来 , f(u, Vv) 冯 fv, u). 
在 V 中 选择 某 个 基底 (ei， “"" , en )， 并 通过 其 坐标 ， 


(2) 


X 三 1el 十 …… 十 Znen， y = Yie1 十 …… 十 ynen， 


选 出 向 量 x, ye V. 我 们 利用 定义 的 性 质 (2), 用 "个 纯 量 fei,ej) 去 记 线 性 型 


Fu v). 即 
f(xy) = f(Tie, > Wej) = > rif (ei, ,Yiei) 
i 了 i 7 3 
= 27i 2 ,Yif (es, ei) = >》 fijriy;, (3) 
1 了 i,7 


其 中 ， fi; = f (ei, ej). 

矩阵 F = (fij;) 称 为 V 上 双 线 性 型 f 在 基底 (ei， ... , en) 之 下 的 矩阵 . 引入 对 于 nx 1 
阶 坐 标 和 矩阵 ( 列 ) 和 X=[zx1, x2,… ,zn] 和 它 的 转 置 1 x mw 阶 矩阵 4X = (x1, 722,… ,zn) ( 行 )， 
我 们 就 可 以 把 表达 式 (3) 写 成 


f(x,y) ="X:F.Y (4) 


的 形式 . 为 此 只 需 利用 1 x n,n x n,n x 1 阶 和 矩阵 的 已 知 的 乘法 规则 . 

反之 , 如 果 有 方 阵 F = (f;), 借助 关系 式 (4) (或 者 (3)), 令 f(ei,e;) = fi;, 即 可 
定义 Y 上 一 个 双 线 性 型 /， 因 此 , 在 给 定 的 KR 上 癌 量 空间 的 基底 (e1,… ,en) 之 下 , 有 
一 个 RE 上 n x n 和 矩阵 和 V(dimgV = n) 上 双 线 性 型 之 间 的 相互 单 值 的 对 应 . 事实 上 , 这 
个 对 应 是 所 有 V x V 一 R 双 线性 型 的 向 量 空间 L2(V, 月 (如 果 f, g € Co( 帮 用, 那 
么 af + Bg € L2(V, 骨 , 这 是 显而易见 的 ) 到 RR 上 所 有 n 阶 矩 阵 的 向 量 空间 Mi ( 角 的 同 
构 . 实际 上 , 如 果 

f(x,y) =XrFY, g(x,y) =XGY, 


那么 ， 
af (x,y) + Bg(x,y) =X (aF + BG):Y. 


3. 双 线 性 型 的 矩阵 的 转换 规则 ” 双 线 性 型 的 公理 性 定义 与 V 中 怎样 选择 基底 
没有 关系 . 为 了 使 f 的 矩阵 记 法 有 真实 价值 , 需要 补充 对 应 f FF 在 向 新 的 基底 转换 
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时 矩阵 的 转换 规则 . 设 与 V 的 给 定 的 基底 (e1,… ,en) 并 列 的 还 有 一 个 基底 (e,…， 
e’), 并 有 转换 矩阵 4 = (Qi;): 


n 
/ 3 。 
ej 二 Qij ©1) 7 二 1,.…,n. 
2 二 1 


如 果 ziel 十 …: 二 ze 二 x= Z1e1 十 … 十 xhe%, 那么 ,坐标 列 卫 和 XX' 可 用 关系 
式 X = AX' 联 系 起 来 . 现在 , 设 F = (fi;) 是 双 线 性 型 f 在 基底 (ei) 之 下 的 矩阵 , 而 F' = 
(fj) 是 同一 线性 型 在 基底 (e';) 之 下 的 矩阵 ， 也 就 是 说 ， fi; = f (ei, e;) 和 f';; = je ie 让) 
因为 , (AX') = 轨 , 又 因为 值 f(x,y) 一 般 地 与 基底 的 选择 没有 关系 , 所 以 ， 


iX' .FY = f(xy) =tX .FY 
=t(AX).F.(AY') =tX’'. 轨 .FPF.A.Y.'. 


比较 这 个 等 式 的 左右 两 端 , 我 们 即 得 到 结论 , 有 
定理 1 V 上 双 线 性 型 /在 基底 (e;) 和 (e!) 之 下 的 给 阵 忆 和 Fr' 可 由 关系 式 


F'=‘A.F.A (5) 


联系 起 来 , 其 中 A 是 从 (e;) 到 (e';) 的 转换 矩阵 . 

定义 1 天 阵 忆 和 天 一 :AFA, 而 det A 关 0 即 说 成 是 合同 的 , 双 线 性 型 /在 任意 一 
个 基底 (ei) 之 下 对 应 的 矩阵 政 的 秩 即 称 为 f 的 秩 . 

推论 。 双 线性 型 的 秩 rank f 是 它 的 一 个 不 变量 , 与 基底 的 选择 无 关 . 

证 明 把 [BA IT] 第 2 章 83 之 定理 5 的 推论 1 用 到 合同 矩阵 (5) 上 . 口 

天 于 双 线 性 型 的 秩 的 论断 还 有 一 个 . 用 Ly 代表 所 有 那样 的 xe V 的 集合 , 它 对 所 
有 ye V 都 有 f(x,y) = 0, 即 f(x,V) = 0. 简易 的 检验 表明 , Ly 是 V 的 子 空间 ， 称 它 
是 f 的 左 根 或 者 的 左 核 . 显然 , dim 了 /是 个 只 依赖 于 j 的 量 . 设 (e1,… ,en) 是 V 的 一 
个 基底 . 条 件 x e Lj 等 价 于 


f(x,el) =0,.…: ,f(x,e,)=0. 
这 是 一 个 由 线性 函数 x 一 fj(x) = f(x,e;) = 0,7 = 1,… ,n. 决定 的 一 个 方程 组 . 
函数 fj 的 坐标 是 纯 量 f;(e;), 即 系数 /fei,ej) = fij, 也 就 是 F 的 第 j 行 ,因为 线性 
函数 组 及,…. , fe V* 的 秩 与 矩阵 = (fi;) 的 秩 一 样 , 所 以 , 据 [BA I] 第 2 章 83 的 定 
理 7, 有 等 式 dim Lp = n 一 7. 换言之 ， 
r=dimV 一 dim 亏 / 


是 个 不 依赖 于 任何 基底 的 量 . 
4. 对 称 型 与 斜 对 称 型 ”与 第 1 目 相 对 应 地 , 双 线 性 型 f : V x Y 一 R 称 为 对 称 的 , 
如 果 对 所 有 x, ye V 都 有 f(x,y) = f(y,x); 称 为 斜 对 称 的 , 如 果 f(x, y) = 一 1y,x). 这 
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些 术 语 与 对 称 多 项 式 和 斜 对 称 多 项 式 的 概念 很 是 一 致 ( 见 [BA 了]), 也 同样 与 对 称 逢 
阵 4 = (oij), :4 = 4, 和 斜 对称 矩阵 4 = -4 的 概念 一 致 . 因为 f(y,x) = “f(y,x)(1x1 阶 
转 置 , 纯 量 ), 改 由 f(x,y) = sj(y,x),s = 土 1, 与 关系 (4) 对 应 , 有 


tx .已 .了 = f(x,y) = ef(y,x) =ée::f(y,x) 
=e::(‘Y.F.X) 
=e. .二 .YY. 


从 而 tF = eF. 反之, 如 果 tF = ee = 土 1, 那么 , 矩阵 F 对 应 的 双 线 性 型 /必然 满足 
关系 式 f(x， y) 一 ef ly, x). 
剩 下 来 要 补充 的 是 , 按照 (5) 


F=i4:.F.A=SF =i4.tF.A=e.:A.F.A=er,, 


所 以 , 对 于 f 的 矩阵 所 的 对 称 性 和 和 斜 对 称 性 与 基底 选择 无 关 . 因此 , 双 线 性 型 1 是 对 称 
的 或 者 是 斜 对 称 的 , 只 要 它 在 Y 的 任意 一 个 基底 之 下 是 对 称 的 或 者 是 料 对 称 的 . 

定理 2 如 果 char 由 关 2, 那么 , 所 有 双 线 性 型 构成 的 空间 Ca(T 角 是 对 称 型 子 空 
间 L2t (信用 和 铬 对 称 型 空间 C (V, 月 的 直 和 . 


Ca( 人 了 多) = C (作用 四 C( 人 月 
证 明 如 果 f € L+(V, 有 R) nLz(V, 员 ,那么 
f(x,y)= f(y,x)=—/(x,y) = 2f(x,y)=0= f(x,y)=0 


(因为 有 条 件 char 兵 关 2), 从 而 f = 0. 所 以 , 和 Cs +C 是 直 和 . 
另 一 方面 , 关系 式 


foy) = 3 {f(y) + f(y, x)} + 3 {f(y) ~ f(y, 2)} 
或 者 相应 的 矩阵 关系 式 
F= >(F + FP) + 5(F —tF) 


都 表明 所 有 的 双 线 性 型 都 可 以 表示 成 一 个 对 称 型 和 一 个 斜 对 称 型 之 和 的 形式 . 口 
在 域 R_ = 22 上 , 每 个 斜 对 称 矩 阵 同 时 也 是 对 称 的 ,从 而 定理 的 论断 不 再 真确 . 


因为 , 举 个 例子 来 说 吧 , 矩阵 | 就 不 是 对 称 的 . 但 仍 有 交错 双 线性 型 /的 概念 


f(u,u) = 0,vu eV. 但 , 它 在 char f& 关 2 的 情形 与 斜 对 称 型 的 概念 一 致 (验证 它 ). 今 
后 , 我 们 总 假定 char R&R 2. 

5. -二 次 型 ”考察 对 称 的 双 线 性 型 引出 的 下 列 重要 概念 , 它 是 在 很 多 数学 分 文中 
以 极 自 然 的 方式 产生 的 . 
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定义 2 域 R 上 有 限 维 空间 V 上 的 函数 g :太一 员 它 如 果 具 有 如 下 两 个 性 质 : 

i) q(—v) = g(v), Vv EV 

说 由 公式 

1 
f(x,y)= 5 {q(x +y)— q(x) — q(y)}, (6) 

决定 的 映射 f:V x V 一 只 是 V 上 的 双 线 性 型 (显然 是 对 称 的 ), 则 称 g 是 V 上 的 二 次 型 , 
同样 地 , 称 f 的 秩 为 g 的 秩 : rank*q=rank f. 

还 要 说 明 , 利用 公式 (6), 由 g 得 到 的 对 称 的 双 线 性 型 1 是 极 化 的 ; 或 者 , f 是 与 二 
次 型 q 配 极 的 双 线 性 型 . 

现在 设 /是 Y 上 任意 一 个 对 称 的 双 线 性 型 , 令 


qf (x) = f(x, x), (7) 
就 得 到 了 一 个 满足 二 次 型 定义 中 条 件 i), ji 的 函数 gs : V 一 因为 f(x, -x) = 
f(x, Xx) 而且 ) 
f(x,y) = 3 {f(x+y,x+y) — f(x,x) — f(y,y)}. (8) 
可 能 会 想到 , gq; 是 个 如 此 特别 的 二 次 型 ,实际 上 并 非 如 此 , 因为 下 面 的 定理 成 
立 (可 以 省 略 它 的 并 不 复杂 的 证 明 而 不 影响 此 后 的 理解 ). 
定理 3 每 个 二 次 型 q 都 可 以 按 着 自己 的 配 极 双 线 性 型 唯一 地 恢复 原型 : 换 言 


之 , gqy. 
证 明 在 (6) 中 令 y = 一 x: 


-f(x,x) = 3 {a(0) -eco 一 qz) 


从 而 | 
q(x) = f(x, x) 十 39(0). 


因为 /是 个 双 线性 型 , 所 以 , f(0,0) = 0. 因 为 , 当 x = 0 时 有 g(0) = ;a(0) 也 就 是 g(0) = 
0, 这 就 是 说 , g(x) = f(x,x). 
定义 3 称 与 g 配 极 的 双 线 性 型 f 在 空间 V 的 基底 (e1,… ,en) 之 下 的 矩阵 所 是 二 次 
型 g=gy 的 矩阵 . 
可 见 , = (fi;), 其 中 


D 


ji = 5 {gq(ei +e;) 一 gei — gq(e;)} i,j=1,2,.…,n. 
任意 一 个 对 称 和 矩阵 所 =(fi;) 自 己 也 适应 由 关系 式 


g(x) = ‘X.F.X= fijrirs (9) 
2 了 7 


给 定 的 二 次 型 9 
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这 样 一 来 , 与 二 次 型 名 称 相 适应 的 是 向 量 x = ziel 十 … + znen 坐 标的 齐 次 二 次 
明 数 . 要 突出 关注 对 角 和 矩阵 . 

定义 4 称 二 次 型 9 在 V 的 基底 (el …… ,en) 之 下 具有 规范 型 或 对 角 型 ， 如 有 果 对 任 
意向 量 x = yziei EV, dg(x) 的 值 可 用 分 二 


-Df 
2 


计算 . 此 时 , 基底 (ei) 称 为 对 g 而 言 的 规范 基底 . 
这 个 术语 也 和 对 应 的 与 之 配 极 的 双 线 性 型 有 关系 


f(x,y) = 2 furviy:. 


并 不 要 求 一 次 型 的 规范 型 或 者 它 的 规范 基底 唯一 确定 比方 说 , 对 任意 规范 基底 中 
的 向 量 施 以 任意 的 置换 仍然 得 规范 基底 . 

注意 , 在 规范 型 中 , rank gt=rank /简单 地 就 是 非 零 的 系数 应 的 个 数 . 同时 , 对 照 
第 3 目 结尾 处 的 说 明 , rank g = dim V- dim Lg, 其 中 Lo = Ly 是 型 f 的 核 (或 根 )( 由 
于 /是 对 称 的 , 左右 根 无 区 别 ). 子 空间 L。c V 同 样 地 被 称 为 是 二 次 型 的 迷 同 (或 
零 ) 子 空间 , 用 g 的 术语 , 如 下 方式 定义 


Ls= {ue Vlau+v) = a(u) + qv), vv eV}. 


二 次 型 q 的 秩 是 个 不 变量 . 

6， 二 次 型 的 规范 型 ”关于 选取 基底 使 得 给 定 的 一 个 二 次 型 在 此 基 之 下 有 形式 
比较 简单 , 所 谓 规 范 形 式 的 问题 在 理论 上 和 应 用 中 都 有 重要 价值 . 

定理 4 对 V 上 每 个 对 称 的 双 线 性 型 f 都 有 规范 基底 . 

证 明 ” 当 n=1 时 , 命题 是 显然 的 , 所 以 , 可 以 对 "用 数学 归纳 法 . 如 果 f(x, y)=0， 
对 所 有 的 x, ye V 都 成 立 ( 即 f=0), 那么 , 定理 显然 : 任意 一 个 基底 都 适用 . 如 末 f 关 0， 
那么 , 对 应 的 二 次 型 也 不 为 零 (等 式 (6), (8) 或 定理 3). 设 el 是 这 样 一 个 回 量 , f(ei,ei) = 
dlei) 关 0. 于 是 , 线性 函数 让 : x m f(x,el) 非 零 ( 广 (el) 尖 0), 据 83 定 理 4, 线性 子 空间 


L= Kerfi= {x€ VIfi(x) = 0} 


的 维 数 是 n 一 1, 它 是 个 超 平面 , 据 归 纳 法 假设 对 L 必 有 基底 (ez,.… ,en), 在 此 基 之 下 ， 
f 限 制 在 L 上 的 和 矩阵 是 对 角 的 , 即 


f (ei,e;) = 0, ,7 = 270 i 7. 


按 构 作 方 式 , f (ei,e1) = 0, i = 2,3,… ,n. 所 以 得 到 性 质 f (ei,e;) = 0, i 关 j. 所 以 只 
要 问 量 组 el, ez， 0 , en 线性 无 关 ， (2,) 就 具有 规范 基底 的 特征 了 设 ， 情形 相反 ， 那么 
在 任意 非 平 几 关系 式 


CQlel 十 aoez 十:… 二 anen= 二 0 
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中 , 只 能 有 al 冯 0， 因为 (ez,…. , en) 是 的 基底 , 但 这 种 情况 el = >》 biei 且 


i>1 
0 关 广 (el) = 广 开 ge, = >_Pifilei) =0, 
i>1 | i>1 
这 是 一 个 矛盾 , 定理 得 证 . 口 


推论 1 在 域 R 上 的 n 维 向 量 空间 V 上 给 定 一 个 秩 为 + < n 的 二 次 型 g. 那么 , 在 了 中 
存在 一 个 基底 (ei), 在 它 之 下 g 取 规范 形式 : 


9(x) = AlZ1 十 Mo? 十 … :十 ArZ2. (10) 


推论 2 对 每 个 对 称 和 矩阵 所 都 有 非 退 化 延 阵 A 使 得 :AA 是 和 政 秩 相同 的 对 角 算 
阵 , 换言之 , 每 个 对 称 和 矩阵 都 合同 于 某 个 对 角 算 阵 . 

前 面 见 到 过 的 把 双 线 性 型 (因而 二 次 型 ) 化 成 规范 型 的 归纳 方法 是 拉 格 朗 
日 (1736 一 1813) 提 出 来 的 . 自然 地 , 在 实际 应 用 中 , 采取 按 某 个 顺序 作用 的 坐标 
记 法 . 由 可 解释 成 "个 无 关 变 量 的 齐 次 二 次 多 项 式 的 二 次 型 g(x) 的 表达 式 (9) 


9(Z1… ,Zn) := g(x) = > fijTiTy, 
i,j=1 
出 发 , 用 古巴 比 伦 补充 方法 , 摆脱 混合 项 xixj,i # j 而 转化 成 完全 二 次 项 , 提出 所 有 
含 z1 的 项 : 
q(Z1 ,Zn) = fi171 + 2f127172 + 2f13r7173 + .+ 2finT1ixn 十 >》 fij TiTj 
i,j#1 

( 易 见 ， 有 形 如 fijzx1z; 十 万 17Z7Z1 的 和 ， 而 fj1 一 f1;, 所 以 出 现 2 倍 积 ). 开始 时 ， 设 廊 : 天 0, 
是 依靠 不 含 z1 人 


qd(Z1，…… ,Tn) = (fun 十 fi272 十 … 十 finzn)? 十 > fij TiTj. 
i,71 
现在 , 设 
= fi171 十 fi27x2 + finTn, 2j 一 21 i>1, 


我 们 就 把 二 次 型 "化 成 了 


1 
q(z1,: “° , Tn) 一 站 十 9 (z2)，，…: , Th) 


的 形式 . 其 中 g (wz,… ,zn) = 》、 /alzy 是 变量 数目 更 少 的 一 个 二 次 型 . 设 
i,j=2 
f22 关 0, 把 它 写成 


9 72 ,Tn) = fo272 + fo37273 + + finoTh 十 2_f fi Pin 
7,7>2 
二 (fla 十 jz 十 十 fantn) + 2, for4T) 
22 


2I>2 ， 
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的 形式 (以 提出 新 的 完全 项 为 前 提 , 把 f 转变 成 及 ), 依次 替换 变量 ， 

of = 0 = fry t+ faars + + fhnrh, =7 i>2, 
就 提供 给 我 们 一 个 表达 式 


1 
q(x) 一 一 一 (2 ) 十 一 (2Z 2)” 十 q” (73,: ,Zn )， 
2 


其 中 , o (xzg -> fYzYz4 是 一 个 变量 数目 更 加 少 些 的 二 次 型 . 


这 个 过 程 显然 可 以 二 直 继 续 到 把 g(x) 写成 -=rank 9 个 二 次 项 的 线性 组 合 . 按 事 
情 进展 产生 的 变量 替换 是 非 退 化 的 并 且 适 应 向 新 的 基底 的 转换 . 再 做 一 点 注释 , 首 
先 看 , 限制 性 假设 fi1 夭 0, jj 取 0,…: 不 成 立 的 情形 . 知 广 ; = 0 而 对 某 个 hk 有 fxx 冯 0， 
那么 可 变动 z1, 区 的 指标 (或 者 变动 基底 向 量 的 顺序 ). 但 , 如 果 gq(x) 取 0, 但 不 含 任何 
二 次 项 , 即 对 所 有 的 k 都 有 fr = 0, 那么 , 不 失 一 般 性 , 设 2f12z17x2 取 0, 此 时 可 用 替换 


/ / / / 
T1=2X1+2, X2 一 2I1 一 Z9， Tk= Th k>2. 


就 有 不 可 能 被 约 掉 的 项 2f12 ( z'? - z2 ) 出 现 了 , 它 提供 启动 我 们 的 过 程 的 可 能 

7， 实 二 次 型 在 任意 域 R (限制 cnar & 头 2) 上 操作 ， 一 般 说 来 ， 我 们 不 可 能 
把 对 角 的 二 次 型 归结 成 更 简单 的 形式 . 但 , 如 果 员 = RR, 就 可 以 让 (10) 中 的 所 有 系 
数 均 为 1, 实际 上 , 适当 地 置换 基底 的 向 量 , 我 们 有 权 认 为 公式 (0) 的 前 s 个 系 
数 和 A1, .… , As 是 正 的 , 而 其 余 的 系数 是 负 的 . 在 坐标 葵 换 


一 VAN.Zi， li<s; 0 一 V 一 Xi， s+1l<ig7; 
2 一 2i r+1l<ign, 


之 下 即 得 到 
-Do 3 Z 人 2 . 
i 二 8s 十 1 
定义 5 称 可 以 按 公 式 
dX) 一 于 十 二 2 一 YoH1 一 一 (11) 


计算 值 的 二 次 型 有 标准 型 . 

得 到 的 论断 表明 , 当 f = RR 时 , 定理 4 的 推论 1 中 的 更 强 的 一 个 不 变性 成 立 . 

推论 1 实 向 量 空 间 V 上 的 所 有 二 次 型 q 均 可 以 归结 为 标准 型 . 

民 上 的 向 量 空间 V 上 的 二 次 型 g 除 了 秩 r 之 外 还 有 一 个 数字 特性 一 一 它 的 标准 型 
中 系数 1 的 个 数 s. 可 以 证 明 , 数 s 同 样 不 依赖 于 将 gq 化 成 标准 型 的 具体 的 转化 方法 . 

定理 5( 惯 性 定律 ) 设 g 是 及 上 n 维 向 量 空间 V 上 的 一 个 二 次 型 . 那么 , 在 标准 型 (11) 
中 的 整数 r 和 s,s 和 了 7 乏 m 都 只 仅仅 依赖 于 g. 
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证 明 7 的 不 变性 是 已 知 的 , 所 以 只 需 证 实数 s 的 不 变性 (与 规范 基 的 选择 无 关 ). 


q(x) = (21)° + + (72) — (vt41) — (72) (11)) 
它 有 {个 正 数 (x = 》 zies = 5 ze, 当 t 六 s 时 ,不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 认为 < s 
研究 V 的 子 空间 
L= (es,es)R, L = (eh ,el 
因为 dim (LL 十 L) <dim V < n, 那么 , 据 82 定 理 6, 有 
dim(LNL) = dimL+dimL’ — dim(L+L’) 
s+(n-t—-n=s—t>0. 


可 见 , 存在 一 个 非 零 向 量 a e (Zn 也) 


/ / 1 _/ 
0@Aa=alelt+…++ Qses = Qi1et41 二 十 Qnen- 


对 照 (11) 
q(a) 一 a1 十 … 十 as > 0. 
而 同时 对 照 (117) 
q(a) = 一 (of 一 … 一 (of 六 和 0 
(有 可 能 ,> < mw oil = … = 以 =0). 由 得 到 的 这 个 矛盾 可 推 知 只 能 s = 二 口 


鉴于 定理 5, 对 数字 不 变性 可 使 用 专门 的 术语 . 

定义 6 称 实 二 次 型 的 秩 是 它 的 惯性 指数 ， 数 s 为 正 惯 性 指数 , > 一 s* 是 负 惯 性 指 
数 . 而 符号 差 一 词 既 可 以 理解 为 数 对 (s,r -~ s), 也 可 以 理解 为 正 数 个 数 与 负数 个 数 之 
差 2s 一 7. 

二 次 型 的 惯性 定律 归功 于 西 尔 维 斯 特 (Sylvester, 1814 一 1897), 起 源 于 力学 . 显然 ， 
对 于 复 的 二 次 型 d : Y 一 C, 正 负 惯性 指数 失去 任何 意义 , 因为 在 它 的 对 角形 式 (10) 中 
做 成 的 所 有 的 和 ;都 等 于 1 或 者 可 都 等 于 一 1. 

8. 正定 型 与 正定 矩阵 .仍然 设 V 是 个 实 的 向 量 空间 . V 上 二 次 型 q 称 为 非 退 化 
的 , 如 果 rank g = dimg V, 换言之 , 它 的 惯性 指数 和 它 的 秩 一 致 . 

定义 7 非 退 化 的 二 次 型 g : V 一 及 称 为 是 正定 的 ( 负 定 的 ), 如 果 g(x) > 0(q(x) 
< 0) 对 任意 向 量 x 关 0 都 成 立 . 二 次 型 q 称 为 是 半 正 定 的 (或 非 负 定 的 )， 如 果 q(x)>0 对 
所 有 x EV 都 成 立 . 最 后 , 二 次 型 q 称 为 是 不 定 的 , 如 果 它 有 时 取 正 值 有 时 取 负 值 . 

特别 要 注意 , 这 些 概念 都 与 基底 的 选择 没有 关系 , 相对 应 的 n = dimgVY 标 
准 型 是 : 
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正定 情形 , x? 十 z2 十 .…… 十 Z2; 

负 定 情形 , -好 一 太一 :一 Z2; 

半 正 定 情形 , zx? 十 7x2 十 … 十 zx2，r<n: 

不 定 情 形 , r > s > 0, 见 (11). 

在 规范 基底 (ei) 之 下 记 实 的 二 次 型 , 显然 , g(x) = Xiz?z 十 … 二 Xnz2 是 正定 的 , 当 
且 仅 当 , 所 有 系数 Xi 都 大 于 零 . 要 充分 注意 , 和 ; = gq(ei). 

与 正定 的 二 次 型 相配 极 的 双 线性 型 也 同样 称 为 是 正定 的 . 类 似 的 术语 可 以 照搬 
到 和 矩阵 上 . 例如 , 实 对 称 和 矩阵 已 称 为 是 正定 的 , 如 果 下 对 应 正定 的 二 次 型 . 但 正定 和 矩阵 
在 规范 基底 之 下 对 应 单位 矩阵 . 对 照 定 理 4 的 推论 2, 就 有 

定理 6 任意 正定 的 矩阵 斑 必 然 形 如 


已 = 4.4 (12) 


其 中 , A 是 实 的 非 退 化 矩阵 . 反 过 来 也 对 : 任意 一 个 形 如 (12) 的 实 托 阵 都 是 正定 的 . 

常常 有 必要 直接 利用 二 次 型 的 矩阵 去 判断 它 是 不 是 正定 的 . 

例 设 p(z,y) 是 两 个 实 变量 的 可 微 函 数 , 允许 在 坐标 原点 的 邻 域 有 收敛 的 
泰勒 级 数 分 解 . p/, wm 分 别 表示 它 对 z 和 y% 的 偏 导数 . 设 点 (0, 0) 是 临界 的 (或 者 也 
说 是 平稳 的 ), 即 22(0,0) =0= (0,0), 因此 , 在 泰勒 级 数 分 解 中 , 从 零 次 项 和 二 
次 项 开始 , 即 

p(x,y) = p(0, 0)+ {azx? + 2bzy + cy } 二 +…- 


这 里 , a = yp,(0,0),b = pl(0，0),c = ypY(0，0), 而 省 略 的 地 方 代表 更 高 次 的 项 
在 0 的 足够 小 的 邻 域 上 , 这 些 项 都 可 以 忽略 不 计 . 因此 , 函数 yp 的 值 近似 等 于 p(0, 0) 加 
F3a(v),v = Zel 十 ye2>， 其 中 


q(v) = QZ2 十 20zy + cy”, 


这 是 一 个 V = (e1, e2) 上 的 二 次 型 . 在 一 般 rank g=2 的 情形 , 就 称 临界 点 (0, 0) 是 非 退 
化 的 . 如 果 g 是 正定 的 , 那么 , 显然 , yp 在 (0, 0) 有 相对 极 小 值 . 极 大 值 则 对 应 负 定 型 gq. 
如 果 二 次 型 g 的 符号 差 是 (1, 1), 那么 , 在 (0, 0) 既 不 是 极 大 也 不 是 极 小 , 此 时 临界 点 (0， 
0) 被 称 为 鞍点 . 
把 q(v) 写 成 , 
q(V)=a (+ 2) 十 (c- 二 oa 天 0 


a 


的 形式 , 或 者 , 当 a = 0,c 关 0 时 , 用 类 似 的 表达 , 我 们 可 以 看 出 
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是 二 次 型 gq 正 定 的 一 个 十 分 简洁 的 充 要 条 件 . 从 而 也 是 函数 o 在 坐标 原点 邻 域 极 小 值 
存在 的 充 要 条 件 . 
在 n 维 情形 , 类 似 于 研究 上 面 那 些 不 等 式 引 出 来 的 行列 式 被 称 为 是 矩阵 (fi; ) 的 
主子 式 
fi fi fix 
Ai = fi1, As 二 万: fi» A for ja for (13) 
fo fool” 
frl fr2e … fr 


这 样 一 来 , A, = det F. 为 了 方便 , 设 Ao = 1. 主子 式 的 作用 可 以 用 一 种 特殊 的 把 二 
次 型 化 成 规范 型 的 方法 加 以 刻画 . 
定理 7( 雅 可 比方 法 ) 设 g 是 V 上 以 所 为 矩阵 的 二 次 型 ， 的 所 有 主子 式 (13) 都 不 
等 于 零 . 那么 , 作 有 空间 V 的 基底 (ei,.… ,e'), 在 此 基 之 下 g(x) 具 有 规范 形式 
_Ao Al An-1l 


9 一 NGC) 二 (14) 


证 明 设 (et ,en) 是 V 的 一 个 初始 的 基底 , 看 n - 1 维 子 空间 5 = (el 
en-1). 设 5 = dz 是 gq 在 L 上 的 限制 . 型 g? 的 矩阵 二 是 由 下 去 掉 最 后 一 行 与 最 后 一 列 得 到 
的 , 故 它 的 主子 式 是 Ai = Al , A,_1 = An_1. 据 条 件 , 它们 都 不 为 零 . 对 n 用 归纳 
法 , 可 以 断言 , 在 二 中 可 选取 基底 , 在 此 基 之 下 . 5(x), x e L 具 有 形式 


0) = 四 = (0) + 2 
把 这 个 事实 换 成 与 之 配 极 的 双 线性 型 /的 术语 


Jeteg = St, fle,e’)=0, 1<izij<n-l. 


n 个 未 知 量 z1，… ,zw 的 mn - 1 个 齐 次 线性 方程 组 
f(x,e1) = 0,.… ,f(x,e’_1) =0, xXEV, 


显然 在 V 中 必 有 非 零 解 ; x = e 是 这 个 对 应 解 . 容易 看 出 来 , 向 量 组 (e’, es,…… ， e/' ) 构 
成 V 的 一 个 基底 . 因为 确定 向 量 e', 可 以 精确 到 纯 量 因子 , 我 们 用 条 件 规范 它 , 可 以 使 
得 由 基底 (e;) 向 基底 (e';) 的 转换 矩阵 4 有 行列 式 


det A= (An 一 = (det F)-1. 
设 站 是 线性 型 1 在 基底 (e!) 之 下 的 矩阵 . 那么 , 当 i zj 时 ， jei,ej) = 0, 而 且 


eey Ao 和 和 A， - 
Me A p00) = Tf(ese) 


?一 | 
1 
= det F’'= det(‘A.F.A) 一 (det A)? det F = A i 


nN 


. 38 . 第 1 章 ”空间 与 形式 


从 而 、 
feweh) = 一， 
二 次 型 g 在 基底 (e) 之 下 表达 出 来 , 就 变 成 了 所 要 求 的 (14) 的 形式 了 D 
容易 相信 , 矩阵 4 是 三 角形 的 : 


/ 
el 一 Q1161， 
1 _ 
eo = Q1281 十 Q22e2， 


/ 
© 一 Qn1e1 十 Qn2e@2 十 …… 十 Qnnen,， 


但 这 个 事实 对 我 们 不 是 必需 的 . 
推论 ” 短 阵 正 的 所 有 主子 式 Ai,1 < i < n 均 不 为 替 , 与 对 应 的 二 次 型 q(xX) = 
f(x,x) 的 负 惯 性 指数 必 与 下 列 的 


1 = Ao, A1,.…- , An， 
变 号 的 个 数 相 同 . 如 果 , 特别 地 ， 
Al > 0,.…: ,An > 0， 


那么 , 二 次 型 g 就 是 正定 的 . 

现在 , 我 们 看 这 个 推论 的 反 命题 . 

定理 8( 西 尔 维 斯 特 准 则 ) ” 实 的 n 维 向 量 空间 V 上 的 二 次 型 gq 是 正定 的 , 当 且 仅 当 ， 
它 的 矩阵 =(fij) 的 所 有 主子 式 A1,… ,An 是 正 的 . 

证 明 对照 定理 7 的 推论 , 不 等 式 A; > 0,i = 1,2,… ,mn 保障 了 二 次 型 的 正定 
性 . 为 了 证 明 反 过 来 的 论断 , 可 像 定 理 7 一 样 对 nn 用 归纳 法 . 看 二 次 型 q 在 n 一 1 维 子 空 
间 U = (e1,… ,en_1) C (e1,… ,en) =V((ei) 是 V 的 基底 , 此 基 之 下 gq 的 矩阵 为 F) 上 
的 限制 z = gqlvu. 

显然 ， 二 次 型 z 的 矩阵 五 的 主子 式 是 A; 一 Al ,An-_1 = An-_1. 因为 已 假定 "是 
正定 的 , 所 以 二 次 型 也 是 正定 的 , 据 归 纳 法 假设 , Al > 0,… , An-1 > 0. 剩 下 的 是 
只 要 证 明 A，> 0. 但 , 由 定理 6, 我 们 知道 = 上 44, 其 中 4 是 一 个 非 退化 矩阵 . 所 以 ， 

A, =det F=dettA.det A= (det A)* > 0. 口 

9. 斜 对 称 二 次 型 的 规范 型 ”集中 主要 精力 研究 了 二 次 型 (同时 也 就 研究 了 双 线 
性 型 ) 之 后 , 现在 遵循 定理 2, 我 们 转向 空间 Cz (V, 角 , 也 就 是 斜 对 称 的 双 线 性 型 . 换 
言 之 , 设 

f(x,y)= -f(y,X), Vvx,y EV. 

和 对 称 的 双 线 性 型 的 情形 一 样 , 子 空间 


Wo = Kerf ={veVIf(v,x)= 0,vx EV}. 
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称 为 双 线 性 型 /的 根 (或 核 ). 如 果 Vi 是 Ww 在 V 中 的 任意 一 个 补 空间 , 那么 
V=Vo®W, 


并 且 限 制 flv 必 为 非 退 化 的 斜 对 称 型 . 事实 上 , 如 果 a e Vi,a 关 0 且 f(a,xi) = 0 对 所 
有 的 xl € Vi 都 成 立 , 那么 , 对 任意 向 量 x = xo 十 x1 EV (xo E WW), 有 


f(a,x)= Fa,xo 十 xl) = f(a,xo)+ f(a,xi)=—/f(xo0,a)=0 


(这 里 , 我 们 利用 了 型 /的 斜 对 称 性 ), 这 与 Ww 的 定义 矛盾 . 
从 而 可 将 对 f 的 研究 归结 为 非 退 化 情形 . 一 开始 就 可 以 认为 1 :V xV 一 Rf 是 个 
非 退化 的 双 线 性 型 . 设 


V = (@1, €2,° , em )， X 二 》 Tiei)y = ) Yjej) 
i 了 


f(y)= >》 foriy =:XFY, fi = f(ei,e;), 
i,j=1 


其 中 = (fi;) 是 斜 对 称 和 矩阵 : 妈 十 已 = 0, 也 就 是 
f(x,y) = >》 fij (Tiyj — TjYi)- (15) 


1<i<7<m 

由 [BA 工 ] 第 3 章 82 可 知 , 对 于 n 阶 斜 对 称 和 矩阵 的 行列 式 , 关系 式 {1+ (一 1)"*}: 
det 瓦 = 0 成 立 . 所 以 , 要 不 等 式 det FF 关 0 (二 次 型 非 退 化 的 条 件 ) 成 立 只 有 n 为 偶数 
时 才 有 可 能 . 我 们 可 以 用 另外 的 方法 得 到 这 个 结论 , 顺便 把 f 化 成 规范 型 . 

为 了 这 个 目的 , 引进 V 中 双 曲 面 (或 辛 平面 )W 的 概念 , 把 W 理 解 为 有 条 件 flw 尖 
0 的 任意 的 二 维 子 空间 . 这 种 子 空间 可 以 这 样 描 述 : 对 任意 向 量 e'1 关 0, 必 存 在 一 问 
量 es 使 得 f(ei,es) 关 0. 用 所 得 到 的 纯 量 去 除 es, 我 们 就 可 以 认为 (ei ,es) = 1, 当然 
还 有 f(ei,ei) =0 = f(eS,es). 

定理 9 设 V 是 个 实 空间 ,其 上 有 一 个 非 退 化 的 斜 对 称 的 双 线 性 型 六 那么 ， 
dimV = 27 且 Y 是 mm 个 对 于 /而 言 两 两 相互 斜 正 交 的 双 曲 面 的 直 和 . 

证 明 对 n=dim V 用 归纳 法 . 由 上 面 所 做 的 说 明 , 可 得 到 一 个 双 曲 面 W = (e1,e9) 
CV. 如 果 n > 2, 看 斜 正 交 的 补 


W- = (xEeVl|f(e’,x) =0,i= 1,2). 
把 ei,e 扩 充 成 空间 V 的 (打上 一 撤 的 ) 基 底 . 设 


/ / / / 
V = (e1,e»,:.. ,©,), X 一 1el 十 …… 十 Zhen. 
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那么 ， 
fle1,X) = fi272 + 六 sza 十 十 /nzn = 0， 
f(e2,x) = fo171 + /az3 + 十 jz = 0 
是 秩 为 2 的 线性 方程 组 , 因为 矩阵 所 的 行 是 线性 无 关 的 . 可 以 知道 , 这 个 线性 方程 组 的 
解 空间 (ei,e)+ 的 维 数 是 n 一 2. 因为 
(eeg) n (ele9》 C Kerf = 0， 
所 以 可 得 到 分 解 
V = (ee2) © (e1,e2)， 
而 且 f 在 (ei,e2)~ 上 的 限制 是 个 非 退化 的 斜 对 称 型 . 按 归纳 法 假设 , (e',es) + 是 个 偶 
数 维 空间 而 且 是 两 两 相互 斜 正 交 的 双 曲 面 的 直 和 . 可 知 , 有 某 个 整数 m 使 n= dim V = 
2m 而 且 V 有 一 个 基底 (e?) 且 e” = eey = es, 使 得 
V = (e1, e2) OD (es €4) DBD.…O (eg 1 eg ) ) 
f(ae3i_1+ Pesi, Ye2;_1+ 6e2;) =0, i) 
fl(e2i_1,e2i) = 1. 加 
推论 ”任意 非 退 化 的 斜 对 称 的 2m x 2m 阶 的 矩阵 必然 合同 于 


0 -1 0 0 


0 0 1 0 


也 就 是 , 可 以 找到 非 退 化 的 矩阵 A 使 :AFA = J. 

如 果 利 用 双 线 性 型 的 矩阵 在 向 新 的 基底 转换 中 的 变化 定律 , 证 明 可 以 从 定理 9 直 
接 推出 来 . 

说 明 定理 及 其 推论 在 任意 特征 承 2 的 域 上 都 成 立 . 常常 选择 


J 一 ) 
Em 0 
作为 标准 的 斜 对称 的 矩阵 . 只 要 对 换 基底 中 向 量 的 顺序 就 可 以 把 化成. 
如 果 要 讨论 具体 地 将 斜 对 称 型 (15) 化 成 规范 型 的 问题 , 还 要 再 用 拉 格 朗 日 方法 . 


先 设 大 0( 相 反 情 形 , 就 没有 什么 可 做 了 ), 并 且 必 要 时 交换 基底 中 向 量 顺 序 , 从 而 转 
站 有 2 关 0 的 情形 . 在 (15) 中 提出 所 有 带 有 变量 zi 或 者 yi 的 被 加 项 : 


T1(fi2y2 + finyn) — (fi272 t+ finTn)y. 
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从 新 的 变量 
72 = 万 272 + finTn, WB = fi2yz t+…++ finyn 

(Z1， yl, £3,Y3,°*" ,Tn,) yn 仍然 不 变 ) 开 始 计算 含有 zs， 怒 的 被 加 项 的 过 程 

f (x,y) 

= (x1+ f3273 + fh2Tn)ys — ro (y+ f32Ys + fn2yn) 十 …: 

其 中 

21 一 21 十 273 十 .十 jpazn， Y= + fa2ys + fh2yn, 
上 面 省 略 的 被 加 项 只 包含 za,ya…… ,zw gm. 如果 它们 不 等 于 零 , 那么 就 用 同样 的 方 
法 处 置 它们 . 最 后 , 型 的 项 被 化 成 了 规范 型 


f (x, y) 一 (zZ122 ToY1) 十 `… 十 (Tom_1Y2m TomY2m_1): (16) 


10. 普法 夫 型 据 定理 9 的 推论 , 对 每 个 非 退 化 的 斜 对 称 矩 阵 玉 都 必 有 所 


阵 4 使 之 
0 —E, 
{AFA = | ) = h. 
E,, 0 


从 而 (det 4)? det F = 1, 即 det 下 是 基础 域 A 上 的 一 个 平方 数 . 这 个 情况 引出 一 个 想 
法 要 研究 : 以 斜 对 称 和 矩阵 7 = (tj), 一 ty = < j 的 n(n 一 1) / 2 个 无 关 变量 构成 的 
多 项 式 环 
Zlt] = Zlt12, t13,°** ,tn_1n) 

的 商 域 

R= Q(t) = Q(ti2,t13,. ,tn_1n) 
我 们 知道 , det T 是 域 Q(t) 上 的 一 个 二 次 型 . 而 另 一 方面 , det T 也 是 ZI 由 中 的 一 个 多 项 
式 . 要 明日 (这 里 我 们 模 模糊 糊 地 应 用 Z 由 中 乘积 分 解 的 唯一 性 ; 见 [BA 工 和 [BA 亚 ])， 
det 了 是 Z 八 中 某 个 多 项 式 的 平方 : 


det T = P(t)*. 


将 P(t) 一 P(t12, t13， “ ) 规 范 化 ， 使 其 对 某 个 控制 值 恕 一 0， 士 1 有 已 , (如 。， 好 3， ) 一 
1, 而 To = ( 杂 ) = Jo. 在 这 种 规范 之 下 , 得 到 唯一 确定 的 多 项 式 Pf(t), 一 般 地 , 称 它 
为 n 维 的 普法 夫 . 例如 ， 


Pf2(t) =t, Pfs(t) = t12t34 — t13t24 + tiato3, 
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它 容 易 计算 矩阵 
0 一 to2 —t13 —t14 
0 一 上 t12 0 —t23 一 t24 
t 0 人 ti3 to23 0 一 134 
t14 to4 t34 0 
的 行列 式 . 


将 Pf() 理 解 为 用 斜 对 称 矩 阵 FF 的 系数 fi 代替 到 ti;; 位 置 上 得 到 的 Pf;,(fi;) (把 各 
处 的 Q@ 换 成 素 域 Z,, 可 将 我 们 的 论断 推广 到 任意 特征 数 的 域 上 ), 有 
定理 10 ”如果 玉 是 任意 一 个 n x n 阶 作对 称 和 矩阵 那么 ， | 


det F = Pf{(F)*. 


进一步 , 还 有 
Pf({AF A)= det A Pf(F) 
证 明 关系 式 det F = Pf(F)? 表 达 出 我 们 已 经 知道 的 斜 对 称 算 阵 和 普法 夫 多 项 
式 的 性 质 . 进而 , 设 U = (wij) 是 任意 n x nn 个 代数 无 关 的 wij 的 矩阵 , 7 是 前 面 看 到 过 的 
和 斜 对 称 和 矩阵 . 那么 ， 


Pf(:UTU)? = det({UTU) = (det U)? det T = (det U)*P{(T)’, 


从 而 
Pf(:UTU) = +(det U)PE(T). 


如 果 用 那样 的 值 来 代替 wij 和 tij 使 得 U 是 个 归 一 矩阵 而 T 是 个 标准 的 斜 对 称 矩 阵 ， 那 
么 , 左边 Pf(.0) = 1, 而 右边 是 土 1 : Pf(.0), 也 就 是 应 该 取 二 号. 这 说 明 , 对 特殊 的 矩 
阵 U = 4, 了 = 书 , 要 证 明 的 等 式 是 成 立 的 . 口 

剩 下 来 需要 说 明 的 是 , 对 于 T = (ti;)?",:T = 了 普法 夫 式 Pf(T) 是 个 泛 多 项 式 ， 
它 是 齐 m 次 型 , 它 的 系数 是 整数 或 者 属于 素 域 . 


习 题 


1. 设 A1,:… ,An 二 是 算 阵 所 对 应 的 实 二 次 型 q 的 主子 式 . 证 明 , 只 有 当 ( 一 1)*Ak > 0, 对 所 
有 kk 二 1,2,… ,n 都 成立, g 和 矿 才 能 是 负 定 的 . 

2. 举 出 反例 : 

(1) 正定 矩阵 4 = (aij), 但 有 某 个 对 (i, 7) 使 得 ai; < 0; 

(2) 适 阵 A = (aij), 对 所 有 的 指标 都 有 aij > 0, 但 4A 却 不 是 正定 的 . 


3. 找 出 所 有 入 ,1 E 民 , 使 得 矩阵 
Vn 
， 1 
1 


1 
入 
入 


7 一 > 


入 1 1 
入 1 
1 uw 1 


84 ” 双 线 性 型 和 二 次 型 . 43 . 


是 正定 的 . 
4. 设 Xx 二 [z1, 72, 723] € C3,Q(x) = X33 十 23 十 73 一 3z17273, E 是 三 次 本 原 根 , 利用 表示 式 
Q(x) = (zi 十 za 十 zs)(zl + er2 + er3)(z1 十 s za + era), 
证 明 Q@(x)Q(y) = Q(z), 其 中 z = [zt 22, 23] ,4 二 如 (Xyy) = 》 aWZjVk 是 对 称 的 双 线 性 型 ， 找 
出 它们 的 显 式 ， 


5. 设 4 是 任意 一 个 实 对 称 矩 阵 , E 二 ce(4) 是 个 充分 小 的 实数 . 证 明 , 给 阵 B 二 巨 十 eA 是 
正定 的 . 
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照例 , 不 仪 要 研究 向 量 空间 本 身 , 同时 还 要 研究 向 量 空间 的 线性 映射 . 在 R3 中 
的 旋转 、 反射、 同位 相似 以 及 分 析 学 中 的 微分 算 子 和 积分 算 子 都 可 以 充当 这 方面 的 
例子 . 开始 , 我 们 把 精力 集中 在 线性 映射 的 最 一 般 的 性 质 上 面 . 


.81 回 量 空间 的 线性 映射 

1. 线性 映射 语言 ”如 我 们 所 知 ( 见 [BA I ] 第 2 章 83), 每 个 m x n 的 矩阵 4 都 对 应 
一 个 线性 映射 p4: R" 一 R™. 仿照 它 的 性 质 , 引入 下 面 一 般 的 

定义 1 设 V, W 是 同一 个 域 R 上 的 n 维 、m 维 向 量 空 间 . 映射 1 : V 了 本 称 为 是 
线性 的 , 如 果 

f(x+y)= f(x) + f(y), f(Mx) = Mf x). 

换 句 话说 , f(ax 十 By) = af(x) 十 Bf(y). 在 第 1 章 已 经 研究 过 的 线性 函数 :VV 一 各 的 
概念 是 线性 映射 的 一 个 特殊 的 类 型 . 

所 有 V 一 W 的 线性 映射 的 集合 , 用 符号 L(V, W)( 或 者 Hom (V, W)) 表 示 , 它 是 
个 具有 自然 的 映射 加 法 和 纯 量 乘法 的 向 量 空间 : 如 果 f,g e L(V,W) 且 vw e R, 那么 
按 定义 

(Vf + 19)(x) = vf (x) + ng(x). 

可 以 直接 验证 , 向 量 空间 的 所 有 公理 ( 见 第 1 章 , 81) 针 对 L(V, W) 都 被 满足 

和 任意 一 个 线性 映射 1 :V 一 W 联 系 在 一 起 有 两 个 子 空间 , 它 的 核 


Ker f= {veEVIf(v) = 0} 


和 像 
Imf = {we Wlw = f(v), 对 某 个 v e V}. 
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核 和 像 对 我 们 来 说 并 不 是 一 个 新 的 概念 . 但 是 , 现在 要 特别 强调 , 它们 分 别 是 六 和 了 剑 的 
子 空间 (对 于 Ker /容易 检验 ， 而 对 Imj 的 检验 将 在 下 面 进 行 )， 对 任意 子 空间 c T， 
我 们 约定 , 记 f(U) = {f(uwlue U} .如 果 , ui, uz € Uvi,vo € ,那么 


mu) 十 zjus) = fru + wus) e f(U), 


因为 mu + vuz E UU. 所以, f(0) 是 W 的 一 个 子 空间 . 特别 地 , 这 导致 1(V)=Im 了 . 
注意 , f 的 单 射 性 等 价 于 等 式 Ker f = {0}. 事实 上 , 在 x 类 y, f(x) = f(y) 的 情形 ， 
就 有 0 了 关 X 一 y € Ker f. 反之, 如 果 0 x € Kerf， 那么 f(x) = 0 = f(0). 
定理 1 设 f :V 一 W 是 个 线性 映射 如 果 U = (e1,… ,es) CV, 那么 f(U) = 
(f(e1),… ,f(es)). 特别 地 , 有 


dim f(U) < dim U. 


证 明 据 条 件 , 任意 u e U 可 记 成 a = aiei 十 … 十 qses. 因 此 , f(u) = aa fei) 十 … 
+Qsf(es), 这 就 意味 着 , f(U) = (f(e1),… , f(es)). 当 (e1,… ,es) 是 U0 的 基底 的 时 候 ， 
一 般 说 来 , (f(ei1),… , f(es)) 未 必 是 (DU) 的 基底 . 同时 , dim FID) < s = dim U. 完 全 
可 能 发 生 7 C Ker f 与 f(V) = {0} 这 样 的 事情 . 

2. 用 和 矩阵 给 定 线性 映射 设 分 别 给 定 了 向 量 空间 V,W 的 基底 (vi,:… ,v) 
和 (wi,… , Wm). 像 Im f c W 的 每 个 向 量 都 是 向 量 组 


f (vi) 二 Q11Wi1 十 Q21W2 十 … 十 Qm1l1Wm， 
i. (1) 


f(Vn) = amWi + a2nW2 + amn Wm. 


的 一 个 线性 组 合 . 反之 , 给 空间 W 的 一 组 向 量 派 定 任务 wi = f(v1),… ,wn' = f(vn) 就 
完全 确定 了 一 个 线性 映射 ; 任意 向 量 v = avi+….+anvnm 完全 由 f(v) = aywi 十 … 
十 QanWh 给 出 . 如 果 v' = avi 十 … 十 Qhivn, 那么 


fl(vvt+trv’v’) = ai +r Aa)Vit+ :+ (Van + VQ )vn) 
= (Va + od)Wi + (Von + va JW/ 


=V(QIWi 二 二 QnWh)+v (AW + +owi)=vf(v) +vf(v). 


矩阵 
Q11 Q12 '*°* Qn 
Q21 Q22 *** Qon 
Mj = (2) 
Qm]l] Gm2 ** Qmmn, 


称 为 线性 映射 f : V 一 W 相 对 于 空间 VW 的 基底 (v1,… ,vn)，(w1,… , wn)( 或 基 
压 (v;), (wi)) 的 矩阵 . 不 同 的 线性 映射 对 应 不 同 的 矩阵 . 
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注意 , 向 量 /vj) 的 坐标 组 成 矩阵 My 的 第 ? 列 . 因此 , rank{f(vi),… ,f(vn)} = 
rank My. 因为 ， 总 有 Tank {f (v1), 0 , f (Vn)}= dim <f(v1), 7 , f (Vn)}a =dim Im f, 
所 以 , dim Im f =rank My. 

定义 2 把 子 空间 Im f 的 维 数 同时 称 为 线性 映射 的 秩 (rank 有 ). 

定理 2 i 设 V = (v1,… ,Vn),W = (W1,'… wm) 是 带 有 固定 基底 的 两 个 向 量 
空间 . 那么 , 在 了 到 全 的 线性 映射 和 系数 在 基础 域 史 上 的 mm x n 阶 矩阵 之 间 存 在 一 个 
一 一 对 应 

i) 任意 向 量 组 wi,…, Wh EW 都 对 应 唯一 一 个 线性 映射 1 :了 一 厂 , 满足 f(vi) = 
Wi,l<i<n. 

iii) 线性 映射 : V 一 WW 的 秩 与 它 对 应 的 迭 阵 My (在 V 和 WW 的 任意 基底 之 下 ) 的 
秩 一 致 . 

正如 我 们 已 经 知道 的 那样 , 系数 在 基础 域 久 上 的 所 有 m x n 阶 矩阵 构成 A&R 上 mmn 维 
向 量 空间 , 它 以 第 1 行 第 ; 列 元 素 为 1, 其 余 各 处 均 为 0 的 矩阵 Bij 为 基底 向 量 . 因而 等 式 

dim L(V, W) = (dim V )(dim W). 
成 立 . 

和 矩阵 和 线性 映射 之 间 的 对 应 可 用 于 已 知 的 关于 矩阵 乘积 的 秩 的 命题 ( 见 [BA I ] 第 2 
章 83) 的 新 的 证 明 . 用 映射 的 语言 , 它 对 应 

定理 3 设 f og 是 个 映射 的 复合 

USVDW 
那么 ， 

i) dim Im(f 09) < dim Im f. 

ii) dim Im(f 0 9) < dim Im 9. 

证 明 不 等 式 i) 是 显然 的 , 因为 Im(fog) Cc Im f. 为 了 证 明 ii), 我 们 要 注意 Im(fog) = 
f(Img). 因为 对 任意 线性 映射 h:U 一 W 都 有 dim(Im h)<dim UV, 故 不 等 式 站 显然 
成 立 . n m D 

设 x = 》 zjvj 是 V 的 向 量 , y = f(x) = 》,yiwi 是 它 在 线性 映射 :V 一 W 之 下 


j=1 i=1 
的 像 . f 在 已 指定 的 基底 (v;), (wi) 之 下 对 应 于 形式 (2) 的 矩阵 为 My. 那么 , 按 规 则 (1) 对 
应 , 有 


mm 


f (x) = 2 if (v3) 一 2 7 (> wm] 一 >》 b> oa] Wi = 2 Yiwi. 


i 二 1 


从 而 y; = >》 aij27 1 <<i <m, 或 者 , 简单 地 


j=1 
Y = My':AX, (3) 
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其 中 X = [z1,… ,zn]，Y = [1,… ,ym] 是 向 量 x e V 和 y = f(x) e W 的 向 量 坐 标 
列 . 在 (3) 上 我 们 看 到 了 映射 f 对 应 的 坐标 间 的 线性 映射 ( 按 思 维 惯 例 ). 

设 f/，g 都 是 V 到 WW 的 线性 映射 。 在 固定 的 基底 (v;)，(wi) 之 下 ,实际 上 就 导出 
由 到 sm 的 线性 映射 : X 一 MyX,g : X 一 MgX， 与 我 们 已 经 给 出 过 的 这 些 
表示 ([BA I] 第 2 章 83) 相 对 照 , 可 以 看 出 , 线性 映射 zj 六 + ug ( 见 第 1 目 ) 对 应 和 矩阵 


My p+pg 三 LA + pMs. 


类 似 地 , 线性 映射 0 鸟 V 帮 WW 的 复合 fog 在 U,V, W 的 固定 的 基底 之 下 对 应 
矩阵 
Mpog = Me M,. 

再 次 强调 了 线性 映射 与 矩阵 之 间 对 应 的 完全 一 致 性 , 我 们 只 是 回顾 了 已 知 的 
事实 . 

3. 核 与 像 的 维 数 下 面 的 定理 真确 : 

定理 4 设 V 是 域 久 上 的 有 限 维 向 量 空间 ， : V 一 W 是 个 线性 映射 , 那么 Kerf 
和 Im /都 是 有 限 维 的 , 且 


dim Ker 十 dim Im f = dimtV. 


证 明 (请 与 [BA I ] 第 2 章 83 的 类 似 证 明 相 比 较 ). 因为 Kerf Cc V, 所 以 dim Kerf 
< dimV < coo， 在 核 Ker f 中 选择 一 个 基底 (e1,:… ,ex) 并 将 其 扩展 成 与 第 1 章 82 定 
理 3 相应 的 空 3 间 VV 的 基底 (e1,… ,ek, ep+1,… ,en). Im f 中 的 任意 一 个 向 量 必 形 如 


f (Poe = > Qaif(ei), ai €R, 
i 二 1 


i 二 kK 十 1 


也 就 是 说 , 向 量 f(ek41),… ,f(en) 生 成 Im f. 剩 下 来 只 需 指 明 , 这 些 向 量 是 线性 


无 关 的 .， 
设 >》 Mif (ei) 二 0. 那么 f( >》 和 Xiei) 一 0. 这 意味 着 ， >》 入 iei E Ker f, 
i=k 二 1 2 二 kK 十 1 1=k 十 1 


n k 
即 > Ne; = 5 和 ey. 但 是 , 基底 向 量 el,.… ,en 之 间 的 线性 关 系 式 应 该 是 平凡 的 . 扒 
i=k 二 1 =1 
出 结论 ， Ak+1 - … 二 入 n = 二 0. 从 而 ， 问 量 f (eri1), … , je) 线性 无 关 且 dim Im 7 = 
n—k. 国 
推论 在 dim f < oo 情形 , 线性 映射 f: VV 一 到 WV 的 下 列 性 质 是 等 价 的 : 
i) f 是 单 射 ; 
ii) dim V=dim Im f. 
证 明 据 定 理 , dim V = dim Im f 当 且 仅 当 dim Ker f = 0, 也 就 是 Ker f = {0}. 
而 我 们 已 经 看 到 , 只 有 f 是 单 射 的 情形 , 的 核 为 等 . 口 
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说 明 如 果 dim Y = dim W 且 f :V 一 三 是 个 线性 映射 , 那么 , 如 同 已 确立 的 推 
论 一 样 , 由 内 射 性 (此 时 Ker f = {0}) 或 者 满 射 性 (Im f = W) 都 可 以 推出 双 射 性 , 这 
时 f 是 同 构 映 射 . 


习 十 


1 ZX 


1. 把 坐标 列 x 二 | E AMf2( 员 ) 形 式 , 再 取 一 个 固定 的 矩阵 A 二 


TXT3 X44 


Ql1 Qo 
| ) E Ma(R)， 定义 两 个 线性 映射 


Q3 QQ&4 


11 ,11 
Xl1 之 2 TX]1 Xo 

JR :AD A= 1/ 1 =X"， 
Z3 24 2Z3 2Z4 


它们 分 别 对 应 和 给 阵 Mfr 和 Mn. 


Ql1 0 Q2 0 Ql1 Q3 0 0 

0 al 0 aa2 a2a40 0 
Mr 一 , Mn 一 

C3 0 C4 0 0 0 Ql1 CQ3 

0 aas 0 a4 0 0 az2 aQ4 


2. 验证 下 面 映射 的 线性 ' 性 : 

(1) V 是 个 向 量 空间 , W = V/L 是 V 的 商 空间 , f 把 每 个 向 量 X E V 映 成 陪 集 一 Xx 十; 

(2) f : Ps 一 号 是 个 映射 ,其 定义 按 规则 了 (w(t)) = tw(t) -w(t). 

找 出 Ker f 并 计算 出 rank ff; 

(3) 指明 , 由 非 退 化 矩阵 C € Mn( 角 确定 的 映射 所 : XF， CO-1XCO 在 Mn(R) 上 是 线性 的 而 且 
具有 性 质 fo(XY) = fc(X)fc(Y). 


82 线性 算 子 代数 


1， 定义 与 例子 暂且 假定 基础 域 久 是 任意 的 . 在 V = W 的 情形 , 向 量 空间 L(V, 
W) 现在 可 以 自然 地 记 成 C(Y)( 同 样 也 用 符号 End(V)). 它 的 向 量 通 常 称 为 线性 算 子 
或 线性 变换 ， 鉴 于 术语 “线性 变换 "的 多 义 性 (宁愿 把 它 和 向 量 坐 标 联系 起 来 , 而 不 把 
它 与 向 量 空间 联系 在 一 起 ), 我 们 更 喜欢 它们 中 的 第 一 个 . 今后 , 线性 算 子 将 用 拉丁 
字母 A, B,C, D,… 表 示 , 而 在 向量 空间 V 的 基底 (e;) 之 下 对 应 的 矩阵 用 字母 4,，B, C， 
D,…. 表示 . 而 在 男 外 的 基底 ( 打 了 撤 的 )(e’) 之 下 , 算 子 .4, 8,:… 将 对 应 4', B',.… . 
总 是 用 5=Iq 和 B=(6i; ) 表 示人 恒 等 (单位 ) 映 射 x >x. 按 惯 例 , 算 子 .4 作用 在 x 上 的 结果 
简单 地 写成 .4x( 代 替 .4(x)). 

线性 算 子 8 称 为 是 4 的 逆 算 子 , 如 果 AB=8B8.A=E. 与 已 知 的 一 般 结 果 相 
对 应 ( 见 [BA IT] 第 1 章 85), 算 子 A 的 道 算 子 如 果 存 在 的 话 , 必 唯 一 确定 ; 可 用 符 
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号 -4 1: 记 之 . 据 81 定 理 4, 4-1 存 在 等 价 于 Ker 4=0 或 者 dim V=dim Im A. 在 一 般 
情形 , dim Ker A 称 为 算 子 A 的 亏 数 . 可 见 , 算 子 .4 的 亏 数 为 零 , 它们 就 是 可 逆 算 子 . 例 
如 , 如 果 方 程 .4x=b 对 任意 b 都 有 解 , 那么 .4 就 有 逆 算 子 . 再 次 记 起 , rank .4=dim Im A= 
dim 站 一 dim Ker A 就 是 算 子 A 的 秩 , 用 矩阵 语言 定义 的 所 有 的 这 些 概 念 和 条 件 我 们 
早 就 熟悉 了 . 但 要 特别 地 承认 , 线性 的 概念 更 为 基本 : 它 与 选择 何 种 基底 没有 关系 . 

引入 一 些 线性 算 子 的 例子 . 

例 1 和 零 算 子 O 把 每 个 向 量 v e V 都 变 成 零 : rank O=0. 

例 2 ”相似 算 子 4 : Ax = Xx (》 是 一 个 固定 的 纯 量 )， 

例 3 平面 RR 简单 地 整体 旋转 a 角 的 旋转 算 子 A, 把 R? 看 成 是 以 {1, 让 为 基底 的 平 
面 , 将 其 整体 旋转 a 角 . 于 是 , 显然 4 : z = zx 二 iy eiaz 是 这 样 一 个 算 子 即 用 数 eic 乘 ， 
月 4A.i= 一 sin a 二 icos a. 所 以 ,在 基底 (1, 让 之 下 算 子 .4 的 矩阵 是 


[™ 机 
A= . 
sinQa cosa 

例 4 V =U@W 是 子 空间 的 直 和 . 如 果 x = xvu 十 xw 是 以 xwy 和 xw 为 分 量 的 向 量 
分 解 ， A 称 P 为 投影 算 子 或 在 子 空间 U 平 行 于 WW 的 投影 (或 沿 着 W 的 
投影 ), 注意 P? = 

例 5 Wp lt ,t"— /是 域 R 上 次 数 < nn 一 1 的 多 项 式 的 空 间 , Di = d/dt 是 


按 t 求 导 的 微分 算 子 : Di f(t) = f(t). 
应 该 防止 在 解释 公式 


dm Ker A+ dimIm A= dimV (1) 


时 可 能 出 现 的 错误 ( 见 81 定 理 4 的 公式 ), 从 这 里 不 能 总 是 得 出 V = Ker 4 + Im .4. 如 
例 5 中 的 算 子 DD 表明 . 


Ker D=(1)=R:1C(,t,.…,t" ) = ImD. 


2. 算 子 代数 ”我 们 已 经 知道 , 向 量 空 间 V 上 的 所 有 线性 算 子 .A 的 集合 LC(V ) 本 身 
是 个 维 数 为 
dim L(V) = (dim V)? (2) 


的 回 量 空间 . 一 个 线性 算 子 由 自己 在 每 个 元 素 x e V 上 的 作用 完全 确定 . 回顾 在 [BA I] 
第 1 章 、 第 2 章 叙 述 的 映射 复合 的 原则 , 我 们 令 


(A+B)x= Ax+Bx, (AA)x=A(Ax), (AB)x = A(Bx) 


(这 样 一 来 , 复合 4A。8 可 被 简单 地 表达 成 A 的 后 面 直接 写 B), 由 这 个 定理 可 以 直接 计 
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算出 
a(A+B)= aAt+tab, 
(a+B)A=aA + 64, 


(3 ) 
(ap)4= al(BA), 


1..4= .4， 
.4(BC) = (AB)C( 结 合 律 )， 
A(B+C)= AB+ AC, (3”) 
(4+B)C = AC 十 BC( 分 配 律 ); 
A(AB) = (A)B = A(XB). (3"") 


我 们 看 到 , 线性 映射 的 集合 L(V) 同 时 也 是 个 域 4 上 的 向 量 空 间 ( 最 前 边 的 (3 的 
四 个 关系 式 ), 也 同时 还 是 个 结合 环 (由 (3”) 的 三 个 关系 式 推 出 ); 最 后 的 混合 型 天 系 
式 (3”) 建 立 了 纯 量 和 算 子 之 间 科 法 的 补充 定律 . 

定义 1 一 个 环 K, 它 同时 又 是 域 和 上 的 向 量 空 间 , 且 对 任意 ME R,a,bEeEK 
有 (ab) = (Aa)b = a(X0), 就 称 为 是 RL 上 的 代数 . KK 作为 向 量 空间 的 维 数 即 称 为 代 
数 K 的 维 数 , 所 有 的 对 KK 的 乘法 封闭 的 (L.LCIL) 的 子 空间 L C K 都 称 为 是 KK 的 
子 代 数 . 

说 到 代数 , 大 多 指 结合 代数 (ab)c = a(bc) 且 有 1 : 1:7x = 7x,x € K. 癌 量 空间 V 的 
线性 算 子 代数 C(Y) 就 是 这 样 ， 代数 C(Y) 的 矩阵 变形 Mn( 角 已 经 在 [BA 1 第 2 章 83 中 
遇 到 过 . 在 那里 对 和 矩阵 导出 了 类 似 的 (3) 一 (3%). 尽管 包括 81 在 内 已 经 不 止 一 次 地 提 
到 线性 映射 和 和 矩阵 之 间 的 对 应 , 我 们 还 是 应 该 再 次 把 简单 而 重要 的 事实 铭刻 在 脑海 
里 : 如 果 


nN 


4:ek F Aexr = >》 aikei， B :ej 中 Be; = Dobe, 


?一 工 
是 线性 空间 V 在 基底 (ei) 之 下 以 A = (ai;),B = (bkj) 为 矩阵 的 线性 算 子 , 那么 , 算 
子 .AB 在 同一 个 基底 之 下 的 矩阵 是 C=AB. 
事实 上 


> cijei = (AB)e; = .4(Bej) = 4 br ) = 》 bkjAer 
k 
= > br; >》 aikei = >》 (5 nub ei, 
k % % k 


也 就 是 ci = >》 aikbkbj 和 (ci) = AB 


k 
对 于 附加 各 种 条 件 的 环 最 有 意义 的 是 代数 . 多 项 式 代 数 RI 是 一 个 最 简单 的 无 穷 
维 代数 的 例子 . 在 nw2? 维 结合 代数 L(V) 中 ( 见 (2), n=dim V) 特 别 值 得 提 到 的 是 由 单独 
一 个 算 子 生成 的 子 代数 . 即 , 如 果 .4 是 个 线性 算 子 , 那么 , 由 它 生成 的 子 代 数 R[A] 是 包 
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售 A 的 最 小 的 子 代数 . 在 这 种 特殊 情形 要 充分 认 清 , 单位 算 子 E 属 于 R4]. 子 代数 R4] 的 
元 素 是 算 子 .4 的 所 有 的 各 种 可 能 的 寡 次 


A =E,A,A = AA4,..….,A*= AA...A,.…, 


以 及 它们 的 线性 组 合 . 换 句 话 来 说 , 如 果 
f(t) = aot®” +at™ + + am_it + am € RM), 

那么 

f(A)=ao0A™T™ +...+am_1A+ame (4) 
网 是 8 中 的 线性 算 子 的 最 一 般 的 形式 . 放 到 函数 的 观点 之 下 , 我 们 就 是 说 , f(A) 是 
多 项 式 f € Rt 在 t = A 时 的 值 . 形 如 (4) 的 线性 算 子 f(A) 用 自然 的 方式 作用 在 x e 
VE 上: 

f(A)x= aoATx+aA™ x am_1AX + amxX. 


代数 &[ 和 是 交换 的 , 因为 
f(A).g(A) = g(A) :f(A) 
( 方 睁 置换 : 4A* . A! = A*t! = A .A* 的 推论 ), 它 的 维 数 是 多 少 呢 ? 后 面 我 们 会 看 到 | 
总 有 
dim Rf[A] < dimV. (5) 


但 这 是 个 比较 精细 的 结果 , 暂且 我 们 只 能 得 到 初步 有 用 的 说 明 . 
定义 2 称 多 项 式 f(t) 零 化 线性 算 子 A, 如 果 f(.A)=O. 零 化 .4 的 次 数 最 低 的 ( 首 项 
系数 为 1 的 ) 多 项 式 称 为 是 算 子 .A 的 极 小 多 项 式 . 
设 
KA(t) = + ht + 二 jm-it + Lm (6) 


是 算 子 A 的 极 小 多 项 式 . 那么 , 5, A, … Am! 必然 线性 无 关 . 因为 ,车 有 》 和 iAi = 0， 


i=0 
就 意味 着 多 项 式 》， xit 零 化 4, 然而 它 的 次 数 却 小 于 m. 反之 , 若 E, 4 …, Am-1( 作 


为 C(V) 的 向 量 ) 线 性 无 关 而 A™ 已 经 由 它们 线性 表示 出 来 , 那么 就 意味 着 m 是 极 小 多 
项 式 的 次 数 . m 的 存在 性 是 结论 RA] c L(V) 的 一 个 平凡 的 推论 . 因为 dim L(V) = n2, 
所 以 , m < m2. 这 就 部 分 地 证 明了 下 面 的 命题 . 

定理 1 所 有 线性 算 子 A 都 有 极 小 多 项 式 14(t)， 它 的 次 数 与 代数 R.A] 的 维 数 一 
致 . 并 子 .4 可 逆 , 当 且 仅 当 多 项 式 (6) 中 的 自由 项 J 不 等 于 零 . 

证 明 定理 的 结论 部 分 恰 如 我 们 上 面 引进 的 第 一 部 分 证 明 那 样 简单 ， 进而, 如 
采 Hm A 0， 那么 


O = HA4( 4) = .4(47 十 ML4m ?++ hm_1€). 
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这 意味 着 , A 有 零 因子 A™m-!I 十 jiAm 习 十 … 十 Lm_16 关 O (44(t) 的 极 小 性 ), 而 环 中 
的 零 因 子 不 能 有 逆 元 . 反 过 来 , 如 果 jn 取 0, 那么 , 关系 式 


A—pun A™ pn AT ?hm hm-1€)= 6, 


就 在 一 个 显 式 中 给 出 了 .4 的 逆 算 子 . 口 
定理 2 ”任意 一 个 能 零 化 算 子 .4 的 多 项 式 让 和 用 多 项 式 14( 包 去 除 均 无 剩余 项 . 

”” 证明 据 假设 ,线性 算 子 /(.4) ( 见 (4)) 等 于 算 子 O.， 如 采 , f(t) = g(a(t) 十 

r(t) 是 f(t) 被 44(t) 除 得 到 的 剩余 r(t) 的 结果 , 那么 


O=f1(4)= qh4) :0+"7(4), 


从 而 r(.A) = O. 但 deg r(t) < deg 44(t), 这 与 极 小 多 项 式 的 定义 相 巴 盾 , 有 "7(t) = 
口 

定义 3 ”线性 算 子 .4 称 为 是 宕 零 的 , 如 果 对 某 个 m 二 0 有 .A™m = O; 这 类 自然 数 m 中 
的 最 小 者 称 之 为 .4 的 寡 零 指数 . 

显然 , 对 于 寡 零 指数 为 mm 的 算 子 4, 有 ja(t) = 她 ,而 对 于 满足 .42 = A 的 非 平凡 
算 子 A, 有 4(t) = 如 一 tt 同样 , yo(t) = twelt) = tt 一 1 作用 在 次 数 < n 一 1 的 多 项 
式 空间 P, 上 的 微分 算 子 Di, 可 以 作为 究 零 指数 为 n 的 线性 算 子 的 典型 例子 ， 投 影 
子 P( 第 1 目 中 的 例 4) 具 有 性 质 P2 = P. 这 些 例子 在 将 来 都 会 频繁 地 得 到 运用 . 

3. 线性 算 子 在 不 同 基底 之 下 的 矩阵 设 V 是 域 K4 上 的 n 维 向 量 空 间 , A:V 一 V 
是 一 个 线性 算 子 . 在 V 中 选择 一 个 基底 (e1,:… ,en), 我 们 可 以 得 到 矩阵 4 = (axi) 使 得 


Ae; = > QkiEk-. (7) 


但 是 , 同样 这 个 算 子 .A 在 空间 V 的 另外 一 个 基底 (e’,… ,e' ) 之 下 将 有 另外 一 个 矩阵 .4 = 
(oa 和 5) 使 得 
Ae; = >》 Qj ek- (7 
k 
如 果 B = (bi) 是 从 基底 (ei) 向 基底 (e') 的 转换 矩阵 ， 那么 ey 一 Ybijes, 1 <j7<n. 这 
Be; = ej (8) 


的 想法 , 它 在 基底 (ei1,… ,en) 之 下 对 应 矩阵 B. 因为 det B 去 0 (第 1 章 82 的 定理 4), 所 
以 算 子 2 是 可 逆 的 . 

最 后 , 我 们 定义 一 个 辅助 算 子 .4, 它 在 基底 (e1,… ,en) 之 下 与 算 子 4 在 基底 
(ei,… ,e') 之 下 有 同样 一 个 矩阵 4/. 换 名 话说, 令 


.4ej = >》 Qijei- - (9) 
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我 们 有 权 这 人 么 做 , 因为 在 固定 的 基底 之 下 , 线性 算 子 与 矩阵 之 间 有 双 射 对 应 . 用 (7) 
和 (8) 把 关系 式 (7') 写 成 


ABe; = Ae; = aije = >》 ajBe: =B (> oo ， 
由 好 的 可 逆 性 以 及 对 于 .4 的 表达 式 (9), 就 得 到 
1 .4Be; 一 .4ei J < Nn. (10) 


研究 在 同一 个 基底 (et,… , en) 之 下 的 所 有 算 子 A, 5, 4, 我 们 可 以 把 (10) 转 化 成 矩阵 
关系 式 
4' = 了 -4PB. (11) 


可 以 用 更 直接 的 坐标 方法 推导 出 关系 式 (11). 照 惯 例 ， 设 》 Ziei 二 X= >》 Tieiib 


录 任 意向 量 x eVY 向 新 的 ( 打 搬 的 ) 基 底 的 转变 , X = [zx1,… ,总 = [z4 ZJ 是 
对 应 的 坐标 列 . 其 次 , 令 Y = 4X,Z = A'X', 其 中 4, 4' 是 由 关系 式 (7), (7/) 决 定 的 矩 
阵 . 因为 X = BX',Y = BY' ( 见 第 1 章 82 的 (4)), 所 以 


ABX’= AX=Y= BY = BA'X'. 


由 于 列 X’ (向 量 xe V) 选择 的 任意 性 , 我 们 就 有 4B = B4 从 而 有 4' = B-1AB. 

于 是 , 我 们 再 次 深信 下 面 定理 的 正确 性 . 

定理 3 线性 算 子 .4 在 基底 (e',.…,e') 之 下 的 矩阵 4' 可 以 用 同一 算 子 .4 在 基 
底 (el,'…，en) 之 下 对 应 的 矩阵 4 按照 公式 (11) 得 出 , 其 中 B 是 由 (ei) 向 (e!) 的 转换 
矩阵 . 

定义 4 称 适 阵 4' 相 似 于 和 矩阵 4A, 并 记 成 4' ~ A, 如 果 存 在 非 退 化 适 阵 B 按 
照 (11) 把 4 和 A' 联 系 起 来 . 这 里 预先 假定 ,所 有 的 短 阵 都 是 同一 个 阶 数 的 系数 
取 自 同一 域 f 的 方 阵 . z 

显然 , 恒 有 4 ~ 4 (用 B = E 联 系 ). 其 次 , 关系 式 (11) 也 可 写成 4 = B71A4'B1， 
其 中 Bl = B-!, 这 表明 , 相似 关系 是 对 称 的 : 4 ~ 4 二 4 ~ 4. 它 同样 是 传递 的 : 
如 条 4 = B- 4B,4 = C-14'C, 那么 4” = (BC)-14(BOC). 即 4” 4, 录 ~ 4 全 
A” ~ 4. 这 就 是 说 , 相似 关系 是 个 等 价 关 系 , 进而 , 所 有 的 n 阶 方 阵 就 被 分 成 不 相交 的 
矩阵 类 (与 [BA TI] 第 2 章 8$3 第 6 目的 等 价 矩 阵 的 等 价 类 相 比 较 ). 按照 定理 3, 每 个 线性 
算 子 同样 都 对 应 一 个 相似 矩阵 类 . 而 相似 的 矩阵 可 以 充当 同一 个 线性 算 子 在 不 同 基 
底 之 下 的 矩阵 . 

线性 算 子 语言 在 理论 研究 上 很 方便 , 但 大 量 的 具体 的 计算 还 得 以 矩阵 形式 实现 . 
所 以 , 精确 到 相似 的 矩阵 分 类 从 实践 的 观点 看 是 非常 重要 . 比方 说 , 如 果 我 们 需要 
对 大 的 指数 >1000( 在 实际 中 常常 遇 到 这 样 的 课题 ) 计 算 一 个 ” > 1 阶 和 矩阵 (或 者 , 其 
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至 nh > 100)4 的 方 寨 4, 那么 , 自然 地 尝试 去 找 一 个 容易 计算 其 方 寒 (40)x* 的 4 ~ 4 
如 果 有 幸 能 得 到 一 个 矩阵 4'=diag (A1,… ， 和 hn) 刚好 与 在 4 代表 的 相似 类 中 ， 那么 ， 
A = BA'B-!, 从 而 4* = Bdiag ( 径 ,… ,类 ) B-1. 在 这 种 对 应 中 ,矩阵 A = 相 
当 典 型 ， 它 直接 对 应 的 斐 波 那 契 数 也 是 [BA I] 第 2 章 83 第 5 目 例 3 中 的 主要 角色 . 我 
们 还 要 再 多 说 一 点 , 能 计算 出 来 寡 4# 就 给 出 了 对 任意 一 个 多 项 式 /b = aot™ 十 … 
十 am 找 出 值 

f(A) 一 aoA™ 十 a1A™-! 十 …… 十 am _14 二 amF 


的 可 能 性 . 
4. 线性 算 子 的 行列 式 与 迹 设 A 是 V 上 的 一 个 线性 算 子 . A 在 V 的 某 一 个 基底 之 
下 对 应 矩阵 4A, 则 把 4 的 行列 式 det 4 称 为 线性 算 子 .4 的 行列 式 . 因为 det(B- 4B) = 
det 4 所 以 det 4 是 .4 的 一 个 不 变量 ， 可逆 矩阵 对 应 可 逆 算 子 , 所 以 , det A 承 0 是 算 
子 .4 可 逆 的 一 个 充 要 条 件 . 在 det A = 0 的 情形 , 我 们 就 要 处 理 退 化 的 线性 算 子 A. 
现在 , 称 表 达 式 
tr.4=tr4= > Qis 
4 一 1 
为 线性 算 子 .4 的 迹 , 其 中 4 = (aij) 是 算 子 .4 对 应 的 矩阵 (tz 是 英文 trace 的 缩写 ). 正如 
所 知 , 也 容易 证 明 , 对 任意 同一 阶 数 的 矩阵 4, B, 有 


tr AB=trBA (12) 
把 这 个 关系 式 用 到 B-!14 和 B, 其 中 B 是 非 退 化 的 , 就 有 
tr(B- 4B) = tr(B. B-'A)= tr Ah. 


这 意味 着 线性 算 子 的 迹 的 定义 是 适 定 的 , 即 和 V 的 基底 的 选择 没有 关系 . 与 (12) 类 似 
的 是 
tr AB = tr BA. (127) 


两 个 要 引进 的 函数 det 和 tr: C(V) 一 R 有 重要 作用 . 函数 det 是 可 乘 的 (det AB = 
(det A)(det 8)), 而 且 , 借助 于 它 可 引导 出 空间 V 的 自 同 构 群 Aut V, 或 者 , 等 价 于 V 上 
所 有 非 退 化 线性 算 子 作成 的 群 . 容易 猜想 到 , 在 V 的 任意 选 定 的 基底 之 下 , 群 Aut V 就 
转化 为 在 [BA 工 ] 中 已 知 的 ” = dims V 阶 的 完全 线性 群 GL ( 骨 . 更 准确 些 : 有 群 的 同 
构 Aut V 全 GL,(A). 

际 数 tf 是 线性 的 

tr(aA+pBB)= atr A+pBtrB 


(容易 验证 ), 而 这 个 事实 被 广泛 地 应 用 在 数学 领域 , 比如 , 内 容 丰 富 的 群 的 特征 标 理 
论 ( 见 [BA 亚 ]) 就 整个 地 建立 在 迹 的 概念 上 . 看 一 个 更 “朴实 ”的 应 用 . 
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例 6 ”( 李 (Lie) 代 数 ) 一 个 代数 , 作为 环 , 并 不 一 定 要 具有 结合 律 . 非 结 合 环 的 最 
重要 的 例子 就 是 所 谓 李 代数 (或 Lie 代 数 , 表示 尊重 S. Lie (1842 一 1899)), 在 这 个 代数 
里 , 乘法 运算 (x,y) ~* x*y 满 足 两 条 公理 

i) x*X 二 0; 进而 (x+y)*(x+y)=0 一 xxry= 一 y*x( 反 对 称 性 ); 

ii) (x+xy)*#+2Z 十 (y#+k2)*+*X 十 (zxXx)+xy 王 0( 雅 可 比 恒等式 ). 

运算 x * y 很 多 时 候 被 表 成 [x,y], 而 且 称 为 换 位 子 运 算 . 向 量 空间 L = R3 = (e;) 是 
个 以 下 面 的 回 量 的 (外 部 的 ) 向 量 乘积 为 其 乘法 运算 的 3 维 的 李 代 数 : 如 果 ， 


玉 一 TI1el 十 TZ2e2 十 Z3ea3， y 王 Wiel 十 Y282 十 yaes3 


那么 ， 


[x, y] 一 (x2Y3 一 XT3Y2)el 十 (Tay1 一 T1Y3)e2 十 (Z192 一 Z2V1)ea3. 


其 次 , 容易 验证 (这 样 的 验证 对 于 每 个 搞 数学 的 人 的 生活 中 都 应 当 有 ), 在 L = 
L(V) 上 按 规则 


[A,B8] = AB-— BA (13) 


给 出 的 新 的 乘法 运算 能 使 公理 i), ii) 得 到 满足 ， 从 而 可 以 把 C(V) 看 成 是 一 个 李 代数 . 
通常 用 符号 gin (来 代表 它 . 还 有 一 种 深刻 的 理论 , 据 这 种 理论 , RK 上 每 一 个 有 限 维 李 
代数 都 是 一 个 李 代数 (LZ(V); [, ]) 的 子 代数 , 其 中 Y 是 R 上 的 一 个 有 限 维 向 量 空间 ( 回 
忆 一 下 , 子 代数 就 是 C(V) 的 在 乘法 [, ] 之 下 封闭 的 子 空间 ). 

有 限 维 与 无 穷 维 李 代数 在 量子 力学 中 发 挥 着 非常 本 质 性 的 作用 ( 见 补充 文献 中 
的 教学 参考 书 [2])， 事 实在 于 , 量子 理论 中 被 称 为 动态 变量 者 服从 代数 中 的 非 交 换 
定律 , 而 且 它 的 非 交 换 的 程度 , 计算 起 来 , 恰恰 就 是 “ 换 位 子 ”(13)， 如 果 我 们 把 V 取 
成 & 上 所 有 多 项 式 的 无 穷 维 向 量 空间 , 就 得 到 一 个 平凡 的 , 但 在 某 种 狭 窑 意 义 下 接近 
量子 理论 中 交换 关系 的 例子 . 设 D， = d /dt 是 对 t 的 微分 算 子 , 而 瑟 是 用 t 对 导致 的 乘 
法 算 子 : Di(f) = f, 左 (f) =t-. 了, 容易 验证 


[Di, 万 | = Difi ~ FiDs =E (14) 


是 V = fltj 上 的 恒 等 算 子 . 

问题 来 了 : 形 如 (14) 的 关系 式 [A, 8] = E 能 够 在 有 限 维 代数 L(V) 中 实现 吗 ? 这 个 
问题 的 回答 原来 与 基础 域 的 特征 数 有 关系 . 如 果 s=C 和 f=R (这 是 最 有 意义 的 情形 )， 
那么 , 立刻 可 导出 矛盾 


0=tr AB-—tr BA=trIA,B|= tr€ = n= dimV. 
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但 是 在 pln 的 情形 , 其 中 p = char 只 正如 下 面 & 上 的 ” 阶 矩 阵 


010...00 
00... 0 0 
001...00 
10 0 0 
| | 0 | 
000... 10 (15) 
000...01 
00.…… 2D 一 10 
000...00 


运算 表明 的 那样 , 这 个 矛盾 可 以 被 消除 . 前 面 利 用 函数 tr 的 判别 方法 在 这 里 不 再 起 作 
用 , 而 事实 上 [Jp, Np] = Ey. 


习 匮 
. 验证 , 形 如 (15) 的 两 个 矩阵 都 是 竹 零 的 : JP 二 NP == 0. 
. 证 明 , 如 果 A, B,C 分 别 是 nxp,pxXq,qxn 的 和 矩阵, 那么 , tr(A4BC) = tr(BCA) = tr(CAB). 
. 把 GLmn (Fp) 理解 为 p 元 域 让 上 的 n 维 向 量 空间 V 的 自 同 构 群 , 求 出 阶 数 |GLn (Fp)|. 
. 指明 , 所 有 迹 为 零 的 线性 算 子 的 集合 sln,( 骨 是 李 代 数 gln,( 呈 ) = L(V) 的 一 个 余 维 数 为 1 的 子 


> GD 一 


5. 证 明 , 对 V 上 的 任意 线性 算 子 .4, B 有 等 式 
rank A = rank B 二 dim(Im ANMKer B). 
6. 利用 习题 5, 证 明 , 对 于 VV 上 的 任意 线性 算 子 .A, B,C 而 言 , 弗 罗 贝 尼 乌 斯 不 等 式 


rank BA + rank AC < rank A+rank BAC 


一 . 


. 证 明 , 对 任意 线性 算 子 A: V 一 VV 和 任意 i 之 1 都 有 公式 
dim(Im A’-’'N Ker A)= dimKer .4 一 dimKer 4 一 


(对 于 i=1, 公式 是 显然 的 , 只 要 考虑 到 总 有 .40 二 5 的 定义 ). 

8. 证 明 , 两 个 矩阵 A, B E JMn( 民 ), 如 果 它 们 在 复数 域 上 相似 , 那么 , 就 一 定 在 实数 域 上 相似 . 

9， 类 似 于 定义 2, 称 f(t) 是 线性 算 子 A 对 于 一 个 向 量 v < VV 的 零 化 多 项 式 , 如 果 f(A)v = 0. 
对 于 向 量 Vv 的 算 子 A 的 零 化 多 项 中 次 数 最 低 者 被 称 为 A 的 对 向 量 V 的 极 小 多 项 式 , 将 其 用 j44,v( 引 代 
表 . 我 们 假定 域 兵 是 无 穷 的 . 证 明 : 

(1) HA4v 斧 能 整除 HA 人 ; 

(2) 存在 a EV 使 HA4a(t = 44(t). 

10. 设 V 是 个 向 量 空间 , U,W 是 它 的 两 个 子 空间 , 而 且 


V=Vi@V, We=WeW, 


是 直 和 分 解 ,其 中 Wi C WV,i = 1,2. 其 次 , 再 设 P; 是 以 的 平行 于 WV, 7 关 i 的 投影 . 
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证 明 : 
(1) 如 果 
Vi=Wit+UNV, VV= Wo+P(UV), (*) 
那么 ,V 二 W 十 U; 
(2) 如 果 V = WU 且 P2(U)NnWo2 = 0, 那么 , 对 于 Vi 和 的 分 解 式 (*) 是 真 的 ,而且 WNU = 


Wi NU. 
11. 证 明 , 系数 在 特征 为 零 的 域 人 上 的 矩阵 A E Mn(R), 它 迹 为 零 必 相似 于 活 主 对 角 线 取 零 值 
的 矩阵 4 (4 一 (Qij), a11 = Qoo 一 ... 一 Qnmn 一 0). 


12. 习题 11 中 Char f= 二 0 是 个 限制 吗 ? 
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1. 投影 62 第 1 目的 例 4 建 立 了 V 到 两 个 子 空间 的 直 和 分 解 与 我 们 已 经 熟知 的 ， 
有 性 质 P2 = PP 的 投影 算 子 P 之 间 的 关系 . 反 过 来 , 所 有 具有 这 种 性 质 的 算 子 都 是 投 
影 算 子 . 我 们 在 更 一 般 的 背景 下 证 明 这 个 论断 . 

设 V = Wi @ Wo 和 @@… 和 Wm 是 m 个 子 空间 的 直 和 分 解 ( 见 第 1 章 82 第 5 目 ), 那么 ， 
每 个 回 量 x eV 可 唯一 地 表 为 


Xx 二 Xl 十 Xo 十 … 十 Xm， Xi € Wi 
的 形式 , 而 映射 Pi : x 一 xi 是 Y 上 的 线性 算 子 . 此 外 , 还 有 
Pi 十 有 十 … 十 Pmn =2， 
而 且 当 i 关 7 时 , PiPj = O,P2 = Pi 最后- 


Wi = PiV = {x EVIPix = x}, 
K; = Ker Pi = Wi + + Wi + W,, 


而 且 P; 就 是 V 在 Wi; 上 沿 着 Ki 的 投影 . 
定理 1 设 Pi,:… ,Pj :VV 一 V 是 满足 下 列 条 件 的 有 限 个 线性 映射 的 集合 


>》_ Pi=E; P=P, 1g&igm; PiPp;= 0,1¥7. (1) 
?一 工 . 

那么 

V = Wi @::…:@®W,,, 


其 中 Wi = Im P;. 
证 明 按 条 件 , 对 任意 x e V, 我 们 有 


x 一 Ex 一 》 Pix 一 XI 十 :十 Xm Xi € WW. 
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这 是 因为 V = Wi 十 … + Wi. 这 个 和 是 直 和 , 利用 第 1 章 8 的 第 5 目 (定理 7) 的 准则 , 我 
们 就 可 以 确信 这 一 点 . 也 就 是 说 , 设 x < W; n 5 Wi, 因为 Wi = Im Ps 所 以 , 可 找到 


i 
那样 的 xi ,xm 使 得 
x = Pj(x;) = >》 Pi(xi)， 
ii 
把 算 子 P; 作 用 到 这 个 等 式 上 去 , 并 利用 定义 的 性 质 P? = Pj; 当 i 冯 j 时 , PjP; = 0， 
就 得 到 
x = P(x;) = PI(x;) = ,PyPi(xi) =0. 
?天 7 
这 样 一 来 , Y = WW 是 个 直 和 而 PP; 就 是 V 在 W; 上 沿 着 K; = KerPi; = >》 Wj 的 投影 . 
IT 天 口 
我 们 再 补充 一 点 , 如 果 P2 = P 而 Y = U @W 是 与 这 个 投影 算 子 相 联系 的 直 和 分 
解 且 7 = Im P = (el ,er),W = Ker P= (er ,en), 那么 , 在 这 个 选 定 的 基 
底 之 下 算 子 P 对 应 矩阵 
EE. 0 
P= | ) -ea (2) 
0 


0 
特别 地 , 可 以 看 出 , 具有 性 质 42 = 4 的 秩 为 的 n 阶 矩阵 A 必 相 似 于 算 阵 P : B-14B = PP 
rank A = tr A. 
说 了 明 ”经常 说 , 满足 关系 式 


PiP;=0Pi, 1l1<i,j<m, 


的 算 子 Pi,… ,Pm 组 成 一 个 正 交 的 等 方 算 子 组 {Pill < i < m}, 而 它们 对 应 的 矩 
阵 组 成 正 交 的 等 方 和 矩阵 组 {P|1 < i < m}. 如 果 满 足 (1) 的 所 有 条 件 , 就 说 成 是 完 
全 正 交 组 . 

2. 不 变 子 空间 “每 个 线性 算 子 .4:Y 一 V 都 不 仅仅 能 作用 在 一 个 一 个 的 向 量 x < 
V 上 , 而 且 可 以 作用 在 子 空间 UV C V 上 : AU = {Ax|x e U}. 与 这 个 重要 的 有 特殊 价 
值 的 思想 相 联系 可 得 出 不 变性 的 概念 

定义 1 子 空间 CV 相对 于 线性 算 子 A:V 一 了 是 不 变 的 , 如 果 AU CU. 

例如 , Ker .4 和 Im A 都 是 A 的 不 变 子 空间 , 尽管 它们 可 能 是 平凡 的 , 即 与 {0} 或 V 重 复 . 
对 于 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 空间 PB, 上 的 微分 算 子 Di 立刻 可 以 做 出 一 个 次 数 小 于 i 一 1 的 多 项 
式 的 不 变 子 空间 V.(i = 1,2,… ,n) 的 链 


{0} CViChcC:...cCcCWh=V (3) 


上 面 (第 1 目 ) 看 到 的 投影 算 子 组 Pi,… ,Pm 在 一 些 关系 式 中 是 很 有 意义 的 , 这 些 
关系 式 可 联想 到 大 量 的 对 每 个 疡 ,…… ,Pm 都 不 变 的 子 空 间 


Wi, © Wi, BL… © Wi,, {2 ,x} C {1,2,.…: ,Mm}, 
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(我 们 这 里 用 到 了 一 个 显而易见 的 事实 , 在 V 中 对 线性 算 子 A 不 变 的 子 空间 的 和 与 交 
也 总 是 不 变 的 )， 

在 82 末 尾 出 示 的 矩阵 ., N, 可 以 充当 与 之 对 立 的 例子 . 它们 对 应 的 算 子 作用 在 p 
维 空间 V = f? (在 特征 数 为 p > 0 的 域 4 上 ) 上 , 如 此 一 来 , 在 这 里 没有 不 变 子 空间 . 可 
以 指出 这 种 差别 的 一 个 根本 原因 : [Pi, Pj] = O 而 [Jy, Np] #0. 

在 域 R 上 同样 可 能 出 现 类 似 的 现象 . 算 子 A 把 R? 旋 转 a 角 (0 < a < ri; 见 82 第 1 目 
之 例 3) 就 没有 非 平凡 的 不 变 子 空间 , 它 应 该 是 在 .A 作用 下 自己 变 成 自己 的 一 条 直线 
才 行 . 

固有 的 不 变 子 空间 {0} c Uc V 的 存在 提供 了 一 种 通过 选择 V 中 的 适当 的 基 
底 简化 算 子 .4 的 矩阵 4 的 可 能 性 . 也 就 是 说 , 如 果 把 U0 的 基底 (e1,… ,em) 的 基底 扩充 
成 V 的 基底 (e1,.… ,em,em+1,… ,en). 那么 , 由 条 件 4ei e U， 1 < i < m, 得 到 在 这 
个 基底 之 下 算 子 .4 的 矩阵 就 是 

41 40 
“= ( 0 和 (9) 


其 中 , 4 是 mm x m 阶 矩阵 , 4s 是 (rn 一 m) x (n 一 m) 阶 矩阵 , 而 Ao 是 m x (mn 一 mm) 阶 矩阵 . 
可 以 把 41 看 成 是 算 子 .A 限制 在 U 上 的 算 子 Av 的 矩阵 ( 设 A1 = 4r 是 方便 的 )， 

我 们 随时 可 以 设想 Ao 是 零 矩 阵 ， 此 时 , 显然 W = (em+1,… ,en) 也 是 个 V 的 
不 变 子 空间 , 而 As 就 是 算 子 Aw 的 矩阵 , 这 种 情形 说 成 是 V 的 不 变 子 空间 的 直 和 V = 
U @W 的 分 解 式 对 应 的 算 子 的 直 和 |: 


A= AvuiAw. (5) 
算 子 的 直 和 的 矩阵 具有 分 块 对 角形 式 
4r 0 
A= | ) = 4rr 十 4 (5 ) 
0 Aw 


实际 上 , 我 们 证 明了 
-定理 2 空间 V 是 它 的 两 个 对 于 线性 算 子 4 : Y 一 V 不 变 的 子 空 间 U 和 全 的 直 
和 , 当 且 仅 当 , 这 个 算 子 在 某 个 基底 之 下 取 (5/) 形 式 . 

这 个 论断 可 用 极 明显 的 方式 照搬 到 任意 m 个 不 变 子 空间 ,它们 的 直 和 等 于 V 的 
情形 . 当 m = n = dim V 时 , 我 们 就 得 到 了 线性 算 子 的 矩阵 在 适当 基底 之 下 化 成 对 角 
形 的 条 件 . 

我 们 还 是 返回 到 等 式 (4 中 和 矩阵 40 不 一 定 为 赤 的 情形 , 尽管 已 经 渤 泽 了 同 量 em+1,… ， 
en 扩充 了 不 变 子 空间 Uc VY 的 基底 (el,.… ,em). 这 表明 , 虽然 按照 第 1 章 82 之 定理 9， 
线性 空间 V 有 多 种 方式 分 解 成 直 和 WV = U@W, 却 可 能 没有 一 个 补 子 空间 W 是 对 A 不 
变 的 . 这 种 情形 最 好 不 过 是 以 微分 算 子 Di 为 例证 : 如 果 玉 是 (3) 中 不 变 子 空间 链 中 的 
一 个 , 且 V = Vi @ Wi, 那么 , 显然 地 , Di(Wi) 几 Vi 取 0. 
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注意 这 样 的 结论 , 如 果 .4(D) CU,B(U) c D, 也 就 是 说 , U 对 A 和 8 是 共同 的 不 变 
子 空间 , 那么 aA + 68 和 乘积 AB, BA 都 是 不 变 的 . 特别 地 ， 


AU CU= (AUVCU 


对 任意 多 项 式 f e Rs 都 成 立 . 
3. 特征 向 量 , 特征 多 项 式 ”1 维 的 不 变 子 空间 需要 特别 加 以 关注 . 
定义 2 ”对 于 .4 不 变 的 1 维 子 空间 中 的 任意 一 个 非 零 向 量 都 被 称 为 是 算 子 .4 的 一 
个 特征 向 量 . 如 果 x 是 个 特征 向 量 : 
Ax = 入 X， 
那么 , 称 纯 量 和 E 只 是 算 子 .4 的 一 个 对 应 特征 向 量 x 的 特征 值 . 有 时 也 说 是 本 征 值 ， 
有 值 , 本 征 向 量 或 固有 向 量 . 


Ax = Mx SS Arx = Mx, 
从 而 有 
f(A)x = f (Nx, (6) 
对 任意 一 个 fe RH 都 成 立 . 特别 地 ， 
f(A4)=0= HA)=0 (7) 
对 算 子 .A 的 所 有 特征 值 都 成 立 . 
设 


V*={veVlAv= Mv} 


是 由 0 和 所 有 与 特征 值 X 相 伴随 的 特征 向 量 组 成 的 子 空间 . 
定义 3 明显 地 , 草 涵 式 


Ax= Mx, Ay = Xy = 4(ax+By) = 和 (ax 十 COy) 


给 出 了 算 子 A 与 相伴 随 的 特征 子 空间 V* 的 称谓 的 基础 它 的 维 数 dim V* 称 为 特征 
值 和 的 几何 重 数 . 
特征 向 量 的 存在 性 条 件 显然 可 以 描述 成 下 面 的 形式 


(A—AE)x=0, x&z0, (8) 
也 就 是 
Ker(A— AE) 2A 0. 
这 意味 着 , 算 子 A -AE 是 退化 的 : 


det(A— ME)=0. (9) 
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如 果 在 向 量 空 间 V 的 某 个 基底 (e;) 之 下 , 算 子 .4 的 矩阵 4 = (aij), 那么 , 算 子 4 一 XE 的 
和 矩阵 就 是 4 一 AE, 条 件 (9) 就 转化 成 


Q11 一 入 Q12 “Qn 
_ 入 ... 
det(A—AE)=| 2 "2 2n |=0. (9") 
Qnl Qn2 Qnn— A 入 


设 x = ziel 十 … 十 znen 是 算 子 A 的 属于 特征 值 的 一 个 特征 向 量 . 在 矩阵 记 法 
之 下 , 等 式 (8) 形 如 


(Q11 一 入 )Z1 十 al272 十 … 十 alnZn = 0, 
Q2121 十 (Q22 一 入 )Z2 十 …: 十 anzZn = 0, 


ee 


an12Z1 十 an272 十 … 十 (ann 一 入)Zn = 0. 


就 得 到 了 这 个 行列 式 (9') 为 零 的 齐 次 线性 方程 组 必 有 非 平 凡 解 . 正如 我 们 在 [BA 工 ] 中 
就 已 经 知道 的 , 这 个 方程 组 的 所 有 人 解 的 子 空间 与 算 子 A 的 特征 子 空间 V^ 相 重合 . 维 
数 dim V*( 或 的 几何 重 数 ) 等 于 n 一 7+, 其 中 7r 是 矩阵 4 - 和 五 的 秩 . 

按 [BA I] 第 3 章 81 公 式 (3) 将 行列 式 det(tB 一 4) = (--1)”det(4 - 士 ) 展 开 : 


det(tE 一 A) 一 > cr(OlLrlt 一 Ql,r1)(02,n2t 一 Q2,r2) 机 (Onrnt 一 Qnrn 
TEOn 


我 们 就 得 到 一 个 以 Xi e 8 为 系数 带 有 未 知 变量 1 的 mn 次 标准 多 项 式 
xA(t) 一 det(tE 一 A) 一 t? 十 XI1 妇 一 十 …… 十 Yn-1t 十 Xn. (10) 


定义 4 称 多 项 式 (10) 是 矩阵 4 的 特征 多 项 式 . 方程 式 xa(t) = 0 被 称 为 是 特征 方 
程式 (有 时 说 是 矩阵 4 的 长 期 方程 式 ). 

实际 上 , 我 们 可 以 讨论 线性 算 子 .4 的 特征 多 项 式 而 不 涉及 任何 与 它 相 伴 的 矩阵 4. 
因为 借助 82 的 定理 3 有 并 不 复杂 锯 

定理 3 相似 矩阵 的 特征 多 项 式 相 同 . 

证 明 设 4' = C0C-1AC. 那么 , det(t{E A’)= det(tC-1EC -0-1AC)= 
det[C-i(tE — A)C| = det Cl!det(tE — A)detC = det(tE — A). 口 

于 是 , 我 们 可 以 规定 

XA(t) := XA(W). 


确定 的 等 式 (10) 表 明 , 纯 量 e 8 是 线性 算 子 .4 的 特征 值 , 当 且 仅 当 x4(A) = 0， 
即 和 是 特征 多 项 式 的 一 个 根 . 如 果 特 征 多 项 式 x a(t) 在 中 没有 根 , 那么 算 子 .4 就 没有 
特征 向 量 . 所 有 的 作用 在 复 的 向 量 空 间 上 的 线性 算 子 一 定 有 特征 向 量 . 
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定义 5 入 作为 特征 多 项 式 X4 人 的 根 的 重 数 被 称 为 是 线性 算 子 .4 的 特征 值 和 的 代 
数 重 数 . 

定理 4 特征 值 和 的 几何 重 数 不 超过 它 的 代数 重 数 . 

证 明 按 定 义 , 几何 重 数 是 方程 式 Ax = Mx 的 解 空间 V* 的 维 数 m， 显 然 , V* 是 
对 A 不 变 的 . 而 且 奇 4 是 4A 在 V 上 的 限制 ,那么 det(tE' 一 4) = (t 一 Am, 同时, x4(t) = 
(t 一 入 "q(t), 其 中 g(t) 是 由 中 的 某 个 多 项 式 , 设 和 是 多 项 式 q(t) 的 k 重 根 , k >0. 在 这 
种 情况 下 , 的 代数 重 数 就 是 m 十 有. 口 

4. 可 对 角 化 的 判别 准则 ”特征 多 项 式 xa(t) 的 根 ( 也 说 是 特征 根 ) 组 成 了 一 个 产 
生 关 于 算 子 .4 的 重要 信息 的 集合 , 但 是 , 根据 明显 的 理由 , 并 非 所 有 的 特征 根 都 是 平 
等 的 . 

定义 6 线性 算 子 A 的 所 有 特征 值 的 集合 称 为 是 这 个 算 子 的 谱 , 并 且 记 为 Spec(A) 
(用 几何 重 数 计算 特征 值 的 个 数 ). 可 以 类 似 地 讨论 矩阵 4 的 谱 Spec 4. 如 果 对 应 的 几 
何 重 数 是 1, 谱 点 就 说 成 是 单 的 , 如 果 所 有 的 谱 点 都 是 单 的 , 就 说 谱 是 单 的 . 

在 代数 封闭 域 的 情形 , 例如 , & = C, 特征 根 与 谱 点 是 一 致 的 , 而 在 一 般 情 形 , 谱 
可 能 是 空 的 , 例如 实 平面 上 旋转 算 子 的 谱 . 

引 理 1 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必然 线性 无 关 . 和 》) ” V* 是 直 和 (一 般 

AESpec A 

来 说 ，》 V* 不 一 定 与 V 重合). 

证 朋 设 和 1,.…, 和 a 是 一 些 不 同 的 特征 值 , V 和 ，.…. ,V 和 "是 它们 对 应 的 特征 子 空 
间 . 在 每 个 V* 中 选取 一 个 特征 向 量 e;. 需要 证 明 它们 线性 无 关 . 当 m = 1 时 , 命题 真 
确 . 对 m 用 数学 归纳 法 且 设 存在 非 平 凡 的 线性 关系 式 


Qle1 十 Q2e2 十 … 十 Qmem = 0， 
比方 说 , 其 中 ai 冯 0, 我 们 把 .4 作用 到 这 个 等 式 的 两 侧 , 因为 Ae; = Nei, 所 以 
CQ1Alel 十 azAzez 十 …. 十 amXmem = 0. 


用 X" 乘 第 一 个 关系 式 , 然后 从 第 二 个 等 式 中 将 其 减 去 , 就 得 到 前 边 的 m - 1 个 向 量 的 
关系 式 
al(Am 一 和 ljel 十 … 十 am_l(Xm — Mi_i)em_1=0. 
由 归纳 法 假定 , 得 a@i (Xm 一 Ni) = 0, i=1,2,…,m 一 1 但 
Ql 0, Am 天 入 i， i<m=> a(Mm — A) KAO. 


得 到 的 矛盾 证 实 了 我 们 的 论断 
按照 定义 ， 任 意 非 零 向 量 e; eV 入 都 是 特征 向 量 ， 所 以 , 根据 证 明 , VX 站 5、V% =0 
J#1 


这 就 意味 着 , 和 5 、V* 是 直 的 . D 
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定义 7 称 n 维 向 量 空间 V 上 的 线性 算 子 A 是 可 对 角 化 的 ， 如 果 有 基底 (e;), 对 于 
这 个 基底 , 算 子 .4 的 矩阵 取 对 角形 式 . 


A1 0 .… 0 

0 Xz2… 0 
4 2 

0 0 .…: An 


定理 5 具有 单 谱 的 算 子 4 是 可 对 角 化 的 . 

证 明 定理 的 条 件 要 求 多 项 式 xa (t) 在 基础 域 4 上 有 mn = dim V 个 不 同 的 根 和 1,… ， 
An. 它们 对 应 特征 向 量 e;, i = 1,… ,n. 据 引 理 1, 这 些 向 量 线性 无 关 . 这 意味 着 V = 
(e1,… ,en), 也 就 是 .4ei = 和 iei, 所 以 , 4 = diag(A1,:… ,和 n). 口 

算 子 谱 的 单 性 根本 上 只 是 它 可 对 角 化 的 一 个 充分 条 件 , 例如 , 等 方 算 子 ( 见 (2)) 是 
可 对 角 化 的 , 虽然 , 当 n > ?2 时 它 的 谱 不 是 单 的 , 这 个 事实 的 内 在 理由 可 由 下 面 的 定 
理 部 分 地 解释 . 

定理 6 设 A 是 域 人 上 有 限 维 向 量 空 间 V 上 的 一 个 线性 算 子 , A 可 对 角 化 的 充 要 条 
件 是 满足 下 面 的 两 个 条 件 : 

i) 特征 多 项 式 x4(t) 的 所 有 根 都 在 兵 中 ; 

ii) 每 个 特征 值 和 的 几何 重 数 都 与 自己 的 代数 重 数 一 致 . 

证 明 设 条 件 i),ii) 被 满足 . 如 果 入 ,… ,和 mn 是 多 项 式 x4(t) 的 不 同 的 根 , 而 后 … ， 
km 是 它们 的 重 数 , 那么 


dim VY = kh， i 十 kz 十 … 十 km 二 n. (11) 


据 引 理 1, 任意 一 组 同时 都 不 为 零 的 向 量 v e V* 一 定 是 线性 无 关 的 , i = 1,…,m. 
因此 , 有 
VXn(VA 十 二 TAN 十 十 Vxm)=0. (12) 


这 意味 着 ( 见 第 1 章 82 的 定理 7), 和 V 和 十.… 十 V*" 是 直 和 . 考虑 到 等 式 (11), 我 们 
就 得 到 

站 =TA 十 十 Vm. (13) 
把 YX 的 基底 合并 起 来 即 得 到 Y 的 一 个 基底 , 它 是 由 "个 线性 无 关 的 .4 的 特征 加 量 组 
成 的 特征 基底 . 它 的 存在 性 等 价 于 .4 的 可 对 角 化 性 . 

反 过 来 : 设 算 子 4 可 对 角 化 .再 一 次 用 Nt , Xm 代 表 它 的 不 同 的 特征 根 , 并 
设 1 = dim V*, 1 < i 入 mm， 条 件 (12) 亦 然 被 满足 ， 从 而 有 由 子 空间 V > 的 元 素 组 
合 的 特征 向 量 基底 , 故 ，YX:,…. , Vm 生成 V. 由 此 , 我 们 可 以 得 到 结论 , 等 式 (13) 成 
立 . 相应 于 由 V* 的 基底 并 起 来 的 V 的 基底 , 算 子 .4 的 矩阵 必然 是 


A = diag(A1,.…: , A1; ; Am, , 和 Am ). 
一 YY 


1 lm 
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由 等 式 
XA(t) = xAlt) = det(tE— A)= (AN) (to Mn) 


可 LA 推出 ， 多 两 尺 x 4(t) 的 所 有 根 都 在 8 中 ， 也 就 因 莫 足 条 件 i)， 同时 , 对 i = 1,2,:…,，m,， 
整数 1; 与 根 和 ;的 代数 重 数 k;( 见 (11)) 一 致 口 

5. 不 变 子 空间 的 存在 性 ”所 有 的 有 关于 算 子 的 不 变 子 空间 , 特征 值 和 特征 向 量 
的 推断 , 原则 上 都 是 在 任意 域 上 进行 的 . 但 是 , 这 些 研究 对 象 的 存在 性 却 与 基础 域 有 
直接 的 关系 , 在 更 加 重要 的 域 R 和 C 上 的 例子 使 我 们 深信 这 一 点 . 

定理 7 所 有 复 的 (相对 照 地 ， 实 的 ) 线 性 算 子 4 必 有 1 维 (相对 照 地 ，1 维 或 2 维 ) 的 
不 变 子 空间 . 

证 明 因为 x4(t) 在 C 上 至 少 有 一 个 根 , 那么 , 已 知 的 寻求 特征 向 量 的 方法 很 容易 
就 给 出 源 于 空间 V 的 不 变 子 空间 . 

在 实数 域 民 的 情形 , 我 们 看 算 子 A 的 极 小 多 项 式 j4(t)( 见 82 定 义 2), 它 的 系数 都 
在 展 中 , 如 果 j4(t) 有 一 个 实 根 a, 那么 


HA(t) = (t— a)g(t), g(t) eR. 
由 ja(t) 的 极 小 性 知 g(A) 了 O, 所 以 , v = g(A)u 关 0, 对 某 个 向 量 u eV 成 立 . 但 
(A—aél)v= (A-aé)g(Au= 14(A)u = 0， 


从 而 Av = av, 这 说 明 , v 是 一 个 特征 向 量 . 
现在 设 , 4 没有 特征 向 量 , 那么 , 据 上 面 的 证 明 , a(t) 就 没有 实 根 , 但 按 着 关于 实 
系数 多 项 式 的 定理 ([BA I] 第 6 章 84, 定理 1), 我 们 可 以 记 成 


LAt) = (Fat— Ph(t), a,BeR, h(t)eR. 
由 次 有 对 某 个 u eV 使 v = h(A)u 关 0, 且 
A’v—aAv—pBv=na(Au=0. 


这 就 得 到 了 , 42v = aAv + Bv, 又 因为 Av 冯 和 v (没有 1 维 子 空间 ), 所 以 , 工 = 
(v, Av) 是 个 2 维 的 不 变 子 空间 . 口 

6. 巷 线性 算 子 ”看 一 下 算 子 概念 与 共 斩 空 间 概 念 有 怎样 的 联系 . 设 V 是 域 A 上 
的 向 量 空间 , V* 是 和 它 共 轿 的 空间 . A 是 V 上 的 一 个 线性 算 子 . 对 任意 一 个 固定 的 元 
素 f e V*, 映射 x  (f, Ax) := f(A(x))( 按 第 1 章 83 中 第 2 目 中 的 记 法 ) 又 是 V* 中 的 一 
个 元 素 , 也 就 是 说 , 它 是 个 线性 函数 : 


(f, A(ax + By)) = (f,aAx +BAy)= a(f, Ax) +B(f, Ay). 
这 样 , 把 符号 4*f 当 成 VY 上 的 一 个 线性 函数 , 我 们 就 可 以 令 
(4 /xz) := (1, Ax), (14) 
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对 应 A* : f 一 A*f 以 了 为 变量 就 定义 了 V* 一 V* 的 线性 映射 
(A*(af + 6g),x) = (af + Bg, Ax) = a(f, Ax) + P(g, Ax) 
=a(A’f,x)+Pb(A*g,x) = (aA*f + BA*g, x), 
所 以 A* e L(V*). 
定义 8 关系 式 (14) 给 出 的 V* 上 的 线性 算 子 A* 被 称 为 是 与 4 e C(V) 共 斩 的 算 子 . 


这 样 , 我 们 就 得 到 了 一 个 L(V) 一 L(V*) 的 映射 , 即 x : 4 一 A*， 由 定义 可 以 直 
接 导出 它 的 下 列 性 质 : 


O¥ = Ov, Es = Ev: (aA)* = aA’*, 
(A+B)* = A*+B*,(AB)* = B*A*. . (15) 
作为 一 个 例子 , (15) 中 的 最 后 一 个 关系 式 可 以 这 样 证 明 
((AB)*f,x) = (f, (AB)x) = (f, A(Bx)) = (A*f, Bx) = (B* A*f,x). 
”为 了 给 出 算 子 4* 的 矩阵 形式 , 很 自然 地 V 和 V* 的 对 侦 基 (ei) 和 (e’)， 如果.4ei = 
》_akjer, 那么 


k=1 
nN 入 
(e', Ae;) = > ,ars (ei,ex) = >》 apjdik = Qij. 
接着 , 设 
nN 
A*e’ = Db, 


就 有 (A*e',e;)= Dokle ,ej) 二 0 一 方面 , 因为 在 关系 式 (14) 中 有 (A*ei,e;) = 


(e’, Ae;) = aij, 所 以 or - = Qij, 从 而 有 
定理 8 如 果 在 空 间 V 的 基底 (ei) 之 下 线性 算 子 A 对 应 矩阵 A 一 (Qi;). 那么 ,， .4 的 
共 孝 算 子 在 空间 V* 的 对 偶 基底 (ei) 之 下 对 应 矩阵 :A:A* = (a}$;) = 4. 口 
我 们 注意 有 限 维 向 量 空间 的 自 反 性 , 它 用 自然 映射 (第 1 章 83 定理 2) 结 论 给 出 了 
把 V* 和 V 等 同 起 来 的 可 能 性 , 同样 地 , 算 子 可 表达 成 
A*=A. (16) 
下 由 于 自 反 性 , 的 任意 线性 函数 可 以 把 自己 想象 成 在 某 个 固定 的 x e V 之 
rm (J,x). 特别 地 , (A*f,x) = (f,y). 按 定义 y = A*x. 可 见 


(f, Ax) = (A°f,x)= (f,A™x), 


从 这 里 可 以 导出 关系 式 (16). 它 表明 , 具有 性 质 (15) 的 映射 4 一 4* 是 个 一 一 对 应 , 称 
它 为 L(V) 与 L(V*) 之 间 的 反 同 构 . 
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把 对 (V, 4) 和 (V*, 4) 同时 加 以 研究 常常 会 推导 出 有 实践 意义 的 结果 . 在 这 些 内 
容 丰 富 的 例子 中 , 有 一 个 就 是 下 面 论断 的 证 明 . 

定理 9 V 上 所 有 复 的 线性 算 子 A 必 有 不 变 的 超 平 面 . 

证 明 设 dim V = n， 如同 我 们 知道 的 那样 , 对 于 Y 上 任意 线性 函数 六 0, 必 
有 dim Ker f = n 一 1. 现在 , 比方 说 , 取 f 为 VY* 上 的 线性 算 子 .4* 的 一 个 特征 癌 量 , 按 定 
理 7, 它 一 定 是 存在 的 . 如 果 和 是 它 对 应 的 特征 值 , 那么 , 由 定义 等 式 (14), x € Ker /全 
0 = A(f,x) = (Mf,x) = (4 x) = (f, Ax) 一 Ax e Ker f. 这 就 意味 着 , Ker f 就 是 
所 要 求 的 超 平 面 . 口 

7.， 商 算 子 设 L 是 作用 在 向 量 空间 V 上 的 线性 算 子 A 的 一 个 不 变 子 空间 .把 V 
和 LL 看 成 是 固定 的 , 并 且 约 定 把 第 1 章 82 第 6 目 中 定义 的 商 空间 V/Z 用 符号 Vi 记 之 , 再 
用 x 记 为 它 的 元 素 x 十 万 . 

定义 9 在 空间 VV 上 , 用 关系 式 4. 式 二 Ax 导出 一 个 商 算 子 , 换言之 ， At 让 
-4x 十 也. 

这 个 定义 与 代表 元 x 的 选择 没有 关系 : 如 果 x 十 二 = x' 十 卫 , 那么 x 一 x' =y€EL， 
上 且 hx 一 Ax = A(x 一 x') = A(y) < 工 因为 了 对 .4 有 不 变性 ). 从 而 .4x + 工 = .4x' 十 工 . 
如 果 也 对 于 .4 没有 不 变性 , 那么 定义 商 算 子 .4 就 失去 任何 意义 了 . 

设 Y = Le@M 是 个 相对 于 .A 不 变 的 子 空间 的 直 和 . 那么 , 我 们 知道 , A = .4z 十 4x 
是 .4 在 L 和 AM 上 的 限制 算 子 的 直 和 . 如 果 f :u 瞩 u+ [是 M 与 7Y = V/L 之 间 的 同 
构 ( 第 1 章 82 定 理 10), 那么 


(f :Am)y = f(Amy)= Amy +L= Al(y+L)= A(fy), 


从 而 有 

f.Aum=A:f. | (17) 
也 就 是 说 ， 在 FV 上 的 作用 与 47 在 M 上 的 作用 是 一 致 的 ， 所 以 就 称 等 式 (17) 建 立 了 TA 
与 Ax 之 间 的 等 价 性 (相似 ). 


例 ” 众 所 周知 , 作用 在 2 维 向 量 空间 V = (e1,e2) 上 是 e1 是 个 特征 向 量 的 所 有 的 线 
性 算 子 5 必 对 应 三 角形 矩阵 
和 Ao 
(| 7) 


在 V = V/(el) = (62) 中 , 我 们 有 Aée2 = ez. 

现在 ， 如果 WV = (ei1,e2,e3) 是 C 上 的 3 维 向 量 空 间 , A : Y 一 V 是 个 有 特征 问 
量 el (4el = ael,a < C) 的 线性 算 子 .那么 , 在 2 维 空间 V = V/(e1) = (62,63) 上 按 
前 面 叙述 得 到 的 商 算 子 A 在 适当 的 基底 之 下 对 应 三 角形 矩阵 


(0 


83 ”不 变 子 空间 与 特征 向 量 ‘67. 
为 简便 计 , 假设 (eo, 63) 就 是 这 样 的 基底 , 于 是 
.46z = pes © Aes = Peo 十 Zel， 


.465 = 755 十 665 © Aes = yes + be2 + Je1. 
这 样 一 来 , 就 有 


可 将 类 似 的 想法 用 到 一 般 情形 . 


习 十 

1， 设 {4i11 和 ii 科 公 一 1} 是 个 正 交 的 等 方 矩 阵 组 ( 见 第 1 目 结尾 的 说 明 ).， 证 明 , 对 于 A = 
41 十 … 十 4nm-1 有 42 = 4, 44 = 44=41 和 Ri 入 由 一 1. 并 且 , 如 果 设 A 二 马 ~- 4, 那 
么 {Ai|1 < i < mj} 就 是 一 个 完全 正 交 组 . 

2.， 设 D : Mn(R 一 Mn( 角 是 一 个 方 阵 空 间 上 不 恒 等 于 O 的 线性 算 子 ， 它 对 所 有 4, 刀 < 
Mn( 员 具有 可 乘 性 

D(AB) = D(A)D(B). 

证 明 , 必 有 非 退 化 矩阵 C 使 得 DD 二 f。( 见 1 习题 3). 

3. 设 A:V 一 V 是 一 个 线性 算 子 , 它 对 某 个 自然 数 p 有 Im .42 = Im A?t'. 证 明 , 在 这 种 情 
形 V=Ker A? 田 Im A? 是 A 的 两 个 不 变 子 空间 的 直 和 . 

4. 证 明 , 如 果 作 用 在 n 维 向 量 空间 V 上 的 线性 算 子 E, A, A?,.… , A”! 是 线性 无 关 的 , 那么， 
必 有 向 量 v EV 使 得 

V=(V,Av,.… ,A™'v) 

(此 时 , 说 V 是 循环 的 ). 

5. 设 A 是 n x n 的 实 算 阵 但 是 没有 实 的 特征 值 , 特别 地 , n 为 偶数 且 A 是 可 逆 的 . 试 指明 , 必 存 
在 实 矩 阵 召 使 得 4 肠 = BA, 且 B? = 一 万 , EB 是 单位 矩阵 ( 工 . 杰 考 维 奇 (本 .JrkoKkoBardJ) 

6. 证 明 , 对 任意 4, B € Mn (RR), 矩阵 4 和 矩阵 妃 4 的 特征 多 项 式 相同 . 

7. 利用 极 易 验证 的 关系 式 


0 1 0 
A=aoE+t+aB+azB’, B=10 0 11, 
1 0 0 
求 出 循环 矩阵 
Q0 Q1 a2 
A= | a2 ao al | ， 
Q1 Q2 Q0 


的 特征 根 . 
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8. 证 明 , 半 幻 方 空间 SMagn(Q) ( 见 第 1 章 81 之 例 8) 是 Mn(Q@) 的 一 个 Q- 子 代数 . 

9，[Amer. Math. Monthly. 1991 年 2 月 , p131 一 p133] 设 4, B € Mn(R), char 内 和 2. 车 
有 DD = diag(91,:… ,0n),0; = 士 1 使 得 B = DA, 则 记 为 B ~ 4. 显然 ， ~ 是 一 个 等 价 关 系 . 如 
果 S(A) 是 以 A 为 代表 的 等 价 类 , 那么 , Card S(A) < 2". 

证 明 . 至 少 有 一 个 S(4) 中 的 短 阵 , 它 不 以 1 为 其 特征 值 . 

10. 设 A 是 个 n 维 空间 V 上 的 线性 算 子 , 证 明 ， 


A =ASrank At+rank(E ~ A) =n. 


84 若 尔 当 标准 型 

要 天 清楚 一 个 给 定 的 线性 算 子 .4: V 一 V 的 作用 , 自然 地 要 按照 自己 的 目的 设 
法 在 V 中 找 一 个 以 最 好 的 方式 适应 A 的 基底 . 换 句 话 来 说 , 需要 在 A 对 应 的 相似 矩阵 
的 等 价 类 C-14C 中 找 出 一 个 和 矩阵 使 其 具有 尽 可 能 简单 的 形式 . 根据 明显 的 理由 , 这 、. 
个 问题 的 存在 与 定义 这 个 向 量 空间 V 的 基础 域 K 有 关系 . 下 面 , 我 们 认为 R = C 是 复 
数 域 , 尽管 原则 上 可 以 用 任意 代数 封闭 域 来 代 蔡 C. 

1. 哈密 顿 - 凯 莱 定理 . 下 面 的 并 不 复杂 的 论断 是 非常 有 用 的 . 

定理 1 线性 算 子 A 的 矩阵 总 能 (在 相似 意义 下 ) 转 化 成 三 角形 式 . 

证 明 为 了 深信 这 一 点 , 我 们 用 归纳 法 讨论 . 据 83 定 理 9, 向 量 空间 V 包 含 一 个 
相对 于 A 的 不 变 的 超 平面 0U : AU c U.， 按 归 纳 法 假设 , 在 U0 中 可 以 选 出 这 样 的 
基底 (el,… ,en_1) 使 得 Ae; = Nei 二 Vi, vi € (eil,… ,ei_1). 同时 , V = (Cen)， 
其 中 e% 是 任意 的 一 个 不 属于 U 的 癌 量 . 设 Ae = 和 nen 十 u,u €E U. 于 是 , 在 基 
底 (e1,… ,en_1,en) 之 下 算 子 A 的 矩阵 可 以 表达 成 所 需要 的 形式 的 矩阵 


现在 可 以 足够 简洁 地 证 明 内 容 丰 富 的 
定理 2( 哈 密 顿 - 凯 莱 定理 ) 线性 算 子 A 和 它 ( 在 任意 基底 之 下 ) 对 应 的 矩阵 4A 必然 
零 化 自己 的 特征 多 项 式 , XA(t), 也 就 是 


XA(A)= 0. 


证 明 ”因为 这 个 命题 与 基底 的 选择 没有 关系 ( 见 82 第 3 目 )， 所以, 目 然 地 可 用 定 
理 1, 一 开始 , 我 们 就 认为 矩阵 4 在 基底 (e1,… ,en) 之 下 取 如 (1) 的 三 角形 式 . 研究 A 不 
变 的 子 空间 链 

六 =VYDJ DID 了 -172 了 和 一 0， 
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其 中 , Wi = (ei1, e2,:… ,en_kp_1,en_k) . 因为 (A 一 息 _nE)en_p E Wri 所 以 
(A— MpE) Wh Cc Vr. 
由 此 可 见 ， 


AV=|1| (4- NE)V 
i 二 1 
=(A—-AE): (A MEW Cc (ANE (A ME 
CA-NE) (A ME CC (A-ANEW-1=0. 


但 是 ,xa(A)V = 0 x4(A)=0. 口 

推论 线性 算 子 .A 的 极 小 多 项 式 jw4(t) 是 其 特征 多 项 式 x4(t) 的 一 个 因子 , 而 x4(t) 
可 以 被 所 有 的 线性 因子 上 一 和 整除 , 入 € Spec(A). 

证 明 按 定义 14(4) = 9, 据 定 理 2, 又 有 x4(4) = O. 由 82 之 定理 2 推出 /4 食 整 
除 X4(). 

其 次 , 如 果 和 是 算 子 A 的 一 个 特征 值 , 那么 ， 


Av = 0=p4Mv = pA0)Y = pa(N =0> 6— Nlaald) 


(我 们 反复 使 用 了 $83 中 蕴涵 式 (7) 的 结论 ). 口 
说 明 似乎 , 哈密 顿 - 凯 莱 定理 就 是 证 明了 det(tE - 4)|t=4 = det(4E A) = 
det 0 = 0. 但 这 是 个 完全 不 可 信 的 推理 . 想 一 想 , 为 什么 . 
哈密 顿 - 凯 莱 定理 有 很 多 应 用 , 但 我 们 暂且 只 把 它 应 用 到 极 直接 的 形式 中 
例 1 设 4: V 一 了 是 个 医 零 指数 为 m 的 震 零 的 线 性 算 子 ( 见 82 的 定义 3)， 所 以 ， 
HA(t) = tt" z 
设 Am-1v 关 0. 那么 , 问 量 v, Av,… ,Am-1iv 是 线性 无 关 的 
事实 上 , 所 有 的 非 平凡 的 线性 关系 式 必 形 如 


Arv+aArtly+:...+oam 1kAT lvy=0, OO<k<m-l1. 
把 算 子 .Am-!-* 作 用 到 这 个 等 式 的 两 侧 , 即 可 确信 Am-1v = 0; 这 与 六 的 选择 相 矛 盾 . 


也 就 是 说 ， 由 哈密 顿 - 饥 莱 定理 推出 ,自然 地 , 算 子 A 的 宪 零 指数 m 不 超过 n = 
dim V. 现在 , 设 m = n 且 A"-!'e 冯 0, 就 可 导出 下 面 对 基 底 癌 量 的 约定 


ej =A" e es 一 -2e， … ,En-_1 = Ae, en = €. 


于 是 .4el = 0, Aek = er_1,k > 1, 而 且 算 子 .4 在 基底 (el,…: en) 之 下 的 沽 阵 束 是 下 
本 党 健 本 定 闵 的 和 -0 的 大 从 当 效 大) 
如 果 , 再 设 V = (1,t,… ,t"- 是 C 上 光 才 < 的 多 天 式 s 间 而 DD 二 = 也 是 对 款 时 


数 的 算 子 , 那么 ， 汪 个 算 子 在 基 席 民 (ei), ei = 5 之 下 的 矩阵 刚好 就 是 岂 (0). 
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定义 1 i 我 们 称 9 短 阵 


A 10 
0 入 工 .…. 
JnN) = | 
0 0 0 和 1 
000. 0M 


为 特征 值 和 对 应 的 m x m 阶 (或 m 阶 ) 的 (上 ) 若 尔 当 块 . 
ii) 一 个 给 阵 , 若 它 的 对 角 线 由 若 尔 当 块 组 成 , 且 这 些 块 之 外 均 为 0: 


JJ 一 | ， (2) 


则 被 称 为 若 尔 当 和 矩阵 . 

iii) 线性 算 子 A: V 一 V, 在 V 的 一 个 基底 之 下 , 对 应 的 给 阵 4 是 若 尔 当 撼 阵 ,或 
者 如 常 说 的 , 有 若 尔 当 标准 型 .J(.4), 则 称 这 个 基底 为 若 尔 当 基底 . 

vi) 把 求解 矩阵 方程 式 X-14X = J(4) 称 之 为 把 矩阵 4A 化 成 车 尔 当 标 准 型 ， 其 
中 民 是 (未 知 的 ) 非 退化 给 阵 , 而 J(4A) 是 (未 知 的 ) 若 尔 当 算 阵 . 

说 明 ”Jn(X) -XB = ,加 (0) 是 个 寡 零 矩阵 . 特别 地 , (t -和 "是 车 尔 当 和 矩阵 (2) 的 
极 小 多 项 式 , 且 和 是 它 的 唯一 的 特征 值 : Spec Jm(N) = {A}. 

例 2 设 D,(A) 是 所 有 形 如 ex:f(t) 的 复 函 数 的 向 量 空间 , 其 中 A e C, f(t) 取 遍 所 
有 次 数 < n 一 1 的 多 项 式 . 因为 ， 


SF (ef(0)) = exOy 的 十 7) 
所 以 , 求 导数 D= 也 是 Dn(A) 上 的 一 个 线性 算 子 . 设 ei = 二 ex,i = 0 ,nl 显然 


万 一 | 和 世 和 
Dei+1l = ie” 十 入 可 6 t 一 ei 十 Xei+1 


G1) 


(0!=1; 当 i = 0 时 , 第 一 个 被 加 项 就 没有 了 )， 于 是 : 函数 二 eX 在 我 们 的 向 量 空间 中 对 
于 线性 算 子 D 构 成 一 个 车 尔 当 基底 , 且 .J(D) = AN 

这 个 例子 指明 了 若 尔 当 矩阵 在 线性 微分 方程 理论 中 的 特殊 作用 , 我 们 再 次 回 到 
它 上 面 


1) 为 纪念 法 国 数学 家 C. Jordan(1838 一 1922) 
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例 3 如 果 f() 是 任意 一 个 多 项 式 , 那么 


/ .。. (m—2) m — 9) 
po | | 
0 1O) 


因此 , 运算 .,() 比 运算 一 般 和 矩阵 要 容易 得 到 . 

2. 若 尔 当 标准 型 : 定理 与 推论 我 们 阐述 基本 命题 及 其 结论 . 

基本 定理 代数 闭 域 上 (特别 地 , C 上 ) 的 任意 一 个 n 阶 方 阵 4 都 可 以 化 成 若 尔 当 
标准 型 . 即 存在 非 退 化 矩阵 C 使 得 C-14C = J(A) = J 是 个 形 如 (2) 的 矩阵 . 不 计 小 块 
之 间 的 置换 , 给 阵 的 若 尔 当 标准 型 是 唯一 的 . 

因为 相似 的 矩阵 的 极 小 多 项 式 是 相同 的 , 所 以 由 基本 定理 及 关于 车 尔 当 块 1, (和 ) 
所 做 的 说 明 , 得 到 

HA(t) = (t— NA) (to NM) ?, . (3) 


其 中 人 Ni，,… ,和 i,} 是 4 的 所 有 的 两 两 不 同 的 特征 值 , 而 mj, 是 相对 于 特征 值 和 jy, 的 各 尔 
当 块 的 最 大 阶 数 . z 

显然 , 矩阵 4 可 对 角 化 (也 就 是 它 相 似 于 矩阵 diag( 和 1,… , 和)) 的 充 要 条 件 是 
在 J(4) 中 不 存在 >1 阶 的 若 尔 当 块 . 进而 再 考虑 到 (3) 就 得 到 下 面 的 一 个 有 用 
的 判别 法 . 

推论 域 C 上 方 阵 4 可 化 成 对 角 型 , 当 且 仅 当 , 它 的 极 小 多 项 式 j( 引 没有 重 根 . 

这 个 推论 是 有 效用 的 , 因为 要 计算 极 小 多 项 式 j4(t) 并 不 一 定 要 把 4A 化 成 者 尔 当 
标准 型 . 

基本 定理 的 证 明 将 分 成 三 个 部 分 , 分 别 在 第 3 至 第 5 目 . 还 要 顺便 讲述 一 些 求 大 
尔 当 标准 型 的 可 实践 的 建议 , 其 后 , 再 指明 一 个 另外 的 证 明 . 

3. 根子 空间 我们 引进 下 面 的 

定义 2 向 量 集合 


V(A) = {v EV| 对 某 个 k, (A 一 AE)*v = 0} 


被 称 为 特征 值 ME Spec(.A) 对 应 的 根子 空间 . 
关于 V(^) 是 个 子 空间 , 我 们 很 容易 相信 这 是 正确 的 .例如 , 取 u < VN),v < 
V( 和 A), 其 中 (A 一 AE)su=0, (A 一 AE)tv = 0; 且 m = max{s, 寺 ,那么 


(A— AME) (au+PBv)=a(A— Mu+b(A—AME)"v=0, 


从 而 ,对 任意 a, 8 € C 有 au + 6v e V()， 因 为 ,VAN) 包 含 M 对 应 的 特征 向 量 ， 所 
以 VON) 头 0， 其 次 , V Cc V(A), 正如 寡 零 指数 nm” > 1 的 算 子 .4 的 例子 表明 的 那样 ， 


.72 . 第 2 章 线性 算 子 


不 等 号 是 可 能 成 立 的 ， 在 这 种 情形 ， 和 =0 是 它 的 唯一 的 一 个 特征 值 , dim Yo = 1 
但 V(0) =V. 
因为 dim(A) < n, 且 A 一 AXE 在 V(XA) 上 的 限制 是 个 宕 零 算 子 , 所 以 
VO)= {veV|(4A- XE)" = 0}. 
定理 3 设 A:V 一 V 是 以 


p 
XA(t) = [I (t—Ai)™; Xi 天 和 TDUI 尖 也 
i 一 1 


为 特征 多 项 式 的 线性 算 子 . 那么 V = V1) 四 … 申 Y(Xp) 是 根子 空间 V(Ni) 的 直 
和 , 它们 之 间 的 每 一 个 都 是 对 .4 不 变 的 ， 而 且 具 有 维 数 dimV(NM) = mi 算 子 4 一 
AiE 在 V(Ai) 上 是 办 零 的 , 且 以 非 退 化 方式 作用 在 子 空间 
Vi=VO)@:..BVN 1) PVN+) OB.…. OV). 
上 . 最 后 ,和 i 是 算 子 Aly;) 的 唯一 的 一 个 特征 值 
证 明 没有 一 个 素 因 式 t 一 入 能 够 同时 是 所 有 的 多 项 式 


Xi 区 =] 人- AN i=1,2,...,p 
j#1 


的 因子 , 所 以 (x1(t),… ,Xp 的 ) 的 最 高 公 因 式 是 1. 从 而 可 找到 多 项 式 f1(t),… , f,(t) € 
C 由 ; 使 得 : 

YX) =1. (4) 

i 二 1 
子 空间 

Wi= xiA)fi(ANV = {xi(A)fi(AvlIveV}, 1gigpy, 
对 于 A 是 不 变 的 : 
AW: = Xi A)fi(AAV C Xi A)fi(AN = Wi. 
此 外 . 
(A— NE Wi=XxA(A)F(ANV =0 

(因为 , 据 定理 2, x4(A) = O), 所 以 ， 


可 以 写成 形 如 
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的 关系 (4) 给 我 们 提供 了 一 个 分 解 


以 及 更 一 般 的 (借助 包含 式 (5)) 
V = > Vs). 


我 们 假设 v es V(XA;)nVi, 其 中 , 如 定理 令 述 的 那样 , Vi 二 》V (和). 从 而 (A 和 iE)"v = 0， 


ji 
又 因为 v = 》 vj 而 且 (4A -和 jE)"vj = 0， i 有 I] (A— ne) = 0. 但 是 , 由 多 
j#1 IJ 天 
项 式 人 -Xi)" 与 c 风 =] 人- 为 交 的 互 素 性 可 以 推出 , 存在 a(t), b(t) 使 得 
jx 
a(t)(t — Ni)" + b(t)c(t) = 1. 
我 们 就 得 到 


V=a(A)(A— NE)"vV+ xi (4 一 ver 一 0， 
Jj#x1 


也 就 是 说 向 量 空 间 V Ai) 和 Vi 不 相交 . 这 就 意味 着 , 有 .4 的 不 变 子 空间 的 直 和 
V=V()®@:..@V(Ny) (6) 


分 解 . 
由 包含 式 (5) 和 分 解 式 (6) 可 直接 到 Wi = V(XAi). 这 样 一 来 , 对 于 V (和;) 就 得 到 一 个 
有 效 的 表达 式 
V (Ni) = xi(A)fi(A)V, 


其 中 xi(t), f(t) 是 恒 等 (4) 中 的 多 项 式 . 特别 地 ， 


(A NEVO) =0. 


A 在 V( 和 i) 上 的 极 小 多 项 式 是 多 项 式 (t - 和;)" 的 某 一 个 因 式 ， 由 此 得 到 , 首先 , 入 是 
算 子 4lvw) 的 唯一 一 个 特征 值 . 其 次 , 在 子 空间 V(X;) 的 基底 合并 成 的 基底 之 下 , 算 
子 4 有 和 矩阵 
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其 中 4; 是 唯一 特征 值 X 对 应 的 w% = dim V(X) 阶 的 和 矩阵, 而且, 它 的 特征 多 项 式 是 
XAit) = tN) Mn 
因为 xa(t) -Ix ;所 以 ,nn =n 十 … 十 6 且 n = nmi. 


剩 下 来 是 要 证 明 限制 算 子 (A 和 Xi5)lv 的 非 退 化 性 . 但 , 这 是 显然 的 , 在 相反 的 情 
形 {Ker(A 一 入 E)} Vi 关 0, 而 且 必 有 0 关 v e VW 使 得 Av - Niv = 0. 但 是 在 Vi 上 .4 的 
特征 多 项 式 是 x(t) = (t - X)”, 而 入 绝 不 可 能 是 它 的 特征 值 口 


4. 宕 零 算 子 的 情形 定理 3 把 选择 线性 算 子 .4: 7 一 Y 的 最 简 和 矩阵 的 问题 归结 为 
那样 的 情形 , 即 .4 有 唯一 的 特征 值 \ 且 (4 - Xe)m = O 的 情形 , m < dim V. 设 = 
A 一 和 AE, 我 们 就 得 到 一 个 寡 零 指数 为 的 寡 零 算 子 , 它 对 应 罕 零 矩阵 B. 要 研究 的 情 
况 是 很 自然 的 

定义 3 称 线性 包 络 


只 [B]v = (v, By,.:. ,B™ -1v) 


是 与 需 零 指数 为 由 的 算 子 B 和 向 量 v 相 关联 的 循环 子 空间 . 设 m’' < m 是 使 Bmv = 0 的 
最 小 的 自然 数 . 

定理 4 笑 零 佐 阵 B 的 若 尔 当 标准 型 J(B) 存 在 (基础 域 R 是 任意 的 ). 

证 明 由 例 1 和 定义 1 可 以 看 出 , 所 有 的 循环 子 空间 都 对 应 若 尔 当 块 ， 我 们 需要 
指出 , 共 等 算 子 B 和 知 零 矩阵 B 所 作用 的 向 量 空间 V 可 以 分 解 成 用 适当 方法 选 出 的 循 
环 子 空间 的 直 和 . 

据 定 理 1, 矩阵 B 可 以 转化 为 对 角 线 上 元 素 为 0 的 上 三 角形 和 矩阵. 这 意味 着 ， 
前 n 一 1 个 基底 向 量 包 络 U0 对 8B 是 不 变 的 . 按 定义 BV c U, 而 按 归 纳 假定 , 在 U 中 
可 以 选择 出 相对 于 8 的 硅 尔 当 基 底 , 或 者 , 同样 的 

U = 只 [53]el 四 … 申 尺 [B]e。， 
只 [Bei = (ei Bei ,Bi iei)， Bmie;=0. 


不 失 一 般 性 , 可 以 认为 


(7) 


mi > m2 > > ms. (8) 
其 次 , 对 任意 一 个 不 含 在 U 中 的 向 量 v, 有 V = (v,U), Bv e U, 所 以 , Bv = 》 aiei 十 
Bu, u EU. 用 v' = v 一 u 替 换 v, 我 们 得 到 | 
V=(v,UV), Bv = De 
如 果 a; = 0, 1 < i < s, 那么 ,把 对 应 的 循环 子 空间 (v/ 的 站 (0) 补 充 到 若 尔 当 
块 .Jr， (0), 站 Jm, (0), 也 就 是 
B~ J(B)= diag(Jmi(0),* ,Jm, (0), 71(0)) 
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(~ 是 相似 号 ). 
剩 下 来 要 研究 对 某 个 指标 > > 1， 
al ===:… = Qr_1 = 0, Bv’ = 》 aiei， ar 天 0 
的 情形 . 为 方便 计 , 设 | 
ee ifr, elv, Bp- 
Qr Qe 
于 是 ， 


与 顺序 关系 式 (8) 相 对 应 , Bm"f. = 0. 又 因为 (7) 是 直 和 , 所以, 无 论 怎样 系数 6 都 必 
有 Bm"-1f. 天 0. 此 外 , 一 个 很 容易 的 推断 就 可 以 表明 , 和 


>》 兵 [B] ef +R[B]f, 
?天 
同样 是 直 和 并 且 与 0 重合 . 
但 现在 , 循环 子 空间 RR[B]f, 被 e' 4 U 扩 大 了 : RIB]f Cc RR[B]e', 从 而 我 们 有 
直 和 
Vv =DRlBe, 
i=1 
对 应 一 组 指数 m1 ，,… ,mm 其 中 mm = mi, i 关 7,m = mr 十 1. -同样 也 有 
B ~ diag(Jm; (0)… , Jm (0)) 
( 知 尔 当 块 的 个 数 保持 了 原来 的 个 数 , 但 有 一 小 块 的 维 数 增加 了 个 1). 一 般 说 来 , 序 
列 (m1,… ,ms) 是 没有 次 序 的 , 但 通过 向 量 e' 的 变换 就 可 以 达到 要 求 . 这 样 一 来 , 对 
于 适 零 算 子 8 的 若 尔 当 基底 就 证 明了 它 的 存在 性 . 口 
5. 唯一 性 ”要 着 手 证 明 唯一 性 , 我 们 顺便 讲 一 个 把 ” 阶 方 阵 化 成 若 尔 当 标准 型 
的 有 实践 意义 的 原则 
为 此 , 需要 会 找 出 与 矩阵 4 的 特征 值 M 相 对 应 的 m 阶 知 尔 当 块 ., (和) 的 个 数 N (m, 入 ). 
用 通常 方式 , 把 作用 在 n 维 向 量 空间 V 上 的 线性 算 子 A 的 矩阵 4 与 V 的 直 和 分 解 
V=V()@V, (9) 
一 起 讨论 . 其 中 


VO) = Ble (4- XM)e,… , (A- ME)™ -1e)), 


j=1 


V'= >_ V(X). 


和 A'# 和 
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我 们 先 来 计算 矩阵 (4 一 和 AE)t 的 秩 r = rank(4 一 XE) 或 者 , 同样 的 , 空间 (A 一 AE)tV 
的 维 数 ， 实际 上 , 这 个 维 数 与 V 的 基底 的 选择 没有 关系 . 在 分 解 式 (9) 中 , 每 个 空间 
对 (A 一 AE)* 都 是 不 变 的 , 所 以 


dim(A— ME)'V = >》dim(4-AXE)CMei+dim(4-AE)T 


J 


为 确定 起 见 ， 可 以 认为 mi < m2 :< Mms. 如 果 m; 入 1 那么 ， (A—AE)'C [4| ej; 一 0. 
当 m; > t 时 , 我们 有 


(A—AME)'C[Ale; = ((A— ME)'e;,(A— NE) te, ,(A— ME)™iT le,), 
也 就 是 
dim(A— ME)'C[Ae;=m;—t. 
在 V' 上 算 子 (4 一 AE) 是 非 退 化 的 (定理 1), 所 以 ， 


dim(A — ME)'V’' = dimV.. 


我 们 就 得 到 
T+ 一 > (m; 一 如 十 dim TY 
m;>t 
从 而 
Tt Tttl 一 > (mj; —t) — > (m; —t—1) 
mi;>t mj;>t+1 
= mi-t)- > (mo-t+ > 1 
mi;>t mj;>t+l1 mj;>t+l 
= >》 1+ Y_, 1=N(t+1, 和 NTN(t+2,N)+..., 
m; 二 t 十 1 mj;>t+l1 


也 就 是 
Tm—l ~ Tm 一 (rm 一 rm+1) 


={N(m,AN)+N(m+1,N)+}— {Nm+1,AN)+ Nm+2,N)+-..} 
= N(m, A)， 


进而 , 我 们 得 到 了 最 终 的 公式 
N(m, 入 ) 一 7m-1l 一 27m 十 7mm+I，， (10) 
m 之 1, ri = rank(A— MAME)’, ro=n7n. 


我 们 要 注意 , r; 是 矩阵 4 的 不 变量 (也 就 是 , 由 矩阵 4 的 相似 类 确定 的 数 ). 这 就 
意味 着 , 公式 (10) 也 就 建立 了 兰 尔 当 型 抢 阵 .J(4) 的 唯一 性 . 口 
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迄今 为 止 , 关于 可 实现 相似 
J(A) = 0-1AC 


的 矩阵 C 差不多 是 什么 也 没 讲 . 但 是 , 现在 , 因为 4 和 J(4) 对 我 们 来 说 都 是 已 知 甜 
阵 了 , 就 可 以 利用 和 矩阵 方程 

XJ(A)— AX=0 
求 出 C = (ciy) , 关于 这 个 方程 可 回想 定义 1 中 的 冶 ) 以 及 和 它 等 价 的 m2 阶 齐 次 线性 方 
程 组 . 设 C1,… ,Cr 是 它 的 一 个 基础 解 系 . 一 般 说 来 , 并 非 所 有 C; 都 是 非 退 化 矩阵 ， 
但 是 , 因为 若 尔 当 标 准 型 .J(4) 确实 存在 , 所 以 ( 带 有 不 定 系数 t,… ,tt 的 ) 


det(t1C1 二 +.…++trCr) 天 0， 
因此 就 有 复数 ai, … ,ar 使 得 
det(aliC1 十 … .十 arCyr) 关 0. 


从 而 C = aiCi 十 … 十 arC+ 就 是 未 知 的 矩阵 . 当然, 远 非 这 人 么 一 种 方式 可 以 确定 C ， 
甚至 可 以 规范 det C = 1 . 虽然 没有 原则 性 困难 , 但 是 , 用 这 种 方式 找 出 可 以 实现 回 
各 尔 当 基底 转化 的 矩阵 C , 并 不 太 容 易 实现 . 

例 4 满足 关系 式 5? = 5 的 n x n 矩阵 


的 极 小 多 项 式 , 显然 是 s(t) = 如 一 nt, 即 和 1 = n,X2 =0 分别 是 5 的 1 重 根 和 mn 一 1 重 
根 . 其 次 , 因为 rank 5 = 1 且 5 不 可 能 是 短 零 矩阵 ( 极 小 多 项 式 不 短 零 ), 所 以 它 的 若 尔 
当 标 准 型 就 剩 下 一 种 可 能 : J(5) = diag(n,0,… ,0) . 这 同样 是 显然 的 , 因为 P = = 5 
是 个 投影 矩阵 . 特别 地 ， 


l/n 一 1 —1 
Cc l/n nl 一 1 
1/m 一 1 n—1 
就 是 矩阵 方程 
211 Tn n 0 1 1 T11 Xin 


epeese se oa se oe Ss 9 
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的 一 个 解 . 

6. 化 若 尔 当 标准 型 的 其 他 方法 为 了 求 出 矩阵 的 车 尔 当 标准 型 和 相应 的 车 尔 
当 基底 , 主 理想 环 上 的 一 般 模 的 理论 相当 有 用 , 已 被 深入 研究 的 和 -矩阵 方法 是 上 述 
理论 的 一 个 变形 . 尽管 这 个 理论 已 经 普及 并 且 导 出 了 很 多 其 他 的 重要 结论 , 但 它 的 
内 容 是 足够 令 人 厌倦 的 , 而 且 这 本 教科 书 也 未 必 能 容纳 得 下 . 相反 , 我 们 紧 接着 要 引 
入 的 直接 的 几何 方法 足够 直观 且 能 够 推出 一 个 联合 定理 3 和 定理 4 的 不 变量 (例如 , 见 
参考 书 [2, 9] ). 

于 是 , 设 4: Y 一 Y 是 个 复 的 线性 算 子 , A 是 它 的 一 个 特征 值 . 因为 对 4A 一 XE 的 
右 尔 当 基 底 就 是 对 于 .4 的 若 尔 当 基 底 , 所 以 , 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 , 入 = 0. 此 时 , 算 
子 4 就 是 退化 的 . 包含 式 Im A c Y 是 严格 成 立 的 . 因而 , 我 们 可 以 对 n = dim V 用 
归纳 法 . 为 此 目的 , 我 们 看 , 稳定 在 某 个 p 之 第 p 项 上 的 序列 


Im A DImA' I ImA? IO...D ImA?! DI ImA? = ImA?rt!=..., 
就 有 
Im A?NKer A=0, Im.42z-1ImKer4 尖 0. 
对 照 83 的 习题 3, V 有 对 .A 不 变 的 子 空间 的 直 和 分 解 


V = Ker A? @ Im .42. 


如 果 dim Im A? > 0 , 那么 , 按 归纳 法 假定 , 其 中 的 每 个 被 加 项 都 有 若 尔 当 基底 , 把 
它们 合并 起 来 就 是 Y 的 一 个 若 尔 当 基底 . 
我 们 进入 了 
V = Ker A?, 
也 就 是 , A? = O , 而 A?-! 0 的 情形 . 
这 样 一 来 , 绕 开 具有 独立 价值 的 定理 3, 得 到 了 简化 成 寡 零 算 子 的 情形 . 不 求助 
于 定理 4, 我 们 以 下 面 的 方式 进入 . 为 了 方便 , 令 


Vi = Im A'-!N Ker .4. 


那么 ， 
Ker A=V oO.IOW #0 Wii=0. 


在 于 空间 V, 中 选择 基底 (al; 1 < i < ny). 因为 al e Im A?-1, 所 以 al = A?-1a?， 
对 某 个 向 量 a? 成立. 我 们 看 向 量 a* = A?-ka? ,1 < kk < p. 把 向 量 组 al 补充 上 向 量 
组 b} 后 扩充 成 V_1 的 基底 . 再 找 出 bp? 使 得 bj = A?-?b? ,看 bi = -42 一 1b? 
1 < 1 < p 一 1. 然后, 把 ai , by 加 上 向 量 ci 共计 nm,_s 个 向 量 一 起 扩充 组 成 子 空间 WV,_。 
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的 一 个 基底 , 依 此 类 推 . 用 一 个 图 来 说 明 这 个 过 程 


a 

| 

as -1 by -1 

1} | 

a2 by? 一 c2 

1} 1 1 

1} 1 | 

al bi cx dz2 

|} | 1 

ai b; cx dz er 
| 1 | |} | 


我 们 假设 图 中 的 向 量 是 线性 相关 的 : 
》 ago'ag+》 a Vap lt...+Y BP Yb? it...+ > es=0. (1) 


把 算 子 .A?-! 作用 到 (11), 即 得 结果 : 


从 而 , 我 们 有 


of) =0, 1<i<n,. 


现在 , 再 把 算 子 .42-2 用 于 (11), 我 们 得 到 
oa (p—1) 2 Vp! = 


按照 向 量 的 选择 , 可 得 出 cf = 0 = Bf2 . 继续 这 个 过 程 就 可 推出 (11) 是 个 平凡 
关系 式 . 男 一 方面 , 图 中 向 量 的 总 个 数 等 于 


{at}|+|{b;}| + + |{er} 
= pnp 十 (D 一 Jp -li 十 … 十 27o2 十 11 
= (1 十 `… 十 Tip) 十 (na 十 :十 mp) 十 :… 十 (np-l 十 mp) 十 mp 
一 dm Vi+dim 了 十 十 dm 人 -1 十 dm Vy 


p 
= Pm A nker N= 5 (dim Ker A — dim ke 
?一 工 1 


一 dm Ker A? =dim V 
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(关于 这 个 等 式 , 参见 82 的 习题 7). 
这 样 一 来 , 图 中 的 向 量 就 组 成 了 空间 V 的 一 个 基底 , 而 且 按 其 构 作 方法 , 它 是 个 
谈 到 关于 奋 尔 当 标 准 型 唯一 性 的 论断 , 那么 , 在 第 5 目的 表达 式 中 , 我 们 有 
N(m,0) = dim Vn ~ dim 人 + 
= (dim Ker .47 一 dim Ker A™-!) — (dim Ker A™t! 一 dim Ker A™) 
=2dim Ker A™ — dim Ker A™-!— dim Ker .4m+1 
= rank A™-i—92 rank .4m 十 rank AT+! = 7r,,_1 — 2r,, 十 Tm+1, 
而 这 个 数 , 正如 我 们 知道 的 , 它 是 个 不 变量 . 
7. 其 他 的 标准 型 ”在 这 一 目 , 我 们 简要 地 和 叙述 矩阵 的 一 些 另外 的 标准 型 , 特别 
地 , 它们 适用 于 不 是 代数 封闭 域 的 情形 . 
i) 循环 矩阵 和 循环 块 ， 回 忆 定 义 3, 域 K 上 n 维 空间 V 称 为 是 对 于 线性 算 子 .4 : 
V 一 V 是 循环 的 , 如 果 在 V 中 有 一 个 向 量 v , 使 得 


V = (el e2,…. , en ) ， 


其 中 


ei 一 .4 v, i=1,2,..….,n. 


此 时 , 也 把 v 称 为 是 循环 的 向 量 . 因为 (e;) 是 空间 V 的 基底 , 所 以 
亿 一 工 
A"v = > QiA'v, 
i=0 


而 且 系 数 a; e 8 是 唯一 确定 的 . 所 以 , 线性 算 子 A 在 这 个 基底 之 下 对 应 的 就 是 被 称 
为 循环 块 的 矩阵 , 形 如 


OO 


Qo 0 
相反 : 如 果 算 子 4 在 基底 (el,… ,en) 之 下 的 矩阵 是 个 循环 块 , 那么 , v = en 就 是 循 
环 的 回 量 , 而 且 e; = A"-ie,, (对 i 往 下 面 归纳 ). 
我 们 指出 , 4 对 应 的 循环 块 的 形状 与 初始 的 循环 向 量 的 选择 没有 关系 . 之 所 以 
可 以 充分 相信 这 一 点 , 在 于 块 (12) 的 第 1 列 是 由 .4 的 极 小 多 项 式 , 即 


亿 一 工 
pat) = f= > ai 
i=0 
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的 系数 组 成 的 . 
事实 上 , f(A) =O ,从 而 


f(A[A v= Alf(Av] =0, 


而 诸 向 量 Aiv 生成 V . 另 一 方面 , 对 于 任意 次 数 < n 的 多 项 式 g(t) , g(A) 关 ,因为 ， 
若 不 然 , 可 把 算 子 g(.A) = O 作用 到 循环 向 量 v 上 , 我 们 就 得 到 基底 向 量 Aiv 之 间 的 
一 个 非 平 凡 的 线性 关系 式 . 

ii) 空间 的 循环 度 ， 对 照 前 面 的 研究 , 如 果 空间 V 对 于 线性 算 子 4 是 循环 的 , 那 
么 , 它 的 维 数 等 于 算 子 .4 的 极 小 多 项 式 的 次 数 . 可 见 , 极 小 多 项 式 与 特征 多 项 式 是 一 
致 的 . 反之 亦 然 ( 见 83 的 习题 4). 

iii) 任意 线性 算 子 在 适当 的 基底 之 下 的 矩阵 可 以 表 成 循环 块 的 直 和 .， 这 个 证 
明 可 归结 为 类 似 于 有 关 若 尔 当 标准 型 定理 的 证 明 ， 我 们 应 该 研究 特征 多 项 式 的 因 
子 pi(t)", 其 中 pi(t) 是 域外 上 的 不 可 约 多 项 式 , 来 代替 原来 特征 多 项 式 的 因子 (t 一 Xi)7. 
如 果 限 制 条 件 , 在 所 有 循环 块 的 极 小 多 项 式 都 不 可 约 的 时 候 , 唯一 性 定理 同样 也 是 
成 立 . 没有 这 个 限制 条 件 , 唯一 性 定理 就 不 对 了 : 循环 的 空间 可 以 是 两 个 极 小 多 项 式 
互 素 的 子 空间 的 直 和 . 


习 题 
1. 运用 例 4 的 矩阵 S 和 对 J(S) 的 表达 式 , 计算 出 适 阵 | 
m —1l 一 1 
A=|-t”™ -1 
—1 一 1 m 


的 行列 式 , 并 把 它 写 成 det A 二 xs(m 十 1) 形式 . 
2. 精确 到 相似 , 下 列 和 矩阵 


41 = J2(0)+1(0)+71(0), A2 = J2(0)+.J72(0), 
As = Ja3(0)+71(0)， 44 = 14(0). 


就 穷尽 了 所 有 的 非 零 的 4xX4 阶 的 震 堆 矩阵 . 天 阵 


0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
1001 00 11 1 0 00 0 0 00 
0 0 0 0 0000||11 -10 0 1 -1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 10 0 0 00 


显然 都 是 知 零 的, 它们 各 相似 于 哪个 A; ? 
3. (1) 已 知道 x4(t) = (t 一 3)(t 十 2) 且 rank(A 一 3E) =2, 求 出 J](A); 
(2) 在 rank(A 一 36) = 1,3,4 的 情形 , 能 唯一 地 复原 J(A) 吗 ? 
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4. (1) 指明 , 延 阵 


6 2 一 2 6 2 
A=| -2 2 2 号 B= | 一 2 
2 2 2 0 0 


有 相同 的 特征 多 项 式 ; 
(2) 求 出 a(t) 和 jwB(t) ; 
(3) 求 出 J(A) 和 J(B). 
5. 设 域内 的 特征 数 为 零 , 4 是 只 上 7 x n 适 阵 . 证 明 , A 只 有 在 tr(A*)= 二 0,1<k<n 时, 才 
能 血 零 . 
6. 证 明 , 矩阵 A E Mn(C) 与 14 恒 共 斩 . 
7. 对 于 适 阵 A E Mn(C) ,关系 式 AN = 万 成 立 , 当 且 仅 当 , A 可 以 对 角 化 同时 它 的 特征 值 都 
是 N 次 单位 根 . 
8. 直接 验证 , 矩阵 
1 2 0 
4=|10 1 2|¢€Mags(Q), 
2 0 1 
但 4 和 Mags(Q) ,也 就 是 说 , 不 同 于 半 幻 方 ( 见 第 1 章 82 习 题 10), 幻 方 不 构成 一 个 环 . 更 令 人 感到 
意外 的 是 下 面 的 命题 : 
如 果 A < Mags(Q) , 那么 , 对 任意 奇数 m > 1 都 有 有 A” € Mags(Q) . 
. 根据 哈密 顿 -山菜 定理 证 明 这 一 论断 . 
9. 验证 , 对 任意 m > 2 , 迁 阵 A™ 都 不 是 一 个 幻 方 , 其 中 


E Mag4(Q). 


OO OO 所 NY 
一 OO OO 
号 ~ OO 
OO OO 


利用 矩阵 A , 证明, 对 所 有 的 n > 4 ,都 有 一 个 n x n 阶 的 幻 方 和 矩阵 , 而 它 的 m 次 暴 (m 之 2 ) 却 不 
是 幻 方 矩阵 . 


10. 把 矩阵 A = 帮 (入 ) 十 J]2(4) ,入 关上 写成 4 = 二 S 十 NN 的 样子 , 其 中 S = diag( 和 ,4,1) .更 


入 0 0 入 0 0 0 0 0 
4=|o01lS=|o ol,N=|o001 
0 0 x 0 0 kx 0 0 0 
把 9 和 NN 写成 4 的 多 项 式 s(4) 和 n(A) 形式 (按照 哈密 顿 - 凯 菜 定理 , 可 计算 出 , deg s(t) < 2， 
deg n(t) < 2 ; 照 惯例 , A? = 万 ). 
11. 设 V 是 个 复 的 n 维 空间 , A 是 V 上 的 线性 工 子 . 证 明 , A 允许 唯一 地 表达 成 


A=S+N, SN=NS, 
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其 中 S 是 可 对 角 化 的 , 而 是 一 个 寡 零 线性 算 子 , 同时, S 和 A 都 可 以 表达 成 A 的 多 项 式 形式 (5S 
被 称 为 半 单 的 , 而 和 被 称 为 是 算 子 .4 的 复 罕 零 算 子 ). 

12. 对 任意 自然 数 k, 计算 出 (J (入))*. 

13. 证 明 , 对 任意 三 个 延 阵 藉 ,YZ € M2( 扣 ), 必 有 [[X,Y] ,2] = 0, 这 里 的 [X,Y] = XY 一 
YX 是 矩阵 叉 ,Y 的 换 位 子 . 
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在 第 1 章 , 我 们 阐述 了 双 线 性 型 理论 , 某 种 程度 上 , 就 是 为 了 可 以 把 一 般 的 线性 
空间 转换 到 内 容 更 加 丰富 多 彩 , 甚至 可 以 说 是 更 为 熟悉 的 结构 一 一 度量 空间 .回想 
一 下 , 我 们 在 3 维 几 何 中 的 丰富 成 果 , 很 大 程度 上 , 是 以 向 量 代数 的 两 个 补充 概念 为 
前 提 的 , 它们 是 向 量 的 长 度 和 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 . 把 与 基础 域 关系 不 大 的 线性 的 
纯粹 定性 性 质 转化 到 向 量 空间 对 象 之 间 的 定量 的 关系 , 要 求 我 们 把 精力 实质 上 集中 
到 两 个 纯 量 域 R 和 C 上 . 由 于 本 身 的 重要 性 , 也 由 于 研究 新 的 形式 的 需要 , 复 向 量 的 
几何 得 到 了 特殊 的 讨论 . 


81 欧 几 里 得 向 量 空间 
1. 直观 理解 与 定义 ”两 个 向 量 的 纯 量 积 在 空间 R? 和 了 R3 的 解析 几何 中 起 了 重 


要 的 作用 . 这 种 纯 量 积 是 作为 这 些 向 量 的 长 度 以 及 它们 之 间 的 夹 角 的 余弦 的 乘积 引 
进来 的 . 在 给 定 的 直角 坐标 系 , 向 量 x = ziel + zzes 十 … 十 x3e 的 长 度 ||x|| 按 公式 


lx = V zi 十 Z2 十 Z3 


定义 . 所 以 , 对 任意 x 关 0 都 有 ||xl| > 0 . 长 度 的 平方 |x||” = 十 x2 十 x2 可 以 解释 成 
正定 二 次 型 的 值 . 与 其 配 极 的 对 称 的 双 线 性 型 (*|*) , 用 到 任意 两 个 向 量 x,y e R3 上 ， 
即 可 与 数 (或 纯 量 )(xly) = zliyi + zaya + zaya 相提并论 . 设 p = (元 Y) 是 向 量 x 和 y 之 
间 的 夹 角 , z = y 一 x 是 它们 的 差 ( 图 3). 把 通常 初等 几何 学 中 的 余 纺 公式 应 用 到 以 x， 
y, 2 为 边 的 三 角形 上 , 可 以 导出 


2 2 2 
上 zz 上 = lxll + llyll ~—2 lixll llyll cosw. 


男 一 方面 , 利用 型 (*|*) 的 双 线性 性 和 对 称 性 , 我 们 可 以 得 到 ||z||? = ly 一 xl 上 = (y 一 
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x|y 一 Xx) = ||x 扩 十 |y 上 F 一 2(xly) . 比较 |zl|? 的 两 个 表达 式 , 得 到 


(xly) = llxl llyll cos y, 


NN\ 


四 


图 3 


印 纯 量 (xly) 与 通常 的 向 量 x, y 的 纯 量 乘积 一 致 . 这 种 观察 提示 一 种 合理 的 方式 来 引 
进 R" 中 向 量 间 的 纯 量 乘积 : 


(x|y) = DTiy (1) 


但 是 , 这 个 定义 让 人 感到 包含 某 些 个 人 意愿 , 即 与 基底 的 选择 有 关系 , 为 了 排除 
这 一 点 , 我 们 引入 下 面 一 般 的 

定义 1 实 的 向 量 空间 V 带 有 一 个 指定 的 对 称 的 双 线 性 型 (x,y) F* (xly) ， 
它 对 应 的 二 次 型 x 忆 (x|x) (或 简单 地 , (xlx) ) 是 正定 的 , 就 称 空间 V 是 一 个 欧 几 
里 得 向 量 空间 . 

在 一 般 情 况 下 , 对 称 双 线性 型 (*|*) 在 向 量 x,y e Y 处 的 值 (xly) 被 称 为 是 它们 
的 纯 量 积 . 我 们 用 符号 (x|y) 代替 通常 的 f(x, y) . 有 责任 强调 这 样 一 个 事实 , 就 是 在 
二 次 型 的 无 数 的 集合 中 分 出 一 个 来 使 它 成 为 定义 欧 几 里 得 空间 的 基础 . 因为 我 们 准 
备 借 助 (xly) 导入 长 度 和 夹 角 的 概念 , 所 以 , 可 将 在 这 种 并 非 单 值 情形 获得 的 东西 与 
度量 直线 上 的 线段 时 比例 的 选择 的 随意 性 相 比 较 . 经 常 把 纯 量 乘积 表达 成 (x,y) 或 
者 (x,y) . 但 是 , 我 们 已 经 有 简单 的 向 量 对 (x, y) ( 笛 卡 儿 积 V x V 的 元 素 ), 而 (x, y) 
义 是 x, y 生成 的 子 空间 . 将 来 , 我 们 把 双 线 性 型 (*|*) 作为 空间 Cz(V, 了 有) 和 它 在 任意 
回 量 x, y 处 的 值 (xly) 等 同 起 来 . 

这 就 是 说 , 按 定 义 1, 欧 几 里 得 空间 是 一 个 对 (了 _ , (*|*) ), 其 中 V 是 RR 上 的 向 量 空 
间 , 而 (*|*) 是 Y_ 上 一 个 固定 的 对 称 的 双 线 性 型 . 我 们 再 一 次 把 纯 量 乘积 的 基本 性 质 
列 出 来 : 

i) (x|ly) = (y|x), Vx,y ET 

ii) (ax + Byl|z) = a(x|z) + Blylz), Va,p eR; 

ii) (x|x) > 0, vx #0((0|x) =0). 

关系 式 (1) 所 给 的 纯 量 乘积 ( 称 它 为 标准 纯 量 积 ), 显然 满足 这 些 性 质 且 适合 一 般 
定义 . 换言之 , 后 者 的 意义 更 广泛 . 

例 1 设 V = P 是 次 数 < n 一 1 的 实 多 项 式 的 向 量 空间 , 对 任意 两 个 向 量 ( 多 项 
式 )f,gEV, 数 


b 
(flg) = / f(t)g(t)dt @) 
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(lc 中 是 R 上 一 个 固定 的 区 间 ) 同 样 给 出 V 上 的 一 个 向 量 间 的 纯 量 乘积 , 这 很 容易 从 
定 积分 的 性 质 看 出 来 . 并 没有 把 纯 量 乘积 充分 地 用 自然 基底 1,t,… ,t"-! 的 术语 表 
达 . 应 当 注 意 , 纯 量 乘积 是 用 关系 式 (2) 在 连续 函数 (在 区 间 [a,b] 上 ) 的 无 穷 维 向 量 空 
间 C(a,5b) 上 给 出 的 . 相对 应 的 无 穷 维 欧 几 里 得 空间 用 符号 C2(a,2b) 代表 . 

2. 基本 的 度量 概念 ” 设 V 是 个 带 有 纯 量 乘积 (x|y) 的 欧 几 里 得 空间 . 


定义 2 称 非 负 实数 
|v|| = v (YIv): (3) 


是 任意 向 量 v eV 的 长 度 或 模 

因为 (vlv) > 0 , 所 以 任意 向 量 v 的 长 度 都 是 完全 确定 的 . 而 且 v 0 培 |Ivi > 0. 
如 果 和 Me RR ; 那么 ||Av|| = VOvIAv) = |A| :iv||. 

在 此 处 , 我 们 要 注意 , 欧 几 里 得 向 量 空间 V 的 任意 一 个 子 空间 UV 本 身 也 是 个 欧 
几 里 得 向 量 空间 , 因为 纯 量 乘积 (x|y) 在 U 上 导出 的 限制 定义 了 U x U 一 R 的 双 线 性 
函数 . 显然 , 它 保存 了 对 称 性 和 正定 性 . 特别 地 , 域 尺 本 身 可 以 被 看 成 是 个 1 维 的 实 的 
向 量 空间 , 在 它 上 面 , 向 量 的 长 度 和 通常 实数 的 绝对 值 一 致 . 在 一 般 情形 , 我 们 用 | * | 
和 ||*|| 区 分 它们 . 

称 长 度 为 1 的 向 量 是 标准 的 . 任意 向 量 x 0, 把 它 乘 上 适当 的 数 , 就 可 以 标准 化 


了 . 即 , 对 x' = a . 我 们 有 


1 x 
| 


lx = 
jx 


1 
= el |x|| = 1. 


在 进入 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 之 前 , 我 们 再 次 转向 纯 量 乘积 的 性 质 击 ). 
定理 1( 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 ) 欧 几 里 得 空间 中 , 对 任意 向 量 x, y ， 
不 等 式 


[xly)| sx (4) 
证 明 由 纯 量 乘积 的 正定 性 (性 质证 )) 得 到 
入 (x|x) 一 2A(xly) + (yly) = (Mx 一 y|Xx 一 y) >0, (5) 
其 中 是 任意 实数 . 


固定 向 量 x ye , 我们 把 (5) 的 左 侧 看 成 是 二 次 三 项 式 f, 因为 对 任意 
数 \e 玉 都 有 FA) >0, 所 以 , 它 的 判别 式 D(f) = (2(x|y))? 一 4(x|x)(y|y) 应 当 满 

足 不 等 式 D(f) < 0, 从 而 有 
(x|ly)’? < (x|x) : (yly). (6) 


把 (6) 两 侧 的 非 负 的 平方 数 和 (3) 的 向 量 长 度 所 用 的 定义 联系 到 一 起 ， 我 们 就 得 到 不 等 
式 (4), 其 左 侧 是 个 纯 量 (x|y) 的 绝对 值 . 口 
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说 明 如果 |(xly)| = ||lxll ly|| ,那么 D(f) = 0, 即 二 次 三 项 式 f 只 有 一 个 根 Ao. 对 
照 (5) 有 (Xox 一 y|Aox 一 y) = 0，, 从 而 y = Aox. 所 以 , 只 有 是 共 线 的 (成 比例 的 ) 癌 量 ， 
它们 的 纯 量 积 的 绝对 值 才能 等 于 它们 的 长 度 的 乘积 . 

例 2 ”应 用 到 标准 纯 量 乘积 (1) 和 空间 C2(a,5) 上 的 纯 量 积 上 , 不 等 式 (4) 就 变 成 


2 Tiyi| < >: Ds (7) 
b b b 
/ f(t)g(t)at <y| Pd/ 92 (t)dt. (8) 


不 等 式 (8) 在 数学 分 析 中 起 着 重要 作用 . 
柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 意味 着 


四 (x|y) 
[|x|| : llyl 


由 此 可 见 , 关系 式 (xly)/ (xl .yl 是 一 个 完全 确定 的 角 w 的 余弦 : 
(x|y) (9) 


一 一 一 <pET. 
x ly 
也 就 是 说 , 这 个 和 角 p , 按 定义 , 可 以 看 成 是 向 量 x 和 y 之 间 的 夹 角 . 
定义 3 如 果 向 量 x, y 之 间 的 夹 角 为 x/2, 也 就 是 (x|y) = 0, 那么 , 就 说 它们 是 正 
交 的 (表示 成 xLy ). 
零 问 量 正 交 于 每 个 向 量 x e  . 还 应 注意 


COS 一 


2 2 2 
xly 福 |x+yll = xl + lyl 


( 毕 达 哥 拉 斯 定理 ), 而 且 这 个 初等 几何 命题 是 纯 量 乘积 性 质 公 式 的 一 个 推论 . 关于 两 
两 正 交 的 回 量 x, y, zu … :的 命题 , 更 一 般 些 , 是 


2 2 2 2 2 
[x+y+z+ut:l = lxll +lyl + llzll + hull + 
命题 的 实质 是 验证 , 恒 有 
|xl = yl = 作 十 世上 一 了 ) 


( 蓉 形 的 两 个 对 角 线 相交 成 直角 )， 
由 定理 1 可 以 推出 
推论 (三 角 不 等 式 ) 向 量 x, y 与 x 十 y 的 长 度 可 用 不 等 式 


lx+yl < llx| + llyl (10) 
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联系 在 一 起 . 
证 明 实际 上 , 用 不 等 式 (4), 可 得 到 


居士 了 | 


= x + lyl +2(xly) < llxll? + llyl? + 2|(xly) 
2 2 
< lxll + llyll +21xl :llyl = (lxll 十 人 用 品 


例 3 在 函数 空间 C2(a,5b) 中 不 等 式 (10) 变 成 形 如 


(闵可夫 斯 基 不 等 式 ). 

3. 正 交 化 过 程 ”在 带 有 纯 量 乘积 的 标准 向 量 空间 R" 中, 向 量 e; = (0,… ,1,……0)， 
i 二 1,… ,n 两 两 正 交 而 且 作 成 一 个 基底 . 自然 地 期 待 , 在 任意 的 欧 几 里 得 向 量 空 间 V 
中 都 能 选 出 具有 类 似 性 质 的 基底 . 为 准确 地 说 明 这 一 点 , 我 们 要 有 

定义 4 欧 几 里 得 向 量 空间 V 的 基底 (e1,.… ,en) 被 称 为 是 正 交 的 , 如 果 , 当 i 关 ; 
时 , (eile;) = 0 ,ij = 1,2,…,n. 进一步 , 如果 当 7 = 1,2,… ,n 时 总 有 (ej|e;) =1， 
那么 , 称 这 个 基底 是 个 标准 正 交 基底 (或 者 规格 化 的 正 交 基底 ). 

换言之 , 在 标准 正 交 基底 中 所 有 的 向 量 e; 都 具有 单位 长 度 . 由 每 个 正 交 基底 都 
可 以 得 到 一 个 标准 正 交 基底 , 只 要 将 每 个 向 量 e; 标准 化 . 

我 们 指出 下 面 的 几乎 是 明显 的 事实 . 

定理 2 任意 非 震 的 相互 正 交 的 向 量 el,.…… ,em EV 都 是 线性 无 关 的 . 如 果 ， 
在 此 基础 上 还 有 dim V =n 同时 mm 二 n, 那么, 向量 组 ei 在 V 中 构成 一 个 标准 正 
交 基 底 . 

证 明 第 二 个 断言 可 由 第 一 个 断言 推出 来 ; 现在 就 来 证 明 第 一 个 . 设 


cl1el 十 aze2z 十 … 十 amem 一 0 


是 向 量 e1,… ,em 之 间 的 一 个 非 平凡 的 线性 关系 式 . 再 设 , 比如 , ax 关 0. 用 ex 在 该 
等 式 的 两 侧 做 纯 量 乘积 , 得 


0= (0lexr) = (alel 十 … :十 amem|ek) 


= ai(ellek) 十 … 十 ak(eklek) 十 … 十 am(emlek) = ak(ekleh)， 


I 件 i 随时 , (eilek) = 0 . 另 一 方面 , (erlek) 关 0 ,于 是 , 我 们 推 得 结论 ， 
得 到 的 矛盾 证 明了 定理 口 
定好 2 的 结 论 要 在 已 有 一 个 固定 的 正 交 基底 的 结构 时 才 可 以 应 用 , 但 应 该 及 早 建 
立 它 的 存在 性 . 
定理 3 在 任意 n 维 欧 几 里 得 空间 V 中 都 必 存 在 一 个 标准 正 交 基底 . 
证 明 V 上 的 二 次 型 9: 
q(x) = (x|x) = ||x| 
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是 正定 的 . 所 以 对 于 gq, 像 对 所 有 其 他 正定 型 一 样 ( 见 第 1 章 $4 第 8 目 ), 存在 V 的 基 
底 (e1, .… ,en), 在 这 个 基底 之 下 , 94 可 以 表 成 标准 型 - 


q(x) = 21 + 22 + + 2n 


(x = ziel 十 … 十 Znen) .任意 向量 x 和 y 的 纯 量 乘积 就 是 (1)， 但 是 , 这 就 意味 
看 (eilej) = 6i; , 也 就 是 说 , (e1,:… ,en) 是 一 个 标准 正 交 基底 (在 给 定 的 情形 , 更 准确 
地 说 , 规格 化 正 交 基底 ). 口 

注意 , 在 标准 正 交 基底 之 下 ， 向 量 x 的 坐标 等 于 用 相应 的 基底 回 量 与 x 作 的 纯 量 
乘积 : 


(xlei) = zi (10") 


定义 5 称 纯 量 乘积 (xle) 是 向 量 x 在 直线 (e)jR 上 的 投影 ， 其 中 e 是 个 长 度 
为 1 的 向量. 0 

这 样 一 来 , 我 们 可 以 说 , 向 量 x 在 标准 正 交 基 底 (e1,… ,en) 之 下 的 坐标 与 x 在 从 
标 轴 (eiz)R 上 的 投影 是 一 致 的 . 借助 于 通常 称 之 为 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 , 可 以 
实现 标准 正 交 基底 的 具体 构 作 , 这 个 方法 在 分 析 学 和 几何 学 的 很 多 不 同 的 所 可 题 中 都 
会 遇 到 . 我 们 先 要 注意 到 ， 与 给 定 的 向 量 v 正 交 的 所 有 向 量 的 集合 是 一 个 子 空间 , 可 
称 为 是 v 的 正 交 补 . 事实 上 , 如 果 xLv,yLv, 即 (xlv) = (ylv) = 0, 那么 , 就 有 


(ax + Py|v) = a(x|lv) + B(ylv) =0vaOeRR. 


同样 可 以 说 , 回 量 v 正 交 于 子 空间 C  , 如果 ylLu , Vu EU . 显然 , V1U 全 vlei， 
i 二 1,2,… ,m , 其 中 , ei1,… ,em 是 U 的 基底 的 向 量 

最 后 ， ,我 们 引入 

定义 6 所 有 的 正 交 于 子 空间 UC V 的 向 量 x EV 的 集合 是 一 个 子 空间 (由 于 条 
件 xLU 的 线性 性 质 ), 记 为 QU 一， 称 它 是 U 的 正 交 补 . 

定理 4 ( 正 交 化 过 程 ) 设 el,.… ,em 是 n 维 欧 几 里 得 向 量 空间 V 中 的 一 组 mm 个 线 
性 无 关 的 向 量 . 那么 , 存在 一 个 正 交 向 量 组 ef ,…… ,e' 使 得 线性 包 络 万 ; = (en , ei) 
和 L' = (e1,.… ,e/) 当 i 二 1,2,.… ,m 时 都 重合 , m < n. 

证 明 把 e 取 成 Xel , 其 中 和 = lei||”. 因为 , Di = 人 el) = (ei) = Li, 这 就 给 

命题 当 m = 1 的 情形 : 设 , 当 1 < < m 的 情形 , 已 经 构建 出 了 所 需要 的 向 量 
组 ei,… ,ek (Li = ,i == 1,2,… ,kk) .我们 来 指明 如 何 找 出 ef . 

”向 量 eny1 不 包含 在 L = L 中 (否则 ，exy1 可 用 ei,… ;ek 线性 表示 )， 所 以 ， 

Lk+1 = (el ,ep,V) , 其 中 ， 


k 
) / 
V 二 pl 一 和 ie;， 
i 二 1 
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而 入 ,…. ,和 是 任意 纯 量 . 我 们 力求 选 好 和 ; 使 得 v 与 5 正 交 . 要 做 到 这 一 点 , 正如 
我 们 已 经 知道 的 , 充分 而 且 必 要 地 满足 条 件 


k 
0= (vle;) = (ek+lley) 一 (> elle 
i=1 


k 
= (eprile’) ~ DO Nlelle’) =(eprile) — A j= 1 hk 
i 二 1 


这 样 一 来 , 取 和 ; = (ek+1ile) 就 得 到 了 v 关 0 正 交 于 LL . 设 ef = HAv ,k= 上 vl , 
我 们 就 得 到 了 标准 正 交 组 ei,… ,e4 ,1 ,而且 Ln41 = 玫 ;1 . 最 后 , 就 得 到 所 要 求 的 
回 量 组 ei ,…… ,e’. 口 

推论 欧 几 里 得 向 量 空间 V 中 所 有 的 标准 正 交 向 量 组 都 可 以 扩充 成 标准 
正 交 基 底 、 

证 明 按照 第 1 章 82 的 定理 3, 据 条 件 , 已 有 的 标准 正 交 组 el,… ,em 可 以 扩充 成 
基底 e1,…… em , emt+l,*' ,en 对 于 这 个 基底 ， 利用 定理 4 中 论述 的 正 交 化 过 程 ， 可 
以 不 触及 前 面 的 m 个 向 量 0 

运用 一 个 很 接近 前 述 定理 的 正 交 过 程 的 手法 可 以 证 明 下 面 的 论断 . 

定理 5 设 L 是 有 限 维 欧 几 里 得 向 量 空间 V 的 一 个 子 空间 ,Ll 是 它 的 正 交 补 ， 
那么 ， 

V=L@L-, Li++=L. (11) 


证 明 我 们 在 L 中 取 任 意 一 个 标准 正 交 基底 (e1,… ,em) . 设 w eV . 知 向 量 


7 放 
vV 一 到 一 > (wjeijei. 
;一 1 


因为 (vlej) = (wle;) - >》 (wlei)(eile;) = (wle;) — (wle;) — (wle;): 1 = 0;7 = 


i=1 
1,2,… ,m, 所 以 , 问 量 v 正 交 于 子 空间 L. 这 意味 着 , w = uv, 其 中 u = 》 (wlei)ei € 


上 而 ve L+. 也 就 是 ,V = 上 + 和 

设 x E LNL., 因为 x € 工 , 所 以 (x|L) = 0. 但 是 , 特别 地 , x e Lt+, 所 以 (x|x) = 0 
从 而 x=0. 从 而 ,V = L@L+ 是 直 和 |. 

由 分 解 式 w = u 十 v (u €E L,v e L+) 得 到 (wlu) = (uu 十 viu) = (ulu) + (vlu) = 
ull ， 类 似 地 ，(wlv) = lv . 现在 , 如 果 w se ZL, 那么 , (wlv) = 0 且 |Iv|l? =0， 
导致 w = ue 工 可 见 , L++ C 工 . 其 次 , 因为 ZL = (L+)+ 是 正 交 于 Lt 的 子 空间 ， 
而 (LIL+) = 0, 故 LC Lt+ . 从 而 ZL = 工 . 口 

4. 欧 几 里 得 向 量 空间 的 同 构 ”我 们 看 到 了 , 在 欧 几 里 得 向 量 空间 中 选择 一 个 标 
准 正 交 基 撒 就 给 出 了 把 纯 量 乘积 (x|y) 记 成 标准 型 (1) 的 可 能 性 . 这 个 事实 实际 上 意味 
着 癌 量 空间 V 和 了 R" 就 其 自己 度量 性 质 来 说 是 没有 差别 的 . 更 精确 的 命题 可 以 表述 成 
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定理 6 任意 两 个 维 数 相同 的 欧 几 里 得 向 量 空间 ，V' 都 是 同 构 的 . 意思 就 是 ， 
存在 向 量 空 间 的 同 构 映 射 f : V 一 了 ( 见 第 1 章 82 第 3 目 中 的 定义 )， 它 还 保持 纯 量 乘 

积 , 即 
(xly) = (f(x)|f(y)) (12) 


((*|*) 是 V' 上 的 纯 量 乘积 )， 
证 明 ”研究 V 的 一 个 标准 正 交 基底 (el … ,en) 与 V' 的 某 个 标准 正 交 基 底 (e1,… ， 
e' ). 对 应 


/ / / 
f :X= Xielt++Tnen PX 一 TO1el 十 … 十 Znen， 


显然 是 个 双 射 . 如 同 在 第 1 章 82 第 3 目的 定理 5 的 情况 一 样 , 可 以 直接 确认 , /是 加 量 空 
间 的 同 构 映射 ， 因 为 在 V 和 V' 中 计算 纯 量 乘积 (xly) 和 (xj|y')' 都 是 按 着 同一 个 公 
式 (1) 进 行 (鉴于 基底 的 选择 ), 所 以 , 欧 几 里 得 向 量 空间 同 构 的 条 件 (12) 同 样 得 到 
了 满足 . 口 

刚刚 证 明 的 这 个 定理 允许 用 V 中 向 量 作用 与 V 上 纯 量 乘积 术语 描述 的 任何 命题 
转换 成 几何 语言 . 反 过 来 , 对 于 空间 R? 和 R3 中 的 度量 定理 应 该 在 所 有 的 维 数 < 3 的 欧 
几 里 得 向 量 空间 V 上 保持 正确 . 

还 有 一 种 涉及 同 构 的 说 法 , 即 按 第 1 章 83 的 思想 研究 与 欧 几 里 得 丫 量 空间 V 共 
恩 ( 对 偶 ) 的 空间 V* . 

显然 , 在 固定 任意 一 个 向 量 v eV 的 情况 下 , 映射 更 :xm (v|x) 决定 了 一 个 
线性 型 : 

By = (vl*):V 一 下 ， 


也 就 是 说 , (v|*) < V*. 

定理 7 了 映射 更 : Vv F， (Vv|*) = 再 是 向 量 空间 V 到 V* 的 自然 同 构 ， 在 这 个 
同 构 之 下 , 欧 几 里 得 向 量 空间 V 的 标准 正 交 基 底 (el,.… ,en ) 与 V* 中 与 其 对 偶 的 基 
底 及 ,…. ,fn 相 匹 配 . 

证 明 ”因为 纯 量 乘积 (v|x) 对 v 是 线性 的 , 所 以 映射 更 也 是 线性 的 : 


下 (au+ev) = (au+Bvl*) = a(ul*) + B(VI*) = a®Bu + PEv. 


其 次 , Ker 更 = 0, 因为 ve Ker 下 之 (v|x) = 0, Vx EV , 且 , 特别 地 , (vlv) = 
0=>>Vv=0. 

作为 空间 V* 的 任意 元 素 , 线性 型 (v|*) 一 定 可 以 由 向 量 空间 V* 的 对 偶 于 基底 (ei) 
的 基底 el,… ,e* e V* 线性 表示 . 特别 地 


nN 


更。 = (eil*) = 》 aije7， i=1, ,Nn. 
7 一 
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因为 (e1,… ,en) 是 标准 正 交 基 底 , 所 以 
0ij = aikbjk 一 》 aikes(ej) = (eile;) = 65 
k=1 k=1 


于 是 有 
(eil*) = ef. (13) 


这 就 给 出 了 更 的 满 射 性 , 进而 , 给 出 了 更 的 双 射 性 . 与 此 同时 , 关系 式 (13) 建 立 了 定 
理 断 言 的 结论 的 正确 性 . 

这 就 是 说 , 在 欧 几 里 得 向 量 空间 中 每 个 向 量 v ET 都 可 以 看 成 是 一 个 线 
性 型 v : V 一 到. 在 这 样 的 等 同 的 关系 之 下 , V 的 标准 正 交 基 底 就 是 自己 的 固有 的 
对 偶 (相互 ) 基 底 . 在 研究 线性 算 子 的 时 候 , 我 们 要 使 用 自然 同 构 (将 它 与 通常 的 向 量 
空间 同 构 V ~ V** 做 比较 ), 如 果 在 V* 上 按 规则 


(Cal) lv|#))” := (ulv), 


定义 纯 量 乘积 , 同 构 映 射 更 可 以 看 成 定理 6 意义 下 的 一 种 度量 , 所 有 的 关于 纯 量 乘积 
的 公理 都 满足 (请 验证 一 下 ). 

5， 标准 正 交 基 底 与 正 交 和 矩阵 在 欧 几 里 得 向 量 空 间 V. 中 标准 正 交 基底 起 着 重 
要 作用 ,从 而 自然 地 要 研究 从 一 个 标准 正 交 基底 (ei1,:… ,en) 到 另 一 个 标准 正 交 基 
发 (ei,… ,e') 的 转换 公式 . 一 如 既往 , 记 


ej=a1jel++a2je2 二 :二 +anjen, 1<jij<&n, (14) 


我 们 就 得 到 一 个 转换 矩阵 4 = (ai;) , 在 它 的 第 k 列 上 排列 着 el 对 于 基底 (el, … ，en) 
的 坐标 . 到 现在 为 止 , 我 们 只 是 又 把 第 1 章 82 的 公式 (3) 再 写 了 出 来 , 且 在 4 上 有 唯一 
的 一 个 限制 det 4 关 0. 现在 利用 基底 的 标准 正 交 性 质 : 


9i = (eile;) 一 b> Qkiek| De) 一 >》 akialj (exle) = 》 apiakj. 
k 1 k,l k 


也 就 是 : 
oa + a2iQ2j 十 …: 十 aniqany = | ， 7 (15) 
联系 到 转 置 矩 阵 !4 , 关系 式 (14)( 或 (15)) 可 以 再 写成 简捷 形式 
tA.A=E. / (16) 
从 而 有 4-1 =ih . 因为 4-14 = 二 4A.4-!1= 万 ,所 以 又 有 


A.'4=5&, (167) 
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它 可 以 导出 关系 式 


Qi10711 十 Qi20712 十 … 十 'Qinajm 一 | Wh (15”) 
1,i=7. 
定义 7 满足 等 价 条 件 (15), (15’), (16)， (16) 之 一 的 佐 阵 A = (aii) 即 称 之 为 正 交 
矩阵. 所 有 的 n 阶 正 交 和 矩阵 的 集合 用 符号 O(n) 表示 . z 
可 以 直接 验证 (而 且 我 们 还 会 返回 到 它 上 ), O(n) 是 个 群 , 称 它 为 正 交 群 . 现在 ， 
如 有 果 4 是 任意 一 个 正 交 和 矩阵, 那么 , 由 标准 正 交 基底 (e1,:… ,en) 按 公式 (14) 得 到 的 
癌 量 组 (ei,… ,e4) 同样 也 是 标准 正 交 基底 . 
我 们 得 到 下 列 重要 结论 
定理 8 ”由 一 个 标准 正 交 基底 向 另 一 一 个 标准 正 交 基底 的 转 接 生 阵 是 正 交 径 阵 而 
且 , 所 有 的 正 交 矩阵 都 可 以 是 这 种 转换 挝 阵 . 
注意 , 由 公式 (14) 和 癌 量 的 标准 正 交 性 可 以 得 到 正 交 和 矩 阵 4 的 元 素 oij 的 几何 解 
释 . 就 是 
Qij = (eilej) = cos i, (17) 


其 中 wz 是 原来 的 基底 向 量 e; 和 新 的 基底 向 量 e’ 之 间 的 夹 角 . 把 等 式 (16) 转 化 成 行 
列 式 , 还 可 以 得 到 (det 4)? = 1 , 即 , 所 有 的 正 交 和 矩阵 的 行列 式 为 +1 或 -1 
由 第 1 章 82 我 们 熟悉 了 向 量 y EVV 在 基底 转换 时 坐标 的 表示 规则 . 如 果 x = 


2 viei = 2 7 ei ,那么 
Ti = 》 Qi, i= 1,2,.…,Nn 
了 
但 是 , 现在 还 进一步 知道 4-: =t 4 , 所 以 
太一 》 aji27， 2 一 1 2. ,7 
J 


6. 辛 空间 ” 纯 量 乘积 的 概念 是 “多 面孔 的 ”. 如 , 在 V = R2™ 十 任意 一 个 非 退 化 
的 斜 对 称 的 双 线 性 型 就 给 出 一 个 辛 线性 结构 . 二 次 型 本 身 , 常常 表 成 [x|y] , 仍然 被 
称 为 是 辛 纯 量 乘积 . 对 (V ，[*|*] ) 被 称 为 辛 空间 . 对 照 第 1 章 84 的 定理 9, 不 失 一 般 性 ， 
可 以 把 辛 结构 认为 是 标准 的 (相对 于 J 或 用 ). 对 应 的 基底 称 为 辛 基底 . 我 们 提 到 过 的 
定理 9 的 推论 有 男 外 一 种 说 法 : 所 有 的 维 数 相同 的 辛 空间 都 是 同 构 的 . 

如 同 在 欧 几 里 得 空间 一 样 , 很 自然 地 也 可 以 研究 VY 上 的 保持 辛 结构 的 线性 算 子 . 

定义 8 称 线性 算 子 .4 : V 一 V 为 辛 算 子 , 如 果 


[Ax|Ay] = ly] vx,y EV=R™,. 
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空间 V 上 所 有 辛 线性 算 子 的 集合 称 为 辛 群 且 用 符号 Sp(2m):=Sp(V ) 代 表 . 4 属 
于 Sp(2m) 的 条 件 的 矩阵 形式 可 写成 


0 — En 
4..Jo.:4= 力 = 
En 0 


这 时 , 称 4 是 个 辛 和 矩阵 ， 由 此 得 出 det 4 = 二 1. 事实 上 , det 4 = 1 , 这 可 以 由 定 
理 8( 第 1 章 84 的 第 10 目 ) 直 接 计算 出 来 : 


1 = Pf(Jo) = Pf(:A. .nA)= (det 4)PffJo) = det 4. 
直接 验证 就 容易 确信 , 集合 Sp(2m) 实际 上 是 个 群 , 也 就 是 相对 于 通常 的 运算 (4， 


B) 一 4B, 4 一 4- 是 封闭 的 . 
当 m = 1 时 , 有 同 构 Sp(2) ~ SL(2, 了 及 ) . 实际 上 , 对 任意 a, 6,y,5 , 由 条 件 


Q BB 0 一 1 {a B 
yy 0 1 0 7 0 
0 oo- ( 村 
Q0 一 BY 0 1 0 
可 以 得 到 a6 ~- By=1. 
在 第 5 目 , 我 们 已 经 看 到 , 正 交 群 的 元 素 与 欧 几 里 得 向 量 空间 的 标准 正 交 基底 一 
一 对 应 . 类 似 地 , 线性 算 子 A : R2™ 一 R2m 是 辛 算 子 , 当 且 仅 当 , 它 在 辛 空间 上 导出 
辛 基底 (并 且 , 对 任意 两 个 辛 基底 都 能 找到 一 个 算 子 , 它 把 一 个 变 成 另外 一 个 )， 
“ 正如 我 们 要 指出 的 , 辛 算 子 ( 辛 矩 阵 ) 的 谱 具 有 一 系列 有 趣 的 特性 : 
定理 9 蕴涵 式 
Ae spam) > xal) tx 人) 
特征 多 项 式 x4(t) 的 根 可 以 分 成 四 个 一 组 (或 者 成 对 ), 它们 有 序 地 以 实 轴 对 称 并 
且 以 单位 圆周 对 称 . 
换言之 , x4(t) = 》 aiti 是 个 递归 多 项 式 : ai = a2zm_i,i = 1,2,… 
证 明 设 4 是 算 子 4 的 矩阵 . 由 定义 的 关系 式 !4 万 4 二 万 有 :4-1 = 万 471- 
一 04A.0 . 可 见 ， 
XA(t) = det(tE ~ A) = det(Jo(tE — A)N) = det(tE — .JAN !) 
= det(tE — ‘4!)= det(:(tE — A-!)) = det(tE — A-!) 
= det(tE — A™')det A= det(tA— E)= det(E —tA) 
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1 1 
= t2" det (i# 一 4 = {tmxA (1) . 


我 们 看 到 , 与 辛 线性 算 子 4 的 特征 值 一 起 , 和 -~! 也 同样 是 个 特征 值 . 此 外 , x4(t) < 
及 [中 ,与 多 项 式 x4(t) 的 复 根 和 一 起 ,和 也 是 它 的 一 个 根 . 每 个 根 和 ， 如 果 | 和 A| 去 1， 
Im 和 夭 0, 就 确定 了 四 个 根 , 入，1/ 和 A，1/ 和 ,得 四 根 组 (图 4)， 在 破坏 了 条 件 其 中 
之 一 时 , 就 得 到 一 对 根 . : 口 


有 时 , 对 带 有 标准 结构 .jj : 


mm 
[xly] = S(Tirmy; 一 TiVitm) 
i=1 


的 储 空 间 Y 引 入 相对 照 的 欧 几 里 得 结构 : 
277m 

(xly) = >》 ZU 
k=1 


(尽管 与 的 联系 并 不 规范 , 即 所 用 的 方式 取决 于 坐标 系 的 选择 ). 
对 于 [x|y], 如同 对 任意 的 双 线 性 型 ( 见 83), 可 以 找到 一 个 线性 算 子 7 ,使 得 


[xly] = (xl7y) 


Ix|y] 的 斜 对 称 性 导致 算 子 了 的 斜 对 称 性 . 事实 上 , 在 选 定 的 基底 之 下 , 它们 的 
矩阵 就 是 .jn . 显然 , 7 e Sp(V) 且 7? = -2. 直接 可 以 看 出 来 算 子 .7 能 够 表示 成 把 每 
个 辛 ( 双 曲 ) 平 面 转 r /2 角 的 旋转 . 

我 们 称 一 个 平面 I e Y 是 零 平面 , 如 果 [IIHI] = 0 ,也 就 是 对 任意 x，y € 也， 
[xly] = 0 ( 斜 正 交 性 ). 由 了 的 定义 推 知 , 平面 I 是 个 零 平 面 , 当 且 仅 当 , 平面 II 与 了 
(I ) 在 欧 几 里 得 意义 之 下 正 交 . 因为 7 是 个 非 退化 的 算 子 , 所 以 dim I = dim .7(D)， 
因此 , 在 V = 了 R2m 中 零 平 面 的 维 数 不 超 过 m. 

满足 条 件 了 ? = -2 的 算 子 7 给 出 了 辛 空间 中 引入 复 结构 的 可 能 性 . 在 这 个 前 提 
下 的 一 些 应 该 理解 的 东西 将 在 84 中 加 以 解释 . 
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习 十 

1. 在 所 有 次 数 一 3 的 多 项 式 空 间 忆 中 , 对 于 由 公式 (flg) = 广 ; bg 人 (对 给 定 的 纯 量 乘积 ( 公 
式 (2) 的 特殊 情形 ), 向 量 1 和 向 量 t 是 正 交 的 . 找 出 : 

(1) 子 空间 (1, + : 

(2) 已 的 一 个 标准 正 交 基底 . 

2. 设 (V,(*|*)) 是 3 维 欧 几 里 得 向 量 空 间 , 对 任意 x EV ,||x||? = (x|x) = 3x? 十 2x2 十 z3 一 
47172 一 27173 十 27273 (验证 , 这 个 二 次 型 是 正定 的 ), 试 找 出 : 

(1) 向 量 x = [1,1,1],y = [2,2, 1] 之 间 的 夹 角 Qa ; 

(2) 所 有 与 x 正 交 的 向 量 . z 

3. 运用 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 证 明 , 任意 一 个 非 退 化 矩阵 A = (aij) € Mn( 取 ) 都 可 以 写 
成 乘积 4 = BC 的 形式 , BB 是 正 交 甜 阵 , C 是 上 三 角形 佐 阵 , 且 十 det 4 = det C . 

4. 把 集合 JM ( 展 ) 看 成 是 带 有 标准 纯 量 乘积 的 欧 几 里 得 空间 , 维 数 为 n? . 它 包含 一 个 正 交 绑 
阵 群 O(n) ,每 个 矩阵 决定 了 n(n 十 1)/2 个 关系 式 (15) 或 (15') (O(n) 就 是 正 交 和 群 ). 这 样 一 来 , 可 
以 把 O(n) 当成 一 个 2 一 n(n 十 1)/2 = n(n 一 1)/2 = dimo (n) 维 的 “代数 流 形 ”, 其 中 o(n) 是 n 阶 
针对 称 矩 阵 的 向 量 空间 . 在 O(n) 和 o(n) 之 间 自 然 地 产生 了 一 个 相当 好 的 对 应 关系 , 山菜 变换 


K=(E-A) (E+A), A=(E-K) (E+AK), (18) 


就 是 这 种 对 应 的 一 个 例子 . 

需要 证 明 , 如 果 A E O(n) , det(B 一 A) 关 0，, 那么 K € o(n) . 反之 , 验证 , 每 个 矩阵 KK e 
0(n) 都 对 应 一 个 1 4 Spec(4) 的 天 阵 4 .在 上 述 提出 的 “代数 流 形 ”?O(n) 的 对 应 中 需要 去 掉 方 
程 det( 忆 一 A) 二 0 决定 的 “ 超 平面 ”. 

可 以 提出 另 一 个 凯 菜 变换 


K=(E+A) (EE-A), A=(E+K)- (EK), (19) 


其 中 需要 从 O(n) 中 排除 满足 方程 det(4 十 媚 ] = 0 的 “ 超 平面 ", 或者, 等 价 于 -1 4 Spec(A) 的 正 
交 疆 阵 . 

要 求证 实 关系 (19) 的 正确 性 . 

5. 验证 , 由 斜 对 称 矩 阵 用 山 莱 变换 (在 关系 式 (18) 和 (19) 中 ) 得 到 的 正 交 佐 阵 的 行列 式 均 为 1( 用 
符号 SO(m) 代 表 所 有 这 样 的 矩阵 的 集合 )， 

6. 证 明 , n x n 阶 正 交 矩阵 A 的 特征 多 项 式 X4(b 具有 性 质 : 

四 如 XA(L/ = +xalt). 
7. 设 4 = [40，… ,4o] 是 一 个 由 相互 正 交 的 行 排 成 的 矩阵 , 证 明 
aet 4|=|4ol Ac lAe,) 


(向 量 在 RR" 的 标准 模 ). 
8. 设 久 = |X0),… ,XX(n)|] 是 Mi,( 民 ) 中 的 任意 一 个 矩阵 , 证明 


ldet X| < Xo |X xy 


(阿达 马 不 等 式 ). 
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82 埃 尔 米 特 向 量 空间 


1. 埃 尔 米 特 型 ”很 多 问题 与 作用 在 复 向 量 空间 上 的 线性 算 子 有 这 样 或 那样 的 
联系 . 由 于 这 个 原因 , 复 向 量 空间 赢得 人 们 的 特别 关注 . 及 上 欧 几 里 得 空间 上 各 种 度 
量 关 系 目 然 地 充当 了 在 复 的 情形 引入 纯 量 乘积 的 刺激 因素 . 但 是 , 正如 在 第 1 章 $4 的 
第 7 目的 末尾 指出 的 那样 ， 标准 双 线 性 型 s(x， y) 三 2Z191 十 十 Znyn Ti,Yy; EC 却 不 
能 是 达到 此 目的 的 一 个 出 发 点 , 因为 向 量 x e Cn 的 长 度 ( 模 )||x|| = Vs(x,x) 具有 “ 令 
人 厌恶 的 "性质 : 


。 2 。 。 。 2 
lixl? = sx 和 x) = ?2s(x, x) = — lixll?. 


如 果 x 关 0 且 ||x|| > 0 , 那么 x e C" ,但 ||ix|| <0. 

要 是 我 们 想 利用 直观 理解 的 向 量 长 度 的 概念 ,上面 的 定义 显然 是 不 能 接受 的 . 

埃 尔 米 特 空间 ( 西 空间 ) 可 以 充当 欧 几 里 得 向 量 空间 的 极 好 的 类 似 对 象 . 我 们 引 
入 下 面 的 . 

定义 1 称 f :VxV 一 C 是 复 向 量 空间 上 的 一 个 半 双 线性 型 , 如 果 

i) f(ax 十 By,z) = af(x,z) + Bf(y,Z), VA, EC ,x,y,zZ EV ,也 就 是 说 , 在 第 
二 个 变量 固定 时 , f 对 第 一 个 变量 是 线性 的 ; 

ii) f(x,ay 二 Bz) = f(x,y) 十 Bf(x,z) ,其 中 a,P 上 的 小 横 杠 表示 通常 的 共 力 复 
数 (在 第 一 个 变量 固定 时 , 对 第 二 个 变量 有 半 线 性 性 )， 

称 半 双 线 性 型 /为 埃 尔 米 特 型 , 如 果 


f(y, Xx) = f(x,y). (1) 
设 (e1,… ,en) 是 空间 V 的 一 个 基底 , 如 果 x = 》 ziei ,y = 》 yjey ,那么 
; 7 


fy)= >》 firiy, fi;= jeiej) 
2,7 


是 型 f 在 基底 (el,… ,en) 之 下 值 的 表达 式 . 型 f 的 埃 尔 米 特性 质 意 味 着 它 的 矩阵 Ff = 
(fi;) 的 系数 满足 条 件 
fi; = fiji. 
换言之 . 
F*=F (1") 
其 中 F* := tif. 满足 条 件 (1') 的 矩阵 FF 同样 也 称 为 是 埃 尔 米 特 的 . 
如 果 严 是 埃 尔 米 特 型 在 基底 (e4,…… ,e%) 之 下 的 矩阵 , 借助 于 转换 矩阵 4, 在 基 
底 (el)……… ,en) 之 下 又 可 以 得 到 它 , 于 是 有 
下 一 "4.4 (2) 


(4= (zj); 可 以 和 第 1 章 $4 的 表达 式 (5) 相 比较 ). 利用 (1) 可 以 直接 验证 


(F)* = (tA.F.A) AF.AA. AA.FP.A=P, 
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也 就 是 说 , 这 正 是 我 们 所 期 待 的 , 在 用 :4 . .A 替换 F 时 仍 保持 埃 尔 米 特性 质 . 
埃 尔 米 特 型 (x,y) 目 然 地 对 应 埃 尔 米 特 二 次 型 1 (x, x), 因为 


f (Xx, Xx) 一 f (x, Xx), 


所 以 埃 尔 米 特 二 次 型 只 取 实 数值 .此 时 , 如 果 f (x, x) > 0 而 且 f (x,x) =0 过 x= 0, 那 
么 , 就 说 型 1 是 正定 型 . 把 /写成 


f (x,y) = g(x,y)+ih(x,y), 


其 中 g, h 都 是 实 值 消 数 , 利用 (1), 我 们 容易 相信 , ga 和 h 都 是 V 上 的 双 续 性 型 , 而 且 g 是 
对 称 型 , 而 h 是 斜 对 称 型 . 最 后 , f 的 正定 性 等 价 于 g 的 正定 型 . 
定义 2 域 C 上 一 个 有 限 维 向 量 空间 V 附加 了 一 个 正定 的 埃 尔 米 特 型 (x|ly) := f(x， 
y), 则 称 为 埃 尔 米 特 空间 ( 西 空间). 复数 (xly) 称 为 是 向 量 x,y < V 的 纯 量 积 (也 说 是 
内 积 ). 
换言之 , 在 新 的 设 定之 下 , 我 们 有 
(xly) = (y|x), 
(ax + Pylz) = a (x|z) + BP (ylz), 
(x|x) > 0; (x|x) = 0, 只 有 x = 0 才 行 . 
例 1 设 
(xly) = ZI 页 + £2 + … + Tn, (3) 
译 无 疑义 地 , 我 们 得 到 了 一 个 带 有 单位 和 矩阵 F = 五 的 正定 的 埃 尔 米 特 型 , 也 就 是 复 的 
坐标 空间 C", 附加 了 这 个 埃 尔 米 特 型 就 成 为 埃 尔 米 特 空间 了 . 如 果 借 助 于 矩阵 4 把 
标准 正 交 基底 变 成 男 外 一 个 基底 , 那么 , 按照 (2), 就 可 以 用 我 们 的 标准 的 埃 尔 米 特 型 
对 应 埃 尔 米 特 和 矩阵 F' = tA . A. 
在 实 的 情形 , 复 共 斩 性 可 以 忽略 不 计 , 因此 , 埃 尔 米 特 空间 就 是 地 地 道道 的 欧 几 
里 得 空间 了 , 如 同 在 欧 几 里 得 空间 一 样 , 用 等 式 
Iv| = Vv (vv) 


定义 向 量 v e V 的 长 度 |iv|| . 
2. 度量 关系 容易 验证 的 关系 式 


2 (uv) = tv tilutiv) — (1+ {ul + vl 
表明 , 纯 量 乘积 可 以 直接 用 长 度 术语 表达 出 来 ( 配 极 化 过 程 ) 由 显然 的 等 式 
[Xx| = VCAxlxx) = VIA (xlx) = |A| V (xlx) 
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可 以 推出 在 欧 几 里 得 空间 情形 已 知 的 关于 模 的 性 质 
|Xx|| = IA| lx . (3 ) 


它 可 以 被 平行 地 推广 成 一 些 更 宽泛 的 命题 .特别 地 , 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 
式 (也 称 它 是 施 瓦 茨 不 等 式 ) 具 有 如 下 形式 


xlgls llxll : llyl (4) 


(等 式 只 有 当 x,y 成 比例 时 才能 达到 ). 
证 明 实际 上 , 把 复数 记 为 三 角形 式 (x|y) = |(x|y)|e*?, p € 恨 . 我 们 可 以 看 出 ， 
对 任意 t € 下, 不 等 式 


x 如 + (Gxly) t+ Cxly)e'” ) t+llyl = (xt+ye™lxt+ye”)>0 
成 立 . 因为 (xly)e- = |(x|y)| = (x|y)e*, 所 以 , 又 可 以 把 它 写 成 形 如 
|x +2|(xIy)|t+ yl >0. 


从 判别 式 上 得 到 的 条 件 就 导出 所 要 的 不 等 式 . 当 有 适当 的 to e 及 使 xto +yeie = 0 时， 
即 x,y 成 比例 时 , 它 就 变 成 了 严格 的 等 式 . 口 
由 不 等 式 (4) 可 直接 导出 三 角 不 等 式 


lx+tyl < llxll + llyl (5) 


以 及 它 的 一 个 显然 的 推广 
|x—zl < lx—yl+lly—2l. 


例 2 在 C 上 向 量 空间 Cs(a,5) 和 P, 上 附加 纯 量 乘积 
(fl9) = [ 107Gd 
显然 是 个 埃 尔 米 特 空间 .在 这 种 情况 下 , 不 等 式 (5) 就 变 成 


b b b 
// Org0Pa sy soOPaty f lo a 


的 形式 (与 $1 例子 中 的 闵 可 夫 斯 基 不 等 式 比 较 ). 在 带 有 标准 纯 量 乘积 (3) 的 埃 尔 米 特 空 


间 C" 中 不 等 式 
2_ lmi+wl < dr + 
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成 立 . 
运用 不 等 式 (4) 可 以 证 实 , 有 唯一 的 一 个 角 w 0 < wp < = 使 得 
xly)) 
”人 if 


量 cos? y 的 量子 力学 解释 可 在 教学 参考 书 [2] 中 找到 . 
3. 正 交 性 与 实 的 情形 一 样 , 在 埃 尔 米 特 空间 (V (*|*)) 选 出 向 量 e1,… ,em, 如 
果 (eilej) = 5, 就 称 它们 是 标准 正 交 的 ， 这 个 向 量 组 是 线性 无 关 的 , 而且 可 以 扩充 
成 Y 的 标准 正 交 基 底 . 为 了 确信 这 一 点 , 把 每 个 向 量 u 与 向 量 v = u ~ 》、 (ulei) ei 一 


?一 工 
起 讨论 , 而 且 注意 到 v e (e1,… ,em)+, 可 以 把 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 ( 见 $1 的 
第 3 目 ). 向 量 v 可 被 标准 化 而 继续 进一步 的 过 程 .顺便 说 一 句 , 对 每 个 子 空间 W c 
V 都 有 
V=We@W*, Wii=W. (6) 

提议 将 下 列 命题 的 证 明 作 为 一 个 不 大 的 练习 题 . 

定理 1 设 (e1,.… ,en) 是 埃 尔 米 特 向 量 空间 (或 欧 几 里 得 向 量 空间 )(V, (*|*)) 的 一 
个 标准 正 交 基底 . 

那么 : 

i) 对 所 有 的 x e V, x= 》 (xlei)eii 


ii) 对 任意 x,y E V, (xly) = 》 (xlei) (ejly)( 帕 塞 瓦尔 等 式 ); 
ii) x e V = lxl = > xlei)l. 


设 (e1,.… ,en) 是 埃 尔 米 特 空间 V 的 一 个 标准 正 交 基底 , 在 定理 1 中 使 用 了 下 面 的 
表达 式 . 对 任意 x = -zwie;, 借助 于 纯 量 乘积 对 第 一 个 变量 的 线性 性 质 , 有 


(xle;) = (Fae = DT (eile;) = ZI- 
这 样 一 来 , 我 们 导出 了 线性 函数 = (xle,) :V 一 C, 它 把 每 个 向 量 x = 》 wiei 与 
它 对 于 基底 (e;) 的 第 ;个 坐标 相提并论 . 现在 ， 如 果 y 一 》_ye; 也 是 V 的 一 个 向 量 . 
i 


那么 
(xly) 一 >》 zi (eile;) 二 XT1Y1 十 … 十 Ynyn， 
2 
这 也 就 是 埃 尔 米 特 空间 V 按 着 对 Cn" 的 标准 纯 量 乘积 的 公式 (3) 选 定 标准 正 交 基底 之 
下 的 纯 量 乘积 的 算法 . 用 这 种 思想 可 以 定义 埃 尔 米 特 空间 的 同 构 C"” 之 V : (zx1,…， 
zn) 一 》 zies, 它 是 个 双 射 , 而 且 保持 纯 量 乘积 . 与 欧 几 里 得 向 量 空间 不 同 , 不 能 把 
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埃 尔 米 特 空间 和 它 的 对 偶 空 间 等 同 起 来 , 需要 把 按 下 面 定 义 的 意义 下 的 半 线 性 函数 
与 线性 图 数 统一 加 以 研究 . 
定义 3 设 / 是 复 向 量 空间 V 上 的 一 个 通常 的 线性 型 (函数 ). 称 满足 条 件 
f(x+y)= f(x)+f(y), f(x)= M(x) 


的 函数 六 :Y -- C 是 与 / 共 恩 的 线性 函数 (或 半 线 性 函数 ). 

如 果 (V, (*|*)) 是 个 埃 尔 米 特 空间 , 那么 /可 以 写成 / (x) = (xla) 的 形式 (与 81 的 定 
理 9 比较 ), 但 f 与 a 的 对 应 并 非 是 线性 的 . 现在 , 如 果 f 是 个 半 线 性 函数 , 那么 , 在 V 中 
选择 某 个 标准 正 交 基底 (ei) 且 令 a = 2 T (ee 我 们 就 有 对 任意 x = 》 zjej 的 关 

J 


(alx) = ("5%)- = DT (e)m=7 0) 


显然 , 由 型 (*|*) 的 正定 性 可 导出 向 量 a 的 唯一 性 . 由 于 (*|*) 的 埃 尔 米 特性 质 , 允许 记 


f (x) = (alx) = (xla) = f (x). 


4. 酉 矩阵 在 欧 几 里 得 向 量 空间 中 借助 正 交 矩阵 可 实现 从 一 个 标准 正 交 基 底 向 
故 外 一 个 标准 正 交 基底 的 转化 ($1 定理 10). 在 埃 尔 米 特 空间 情形 有 类 似 的 命题 . 设 (ei) 
和 (e' ) 是 埃 尔 米 特 空间 (V, (*|*)) 的 两 个 标准 正 交 基底 , 它们 以 转换 矩阵 4 = (aij) 相 联 
系 : ey = 2 oer 那么 ， 


0jk = 一 (ey|ey) 2 le) =- 一 2 oF 


A.A*=EF=A*.4, (7) 
其 中 4* : = 纪 是 与 4 共 斩 的 埃 尔 米 特 矩阵 (回顾 , A = (az5)). 
定义 4 满足 条 件 (7) 的 天 阵 4 被 称 为 是 西 矩 阵 . 
显然 , 在 实 的 情形 , 西 矩 阵 就 是 正 交 和 矩阵 . 其次, det 4 = det 4, 所 以 , det A* = 
det 4, 再 注意 到 (7), 我 们 得 到 |det 4| = 1, 也 就 是 说 , 对 任意 本 和 矩阵 4, 有 det 4 = ei?. 
特别 地 , 本 矩阵 是 非 退 化 的 . 
由 4* 的 定义 直接 得 到 
(A.B)*=B*.A*. (8) 
所 以 , 在 4，B 都 是 西 矩 阵 的 情况 下 , 我 们 可 以 推导 出 关于 它们 乘积 的 复 正 交 性 质 : 
AB(AB)” = A(BB*)A* = AEA* = 44* = 一 .其 次 4- 4 = = 44- => 
A* (A471)" = 一 = (4 4* = 4-1(4-1)” = 一 = (4-1)” 4-1 也 就 是 说 , 4-! 与 4 一 
样 也 是 酉 矩阵 .当然 , 这 与 对 正 交 和 矩阵 的 了 解 是 一 样 的 . 
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注意 到 群 的 一 般 定 义 , 我 们 可 以 看 出 , 有 

定理 2 下 列 命题 真确 : 

i) 所 有 的 n 阶 酉 矩阵 都 是 ( 西 ) 群 U(n) 的 元 素 ; 

ii) 西 群 U(n) 包 含 由 所 有 n 阶 实 的 正 交 算 阵 组 成 的 正 交 群 O(n) 作 为 它 的 一 个 于 群 

证 ) 行列 式 为 1 的 正 交 (相应 地 , 复 正 交 ) 逢 阵 构成 特殊 正 交 子 群 SO(n)( 相 应 地 , 特 
殊 西 群 SU(n)). 

这 样 一 来 ， 

SO(n)=O(N NSLn) CSUn)= Un NSL(C). 

一 般 地 说 , 在 任意 域 f 上 定义 正 交 群 O(n, 有 可 能 没有 特别 的 困难 , 与 此 相同 , 补 
充 了 类 似 于 复 共 斩 a a, 也 可 定义 任意 域 K 上 的 西 群 U(n,&). 

5. 可 赋 范 的 向 量 空间 $1 中 的 不 等 式 (10)( 三 角形 的 一 个 边 的 长 度 不 超过 它 的 
妨 外 两 个 边 的 长 度 之 和 ) 以 及 它 在 西 空间 的 类 似 的 不 等 式 (5) 允 许 把 带 有 纯 量 乘积 的 
问 量 空间 在 下 面 定义 的 意义 下 看 成 是 一 个 可 度量 的 空间 . 

定义 5 设 思 是 某 些 点 的 集合 , 而 d : 慷 x 马 一 民 是 个 映射 , 同时 , 对 任意 两 个 点 也 
v € EB, 有 非 负 实数 d (w,v) (u,v 之 间 的 距离 ) 和 它们 相对 应 , 而 且 还 满足 下 列 性 质 : 

i) d (u,v) = d (v,W)( 对 称 性 ): 

ii) d (u,v)=0 人 Ou = vy; 

iii) d (w,w) < d (u,v) 十 d(v,w)( 三 角 不 等 式 ). 

具有 这 种 性 质 的 函数 d 可 称 之 为 度量 , 称 对 ( 互 , qd) 是 个 度量 空间 . 

例 3 ”在 市 有 纯 量 乘积 的 向 量 空间 /上 , 进一步 以 其 本 身 确定 的 模 ||x|| 取 d(x,y) := 
|x 一 yl 作为 向 量 x,y 之 间 的 距离 .比如 , 对 于 V = C2 (a,5), 可 用 


b 
4d(f,g) = | 10 -gOPat 
充当 度量 .而 同样 地 , 函数 


b 
d (fg9) = max |f (t) — g(t)|, a’ (f,9) = / f(t) ~ g (Dl ae, 


a<t<b 


也 满足 定义 5 中 的 条 件 i) 一 过 ), 直接 验证 就 可 以 确信 . 
度量 出 来 的 量 立刻 就 可 以 导出 拓扑 学 与 分 析 学 中 最 简单 的 概念 ， 包 括 极限 过 
程 ( 取 极 限 ). 度 量 空间 (EE, qd) 的 子 空间 
Bl(ao,7) = {x € Eld(ao,7) <r}, 
Bl(ao0,7) = {x € Eld(ao,7) <r}, 
S(a0,7) = {zx € Eld(ao,7X) = 7} 


分 别称 为 是 以 点 ao 为 中 心 , 以 7 为 半径 的 开 球 , 闭 球 和 球面 . 


称 子 集 Ff C EB 是 有 限制 的 , 如 果 它 被 包含 在 一 个 半径 r < co 的 球 中 . 

称 (E,qd) 中 点 的 序列 el,e2,… ,en,… 收 鱼 到 点 e € 已 ， 如 采 lim d(en,e) = 0. 称 
序列 是 基本 的 或 柯 西 序列 , 如 果 对 任意 s > 0, 均 有 N = N(e) 使 得 当 m,m > N 时 必 
有 d (en em) < c. 称 度量 空间 E 是 完备 的 , 如 果 它 里 边 的 每 个 柯 西 序列 都 是 收敛 的 .由 
在 分 析 学 中 已 经 证 明了 的 了 和 C 的 完备 性 可 以 得 出 , 带 有 三 个 度量 


d (X， y) 一 (> [zs 一 wf ; 
?一 工 


di (xy) = max (|zi — |), dz (x,y) = > lzi— yil 
i=1 


中 任意 一 个 度量 的 空间 R"* 和 C" 都 是 完备 的 (验证 ,， di1 和 ds 都 是 度量 , 而 对 于 d， 可 由 
例 2 得 出 ). 

也 就 是 说 , 设 V 是 个 实 的 或 者 复 的 带 有 度量 4 的 向 量 空间 , 在 d 满 足下 面 两 个 补充 

iv) 对 任意 x,y,z EV, d(x,y) = d(x 十 z,y 十 Zz)( 相 对 于 平移 的 不 变性 ); 

v) d (Xx, Xy) = | Ad(x,y)( 乘 以 纯 量 和 等 于 将 距离 延长 | 和 倍 )， 

定义 6 用 ||xll 代 表 数 d(x,0), 并 把 它 称 为 xE V 对 于 具有 性 质 iv), Vv) 的 度量 d 
的 模 . 

我 们 已 经 用 特殊 的 方式 ( 例 3) 在 带 有 纯 量 乘积 (*|*) 的 空间 中 引进 了 度量 d, 而 且 
向 量 x 的 新 模 和 原来 的 模 是 一 致 的 ， 所 以 , 我 们 仍然 使 用 从 前 的 符号 |xll， 回 到 一 般 
情形 , 我 们 应 当 证 明 , 模 满足 下 列 性 质 : 


1o0l = 0; 如 果 x 了 0; 那么 ||xl| > 0; 


Xx = IA llxll; 对 所 有 的 Ee C,x EV; 


|x++ yl < xl 二 ||y||; 对 所 有 的 x,y EV. 

前 两 个 性 质 可 由 度量 公理 和 条 件 iv), v) 直 接 推导 出 来 ; 第 三 个 性 质 可 以 这 样 验 
证 : |x+y||= d(x+y,0)= d(x,—y) < d(x,0)+da(0,—y)= xl + llyl. 

定义 7 向 量 空间 V, 附加 了 满足 上 述 三 个 条 件 的 模 函 数 ||#|| : V 一 民 , 即 称 为 赋 
范 空间 . 完备 的 赋 范 向 量 空间 被 称 为 巴 拿 赫 空间 . 

空间 R* 和 C" 分 别 带 有 上 面 见 到 的 任意 模 都 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 . 还 要 注意 , 按 模 
来 恢复 度量 : 设 d (x,y) := ||x 一 yj, 很 容易 验证 度量 公理 , 对 此 , 有 d(x,0) = ||x|. 

前 面 我 们 给 出 的 度量 空间 中 序列 的 收敛 性 概念 专门 用 到 可 赋 范 的 向 量 空间 情形 ， 
称 之 为 按 模 收 敛 . 

容易 证 实 

定理 3 ” 设 了 是 及 或 者 C 上 的 带 有 纯 量 乘积 的 m 维 向 量 空间 . 
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那么 ,向量 序列 xp EV ,k= 1,2,… 收 化 到 x eV 的 下 述 两 个 收 钙 性 概念 是 
等 价 的 : 

i) 当 k 一 oo 时 , ||xx 一 x|| 一 0; 

ji) 当 k 一 oo 时 , 对 任意 固定 的 y EV， (xx 一 xy) 一 0. 

证 明 i)=> 让. 因为 借助 不 等 式 (4) 有 


|(xx — x|y)| < llxx 一 关上 人 zl 一 0， 


ii) 坊 i)， 为 确信 这 一 点 , 在 V 中 取 一 标准 正 交 基底 (ei1,… ,en)， 如 果 订 真确 , 那 
么 , 对 每 个 i = 1,2,… ,mn 都 有 (xx - xlei) 一 0. 因此 , 用 等 式 


nN 
2 
lx 一 xl = > |(xx — xles)| 
i=1 


(定理 1, 放 )), 即 可 归于 结论 , | xx -x|| 一 0. 口 

线性 结构 允许 定义 一 个 比 用 部 分 和 的 模 定义 收敛 性 更 强 的 收敛 性 概念 . 即 , 称 级 
数 》 |xill 是 绝对 收敛 的 , 如 果 级 数 》 "||xill 是 收敛 的 . 

?一 工 ?一 工 
习 匮 

1. CO(n) = {A e Mn (C)|:4.A= 巨 } 是 复 正 交 群 的 定义 .显然 ,O (n) C CO (n) 且 SO (n) C 
SCO (n)( 后 二 者 分 别 是 O(n) 和 CO (n) 中 行列 式 为 1 的 适 阵 的 子 群 ). 能 够 仿照 定理 2, 说 有 结 
论 CO(n) CU(n) 和 S CO (n) CU (nn)? 

2. 给 出 用 了 "上 任意 纯 量 积 派生 出 来 的 第 5 目 中 的 度量 由 和 do( 在 C 中 亦 类 似 )， 

3. 利用 基本 工具 验证 , 在 空间 了 "上 对 任意 D > 1 公式 


nn 1/p 
jx = (> er ] 
i 二 1 


给 出 了 一 个 模 ( 称 为 L,_ 模 ). 再 验证 


亿 1/p 
lim (> op) = max |zi| 
2 一 co me l<&i<n 


于 是 , 可 以 形式 地 认为 , di (x,y) = ||x 一 yw( 显 然 , dz (x,y) = |x 一 ylli, d(x,y) = |lx— yl) 
在 向 量 空间 C(0,1) 中 连续 函数 [0,1] 一 民有 类 似 的 模 


fl = max |f (0))|, Wh =/ fF (Dlat. 


O<tE&1 


1 1/p 
更 一 般 地 : | 有, 一 ( 1/ | (OP a) (这 个 习题 对 特征 无 要 求 ) 
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§3 带 有 纯 量 乘积 的 空间 上 的 线性 算 子 

1. 线性 算 子 与 9 线性 型 之 间 的 关系 ”所 请 向 量 空间 V 上 的 9 线性 型 ， 当 V 是 实 的 
名 量 空 间 时 , 即 理解 为 双 线性 型 (b-2)， 当 V 是 复 的 向 量 空间 时 ， 即 理解 为 半 双 线性 
型 ( _ 2) 我 们 现在 假定 V 是 RR 上 带 有 纯 量 乘积 (*|*) 的 欧 几 里 得 空间 (相应 地 , 在 CE 
就 是 埃 尔 米 特 空间 ) 其 次 , 设 4 是 V 上 的 任意 一 个 线性 算 子 . 在 第 2 章 83 的 第 6 目 已 经 
引进 了 V* 上 与 .4 共 轰 的 线性 算 子 . 心 的 概念 . 在 带 有 纯 量 乘积 的 空间 的 情形 , 在 线性 
算 子 和 6 线性 型 之 间 有 更 进一步 的 类 似 物 , 反映 出 在 V 和 V* 之 间 自 然 映射 的 存在 (至 
少 在 实 的 情形 如 此 ), 并 且 也 能 反映 出 A* 在 V 上 的 直接 影响 . 说 到 这 里 先 停 一 下 则 更 
为 方便 . 研究 映射 


fA:V xV 一 上 R (R=R 或 者 R= C)， 


它 的 定义 规则 是 
f4(x,y) := (Axly). (1) 
由 纯 量 乘积 的 性 质 可 以 直接 推出 , f4 是 V 上 的 9 线性 型 , 即 , 在 实 的 情形 它 是 个 双 线 性 
型 而 在 复 的 情形 是 个 半 双 线性 型 .类 似 的 检查 我 们 将 不 再 重复 . 
显然 , 对 应 A 上 /给 出 了 C(V) 一 Lo(V, 有 骨 的 一 个 内 射 . 事实 上 , 如 果 (Ax|y) = 
fa(x,y) = (Bxly), 那么 ((A — B)xly) = (Ax— Bxly) = (Axly) - (Bxly) = 0， 
Vy EV, 从 而 (4 一 8)x = 0，Yx eV, 或者, 4 = 8B. 进而 , 再 由 等 式 dim L(V) = 
dim Le (V,R) 得 出 我 们 定义 的 这 个 映射 的 双 射 性 . 
话 又 说 回来 了 , 这 一 点 也 可 以 按照 给 定 的 9 线性 型 } (x,y) 得 到 线性 算 子 Ay 的 显 
式 构 作 看 出 来 : 
f (x,y) = (Asxly), (2) 
需要 做 到 的 就 是 这 些 . 设 (ei,:… ,e;) 是 V 的 一 个 标准 正 交 基底 , 而 fF 是 9 线性 型 f(x， 
y) 在 这 个 基底 之 下 的 对 应 的 矩阵 . 一 如 既往 , 用 X = [xz1,… , zw] 表示 向 量 x = 》 zies 


的 坐标 列 , 鉴于 基底 的 标准 正 交 性 质 , 向 量 x 和 向 量 y = > ,Wei 的 纯 量 乘积 可 以 表示 
7 


成 行 :XX 和 列 了 的 乘积 形式 : (xly) =!X .YY. 
我 们 取 .47 作 为 以 坛 为 矩阵 的 线性 算 子 . 它 在 基底 (e;) 之 下 的 坐标 列 的 变换 X 一 
tFPX. 现在 , 定义 的 关系 式 (2) 就 是 刚刚 引进 的 表示 的 一 个 简单 的 解释 : 


f(x,y)='XFY = (FX)Y = (4fxly). 
这 样 , 我 们 就 可 以 将 某 个 线性 算 子 4 与 矩阵 有 联系 到 一 起 , 于 是 


f (xy)=iX (FY) = (x|AYy). 
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如 果 设 4 = :FA4* =44= 厂 那么 ,4 就 是 我 们 的 线性 算 子 .4 的 矩阵 , 而 4* = 4 就 
是 算 子 .4 的 矩阵 . 

所 有 的 这 些 氢 述 证 实 了 下 面 的 论断 : 

定理 1 设 Y 是 个 带 有 纯 量 乘积 (*|f) 的 向 量 空间 . 那么 , 型 


fA(x,y) = (Axly), fa(x,y)= (x|A’y) (3) 


中 的 任意 一 个 都 建立 了 V 上 0 线性 型 与 V 上 算 子 空间 之 间 的 一 个 双 射 对 应 .(3) 中 的 两 
个 公式 一 起 唯一 地 确定 了 与 .4 共 斩 的 线性 算 子 4* :VV 一 人 
在 标准 正 交 基底 之 下 , 算 子 .4x* 的 纸 阵 可 以 通过 将 .4 的 绑 阵 转 置 并 取 共 斩 复 
数 (在 只 = C 的 情形 ) 得 到 . 
当 员 = 及 时 , 定义 
(Axly) = (xl 4 y)， (4) 


就 和 第 2 章 83 的 第 6 目 共 思 f 算 子 的 定义 完全 一 致 了 , 因为 VY 上 每 个 线性 函数 都 形 如 y 呈 
(x|y), x 是 某 个 固定 向 量 . 在 这 种 联系 中 , 我 们 可 回想 对 于 对 偶 基 底 的 表达 式 e: = 
(ei|*)( 见 81 的 (13) 式 ). 

值得 指出 , 在 没有 附加 欧 几 里 得 结构 或 者 埃 尔 米 特 结构 的 向 量 空 间 中 , 在 某 个 基 
底 之 下 , 把 6 线性 型 /与 书 , 线性 算 子 与 矩阵 4 = 相对 应 是 带 有 偶然 性 的 . 事实 上 , 借 
助 转换 矩阵 B 向 新 基底 转换 时 , 9 线性 型 的 矩阵 就 变 成 Fr = :BFB, 因此 , 4 = tr = 
B*tFB. 但 是 , 与 此 同时 , 按 第 2 章 82 的 定理 3, 我 们 应 当 有 4' = B-14B = B-1itFB. 
这 两 个 对 于 4 的 表达 式 没 有 共同 之 处 .但 在 埃 尔 米 特 ( 欧 几 里 得 ) 空 间 情 形 , 矩阵 B 应 该 
保持 基底 的 标准 正 交 性 , 这 就 导致 它 的 本 性 (相应 地 , 正 交 性 ). 对 于 西 和 矩阵 B* = B-1， 
就 有 了 完全 一 致 性 . 

再 一 次 把 映射 A .4x* 的 性 质 写 下 来 : 


(4+ 有 = 省 +Br (oA =aA, (AB*=B'A A*=A (8 


与 第 2 章 83 的 公式 (15) 一 个 不 太 大 的 差别 在 于 , 在 c 上 有 一 个 复 共 斩 标 识 , 这 是 由 型 (x|*) 
的 半 双 线性 性 质 和 对 更 v、 : f 己 (v|*) 的 类 型 引起 的 (8§1, 第 4 目 ). 

2. 线性 算 子 的 类 型 ”作用 在 一 个 带 有 纯 量 乘积 (x*|x) 的 向 量 空间 V 上 的 所 有 的 线 
性 算 子 可 按 81 引 入 的 对 于 算 子 * 的 关系 分 成 与 它们 状态 有 关系 的 类 . 我 们 只 标 出 一 些 
极 重要 的 类 . 

定义 1 称 线性 算 子 A 是 埃 尔 米 特 的 (或 自 共 罗 的 ), 如 果 A* = A. 在 欧 几 里 得 空 
间 情 形 (R= RR), 算 子 A = A* 还 称 为 是 对 称 的 . 

正如 定理 表明 的 那样 , 算 子 A 的 自 对 称 性 等 价 于 9 线性 型 (Axl|y) 的 埃 尔 米 特性 质 . 
事实 上 , 自 共 斩 性 的 条 件 可 以 记 成 


(Axly) = (x|Ay), 
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而 型 /的 埃 尔 米 特 性 质 可 记 为 
(xly) = f4 (x,y) = f4(y,Xx) = (Ayl|x). 


因为 (*|*) 是 埃 尔 米 特 型 , 所 以 (4y|x) = (x|.Ay). 这 就 建立 了 所 提 到 的 两 个 条 件 的 等 
价 性 . 

在 矩阵 形式 中 , 如 果 利 用 空间 VY 的 标准 正 交 基底 , 算 子 .4 的 自 共 轿 性 ( 埃 尔 米 特 
性 ) 条 件 可 用 等 式 !4 - 4 = 0 表示 出 来 .前 面 , 我 们 已 经 把 这 样 的 矩阵 称 为 埃 尔 米 特 短 
阵 了 . 而 在 实 的 情形 , 就 是 对 称 矩 阵 . 

每 个 实 和 矩阵 都 是 一 个 对 称 矩 阵 和 一 个 斜 对 称 矩 阵 的 和 ( 见 第 1 章 84 的 第 4 目 ). 为 了 
在 复数 情形 能 得 到 类 似 的 结果 , 我 们 引进 

定义 2 斜 线性 算 子 是 斜 埃 尔 米 特 的 (或 者 , 当 屿 = 及 时 , 斜 对 称 的 ), 如 果 


4 = 一 4. 


因为 , 对 任意 4 e L(V), 有 A* = 4, 所 以 4 上 +. 心 是 埃 尔 米 特 的 , 而 4 一 A* 则 
是 斜 埃 尔 米 特 的 . 类 似 地 , 4A 的 埃 尔 米 特性 质 等 价 于 算 子 iA 的 斜 埃 尔 米 特性 质 . 
因此 , 有 

定理 2 ”在 埃 尔 米 特 空间 中 , 每 个 线性 算 子 QZ 都 可 以 写成 


Z=A+B 
的 形式 , 其 中 A 是 埃 尔 米 特 的 , 而 好 是 个 斜 埃 尔 米 特 算 子 . 此 外 
Z = 二 iy， (6) 


其 中 起 和 J 是 埃 尔 米 特 线性 算 子 . 

证 明 令 4= (2Z+2*)/2, B = (2 一 2*)/2, 34 = 427 = -i8. 然 后 , 借助 公 
式 (5) 即 可 直接 验证 . - 口 

显然 , 记 法 (6) 是 把 复数 z = z + ?的 记 法 的 直接 推广 , 就 是 说 , 埃 尔 米 特 算 子 有 
些 类 似 于 实数 . 而 说 到 斜 埃 尔 米 特 算 子 本 身 就 是 虚数 z = iy 的 直接 “后 代 ” 数 , 虚数 有 
性 质 , z = 一 z. 但 是 , 如 果 说 , 任意 两 个 实数 之 积 永 远 是 实数 , 那么 , 两 个 埃 尔 米 特 算 
子 的 乘积 却 不 一 定 仍然 是 埃 尔 米 特 算 子 . 

我 们 总 有 

定理 3 埃 尔 米 特 算 子 .4, 好 的 乘积 4B 是 埃 尔 米 特 的 , 当 且 仅 当 , AB = BA. 

证 明 再 次 利用 (5), 就 得 到 


AB= BAS (AB) = (BA) = A*B* = AB. 口 


数学 和 物理 学 中 大 量 的 分 解 问题 都 要 求 把 所 有 的 埃 尔 米 特 算 子 的 集合 或 者 所 有 
的 斜 埃 尔 米 特 算 子 的 集合 在 第 2 章 82 定 义 1 的 意义 下 作为 一 个 代数 来 进行 钱 究 . 
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例 1 正如 在 定理 3 中 看 到 的 , 一 般 说 来 , 埃 尔 米 特 矩阵 或 算 子 对 结合 乘法 并 不 一 
定 是 封闭 的 . 为 了 寻求 量子 力学 的 代数 学 框架 , 物理 学 家 P. 若 尔 当 于 1930 年 在 R 上 引 
入 一 种 代数 , 现 称 为 若 尔 当 代数 . 作为 基数 , 规定 了 若 尔 当 乘 积 


AoB=3(AB+BA), 


显然 它 满足 交换 律 , 也 满足 若 尔 当 恒等式 (42 o B) o4 = 42。o (Bo A)( 验 证 之 !). 到 现 
在 , 内 容 丰 富 多 彩 的 若 尔 当 代数 理论 (不 仅仅 限于 有 限 维 ) 已 经 很 发 达 了 . 

例 2 所 有 的 斜 埃 尔 米 特 算 子 对 于 通常 的 换 位 子 运算 构成 了 及 上 的 一 个 李 
代数 (参见 第 2 章 82 的 例 6). 换言之 , 如 果 .4 和 8 都 是 斜 埃 尔 米 特 算 子 , 那么 , 它们 
的 换 位 子 [4,B] = 4B8 - B4 同 样 是 个 斜 埃 尔 米 特 算 子 . 

我 们 设 , 对 任意 x, y e V 都 有 (Ax|y) = 0. 那么 , 特别 地 , (Ax|Ax) = 0. 但 是 , 这 
只 有 对 任意 x e V, Ax = 0 才 行 , 也 就 是 说 , 4 = O. 这 个 关于 .4 的 平凡 性 的 判别 法 实 
际 上 还 可 以 加 强 . 

定理 4 设 , 对 任意 x eE V 都 有 (.Ax|x) = 0, 而 且 .4 满 足下 列 二 条 件 之 一 : 

i) V 是 个 埃 尔 米 特 空间 ; 

ii) V 是 个 欧 几 里 得 空间 , 且 A 是 对 称 算 子 . 


那么 , A = O. 
证 明 i 由 下 面 两 个 很 容易 验证 的 极 化 恒等式 
(Axly) + (Aylx) = (A(x+y)|x+y)— (Axlx) - (Ayly), (7) 


(Axly) — (Aylx) = -i(A(ixt+y)lix+y) +i(A(ix) lix) +i(Ayly) (8) 


( 按 假 设 , 它们 的 右 侧 应 该 等 于 0), 我 们 就 可 以 推导 出 两 个 齐 次 线性 方程 构成 的 
方程 组 
(Axly) + (Aylx) =0, (Axly) — (Aylx) =0. 


由 此 可 得 (Ax|y) = 0, Yx,y e V, 而 这 正 是 我 们 已 经 知道 的 , 它 等 价 于 A = 0. 
ii) 任意 情形 都 满足 的 极 化 恒等式 (7) 和 对 称 条 件 


(Aylx) = (ylA’x) = (ylAx) = (Axly) 


给 出 了 , 任意 x,y e V 都 满足 恒等式 (Ax|y) = 0 本 身 , 由 此 得 出 , 4 = 0. 口 

说 明 1 在 定理 4 条 件 订 中 , 算 子 .4 的 对 称 性 是 本 质 的 . 例如 , 对 于 欧 几 里 得 
空间 中 的 斜 对 称 算 子 , 恒等式 (Ax|x) = 0 是 对 任意 x eV 都 满足 的 , 但 .4 并 不 一 定 
就 是 零 算 子 . 

定义 3 在 带 有 纯 量 乘积 的 向 量 空间 人 上 , 称 线性 算 子 A 为 丁 算 子 ( 在 欧 几 里 得 空 
间 情 形 是 正 交 算 子 ), 如 果 A*.A=E=A.A*. 

当 n=1 时 , 有 zz = 1, 此 时 西 算 子 就 类 似 于 复数 的 模 等 于 单位 元 . 在 矩阵 形式 ( 相 
对 于 标准 正 交 基底 ) 丁 性 条 件 可 由 8 的 等 式 (7) 表 达 出 来 . 从 而 , 那样 的 矩阵 , 我 们 也 
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称 它 为 西 矩 阵 ( 在 实 的 情形 即 正 交 和 矩阵 ). 它们 是 作为 从 一 个 标准 正 交 基底 向 另 一 个 
标准 正 交 基底 的 转换 矩阵 用 极其 自然 的 方法 产生 的 , 这 个 事实 回报 了 西 算 子 的 更 丰 
富 多 彩 的 几何 解释 . 

定义 4 线性 算 子 A:V 一 V 保 持 距离 (度量 ), 也 就 是 , 有 


|Ax— Ayl|l=|x-—yl|l, vx,y EV, 


即 被 称 为 是 保 距 的 . 
因为 , Ax 一 Ay = A(x 一 y), 所 以 , 显然 , 4 是 保 中 的 , 当 且 仪 当 | Ax|| = ||x|| 对 所 
有 x eV 都 成 立 . 其 次 


|Ax| = lix|| © (Ax|Ax) = (xlx) 
今 (4 Ax|lx) = (x|x)S((A*A—E)xIx)=0 (9) 


对 任何 x e V 者 成立. 算 子 4*A 一 E 是 自 共 轿 的 , 所 以 , 据 定 理 4, 作为 一 个 埃 尔 米 特 算 
子 , 同样 也 在 欧 几 里 得 情形 , 由 (9) 可 导出 恒等式 4*A 一 6 = O, 即 , 保 距 算 子 应 当 是 
西 算 子 . 

为 一 方面 , 所 有 的 西 算 子 都 是 保 距 的 : 


(Ax|Ax) = (x|A’ Ax) = (x|Ex) = (x|x). 


从 而 验证 了 

定理 5 在 附 有 度量 的 向 量 空间 V 上 , 西 线性 算 子 是 V 上 的 保 度 量 算 子 , 而 且 只 
有 它们 才 是 保 度量 的 . 

由 此 可 见 , V 上 的 西 算 子 , 也 就 是 保 度 量 算 子 , 构成 一 个 群 一 一 当 R = C 时 , 是 
酉 群 U(n), 而 当 R = RR 时 , 就 是 正 交 群 O(n)， 用 矩阵 语言 , 这 些 事实 我 们 已 经 熟悉 
了 (82 的 定理 2). 在 这 里 , 群 GL(n, 角 处 于 同样 地 位 : 可 以 讨论 矩阵 群 , 也 可 以 讨论 空 
间 V 的 所 有 自 同 构 的 群 Aut(V). 保 距 矩阵 就 是 保持 度量 的 自 同 构 . 

3. 埃 尔 米 特 算 子 的 规范 形式 ”对 任意 一 个 埃 尔 米 特 算 子 都 存在 一 个 由 它 的 特 
征 回 量 组 成 的 基底 , 乍 眼 一 看 这 并 不 是 一 个 明显 的 性 质 . 事实 上 , 给 定 的 对 称 算 子 A : 
V 一 V( 当 R= RR 时 ) 在 不 同 的 标准 正 交 基底 (ei;), (e!) 之 下 对 应 的 矩阵 4, 4 可 用 关系 
式 4' = B-14B 联 系 起 来 , 其 中 B 是 个 正 交 和 矩阵 . 我 们 知道 , 对 称 和 矩阵 可 以 化 成 对 角 
形式 , 关键 是 这 个 非 退 化 矩阵 选择 的 随意 性 . 正如 已 经 表明 的 那样 , 4 的 自 对 偶 性 质 
可 以 更 “经 济 ? 地 加 以 支配 . 

引 理 1 埃 尔 米 特 算 子 的 特征 值 ( 固 有 值 ) 都 是 实 的 . 

证 明 事实 上 , 设 .4 : Y 一 V 是 个 埃 尔 米 特 算 子 , 是 它 的 一 个 与 特征 向 量 e 相 适 
应 的 特征 值 . 按 定义 ， 


A(ele) = (Xele) = (Aele) = (elA*e) = (el4e) = (elXe) = A (ele). 
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因为 (ele) 关 0, 所 以 入 = 入 . 口 
在 对 称 的 ( 即 实 的 自 共 斩 的 ) 算 子 情形 , 引 理 1 是 个 空 命题 , 因为 所 有 的 特征 值 按 
定义 都 应 属于 RR, 反 过 来 , 在 复 的 情形 , 下 面 的 引 理 是 显然 的 . 
引 理 2 每 个 对 称 的 线性 算 子 A 都 必 有 特征 向 量 . 
证 明 作为 任意 一 个 实 的 算 子 ,A 必 有 1 维 或 者 2 维 的 特征 子 空间 (第 2 章 83 的 定 
理 7).1 维 不 变 子 空间 的 存在 性 与 本 引 理 的 断言 是 一 回 事 . 现在 研究 L 是 2 维 不 变 子 
空间 的 情形 ， 算 子 A 在 L 上 诱导 出 一 个 对 称 的 线性 算 子 AL.， 这 是 因为 ， 对称 性 条 
件 (Ax|y) = (x|Ay) 当 作 x,y e L 上 的 限制 时 可 继续 保持 正确 : Ax € L, Ay e 研 
在 了 中 选择 标准 正 交 基底 (el, e2). 算 子 A 在 这 个 基底 之 下 的 矩阵 就 是 一 
个 2 x 2 的 对 称 矩 阵 
a b 
AL = ) 
国 


=t (a+dt+ (ad—b). 


它 的 特征 多 项 式 是 


这 个 多 项 式 的 判别 式 
D, = (a+d —4(ad—b) = (a — qd) +4b?>0, 


所 以 x (t) 必 有 实 根 和 , 从 而 算 子 A 就 有 属于 特征 值 的 特征 向 量 . 口 
可 同时 对 R = C 和 只 = 及 推导 出 更 进一步 的 论断 . 
引 理 3 ” 设 .4 是 带 有 纯 量 乘积 (k| 机 的 向 量 空间 上 的 一 个 自 共 力 线性 算 子 ,也 是 
个 对 .4 不 变 的 子 空 间 . 那么 , LL 的 正 交 补 空间 Lt 也 是 对 A 不 变 的 子 空间 . z 
证 明 事实 上 , 如 果 xeL,yeLt, 那 么 AxeL 有 日 (Ax|ly) = 0. 算 子 A 的 自 共 思 性 给 
出 同样 的 关系 式 (x|Ay) = 0. 由 此 可 见 , Ay 与 所 有 的 向 量 xe 工 都 正 交 , 即 AL+ C 5. 
口 
现在 , 我 们 准备 动手 证 明基 本 定理 . 
定理 6 带 有 纯 量 乘积 的 向 量 空间 万 必 有 标准 正 交 基底 ,在 这 个 基底 之 下 , 自 共 
示 算 子 .A 的 矩阵 是 对 角 的 , 而 且 Spec(.A) 是 个 实数 集 ， 
证 明 根据 引 理 1 和 引 理 2, 线性 算 子 A 必 有 属于 特征 值 M € RR 的 特征 向 量 ei. 不 
失 一 般 性 , 可 以 认为 |eil| = 1，1 维 子 空间 (ei) 的 正 交 补 空间 V' 的 维 数 是 dim V -- 1， 
且 据 引 理 3, 它 对 A 也 是 不 变 的 .看 .4A 在 V' 上 的 限制 并 重复 所 有 的 推断 ,， 可 找 出 es : 
4es = A2e2, :|ez|| = 1, M2 E 民 . 线性 包 络 (el,ez) 对 于 .4 也 是 不 变 的 , 因此 . 和 它 正 交 
的 补 空间 也 是 对 .4 不 变 的 , 维 数 为 dim V - 2, 等 等 . 对 dim V 用 归纳 法 ， 或 者 简单 地 
重复 应 有 数量 的 前 述 过 程 , 我 们 就 得 到 了 所 需要 的 n = dim V 个 相互 正 交 的 标准 的 
问 量 el,:… ,ey. 口 


383” 带 有 纯 量 乘积 的 空间 上 的 线性 算 子 . 111 . 


说 明 2 ”任意 对 称 和 矩阵 4 e Mi, (R) 的 特征 方程 式 已 被 证 明 只 有 实 根 . 要 研究 它们 
间 的 相互 位 置 , 可 用 [BA 如 中 的 笛 卡 儿 , 比 丹 - 傅 里 叶 , 斯 图 姆 定理 . 方程 式 xa 人 = 
0 的 每 个 根 和 的 几何 重 数 和 代数 重 数 相同 , 这 可 以 由 第 2 章 $3 的 定理 6 和 本 节 和 定理 6 直接 
得 到 . 

说 了 明 3 按 定理 6, 对 任意 自 共 绒 算 子 A : V 一 V 有 n = dim V 个 相互 正 交 的 特 
征 方 回 . 算 子 A 的 作用 可 以 归结 为 空间 沿 第 k 个 方向 延长 | 和 | 售 , 其 中 和 是 相应 的 特征 
值 , 而 且 可 能 , 当 和 < 0 时 , 归结 为 一 个 与 第 Ki 个 方向 正 交 的 平面 反射 . 

4. 把 二 次 型 化 到 主轴 上 去 ”我们 知道 ( 见 第 1 目 ), 在 带 有 纯 量 乘积 (*|*) 的 加 量 空 
间 V 上 , 每 个 埃 尔 米 特 型 (x,y) 都 对 应 一 个 算 子 A = Ay, 它 由 条 件 


f (x,y) = (Axly) 


决定 . 据 定 理 6, 空间 V 有 由 内 了 A 的 特 全 向量 组 成 的 基底 民 (e1,.… ,en),Aei = Xiei. 如 
果 把 向 量 x, y 在 这 个 坐标 系 下 写 出 来 : 


X= T1881 二 :二 Inen, yy 三 Wel 十 Ynen, 


那么 , 我 们 就 得 到 
> f (@i, ©€;) 2iV1 = 3 Ai 大， 


这 是 因为 / (eiej) = (Aeile;) = (Neilej) = 入 ,6ij;. 设 x = y, 我 们 就 导出 下 列 命题 
定理 7( 化 到 主轴 上 ) 对 于 带 有 纯 量 乘积 的 见 维 向 量 空间 上 的 每 个 埃 尔 米 特 二 次 
型 9 (x) 都 存在 一 个 标准 正 交 基 底 , 在 这 个 基底 之 下 ,qd (x) 形 如 


q (x) = 2_N zi (9") 


例 3 当 R = R 且 n=2 时 , 二 次 型 确定 中 心 二 次 曲线 截 口 , 它 由 使 得 9 (x) = 1 的 
向 量 x 组 成 .利用 标准 正 交 基底 (e1,e2), 在 这 个 基底 之 下 gq (x) 形 如 (9') 式 ， 有 Xiz31 十 
M272 = 1.， 癌 量 ei1,eo 定 义 了 椭圆 (A1 和 M2 > 0) 或 者 双 曲 线 ( 和 1 和 2 < 0) 的 主轴 方向 , 而 
用 入 1, 和 2 代表 半 轴 长 度 . 

定理 6 和 定理 7 同样 可 以 用 甜 阵 语 言 表达 出 来 . 

对 任意 埃 尔 米 特 (或 实 对 称 ) 短 阵 A 都 有 酉 矩阵 (相应 地 , 正 交 算 阵 )B 使 得 B-1AB 是 
对 角 的 . 活 对 角 线 排列 4 的 特征 值 , 按 特征 值 的 重 数 排列 它 的 个 数 . 

可 实现 性 简介 ”几何 事实 的 和 矩阵 解释 提示 了 将 二 次 型 


n 
X) = Qij Vidi 
?一 工 


. 112 ， 第 3 章 ” 带 有 纯 量 乘积 的 向 量 空间 


(限于 实 的 情形 ) 化 为 标准 的 作法 的 可 能 顺序 .也 就 是 , 在 带 有 纯 量 乘积 


(xjy) = 3 XiYi, 


的 欧 几 里 得 空间 V 中 ,以 zx1,:…… ,Zn 为 问 量 x 的 坐标 ,而 el = (1,0,…- ,0) …… ,en = 
(0,0,… ,为 了 的 标准 正 交 基 底 . 计算 矩阵 4 = (ay) 的 特征 多 项 式 x (b = det(tB- 
入 且 找 出 它 的 根 (这 是 整个 过 程 中 的 最 困难 部 分 ) 对 每 个 根 解 齐 次 线性 方程 组 


(all 一 Ai) Ll1 十 Q1222 十 … 十 Qinwn = 0, 
Q217T1 二 (Q22 一 Xi) To + a2nzn = 0, 


Qn17X1 十 Qn2X2 十 … 十 (ann 一 Ai) Tn = 0. 


这 个 方程 组 的 解 空间 的 维 数 等 于 根 和 ;的 代数 重 数 (矩阵 4 的 对 称 性 的 直接 推论 ). 把 格 
拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 用 到 方程 组 的 基础 解 系 上 , 然后 再 把 不 同 的 和 所 对 应 的 向 量 
合并 起 来 , 我 们 就 得 到 V 的 一 个 标准 正 交 基 底 


ej = b1;e1 十 bo2je2 十 … 十 bnjen， 1l<7<n. 


在 这 里 , 就 其 本 质 来 说 , 我 们 依靠 了 算 子 .4 及 其 在 基底 (et,…… ,en) 下 的 矩阵 4 = (oi;) 的 
对 称 性 (更 一 般 地 , 自 共 斩 性 ): 分 别 属 于 不 同 特征 值 X 1/ 的 特征 向 量 u，v 相 互 正 交 . 
事实 上 , (4ulv) = (ul4v) = (Xulv) = (ulpv) 全 (入 - 由 (ulv) =0= (ulv) = 0( 重 要 
的 是 和 , 1 均 为 实数 ). 

联系 两 个 标准 正 交 基 底 的 矩阵 (bij ) 一 定 是 正 交 的 (在 我 们 这 里 ,R&R = RR). 所 以 , 向 
量 x 的 新 的 坐标 z1,… , zx/ 可 以 按 $1 末 尾 的 公 ` 式 用 原来 的 坐标 表达 出 来 而 且 


一 > Ai (x2)” 


5. 把 两 个 二 次 型 同时 化 为 规范 型 ”以 二 次 型 g (x) = |zi| 一 |z2|2, 7 (x) = |xa| 
|xs| 为 例 , 可 以 表明 , 并 不 总 是 能 够 在 向 量 空间 中 选取 一 个 基底 , 使 得 两 个 二 次 型 同 
时 化 成 规范 型 .但 是 , 在 一 种 可 实现 的 重要 情况 , 上 面 提 到 的 基底 的 存在 性 还 是 有 保 
障 的 . 
定理 8 . 设 在 只 = 了 或 者 只 = C 上 的 n 维 向 量 空间 V 上 给 定 了 两 个 埃 尔 米 特 二 次 
型 ( 即 实 二 次 型 )q (Xx) 和 r (x), 其 中 7 (x) 是 正定 的 . 

那么 , 在 V 中 存在 一 个 基底 , 在 该 基底 之 下 , 两 个 二 次 型 都 可 写成 规范 形式 . 

证 明 人 设 g (x,y) 是 二 次 型 r (x) 对 应 的 埃 尔 米 特 9 线性 型 ， 我 们 在 V 上 定义 纯 量 
乘积 , 令 

(xly) := g (x, y). 
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二 次 型 r (x) 的 正定 性 允许 这 样 做 . 按 定理 7, 在 了 中 对 一 个 给 定 的 埃 尔 米 特 矩 阵 可 找 
到 一 个 标准 正 交 基 底 (e1,… ,en), 在 这 个 基底 之 下 g (x) 具 有 形 如 (9) 的 规范 型 . 
于 是 , 在 这 个 同样 的 基底 之 下 按 公式 


(xl 区 一 9Ccx) 一 7 = DoF 


可 计算 出 来 纯 量 二 次 型 .也 就 是 说 , 在 基底 (ei) 之 下 , 两 个 二 次 型 都 具 规 范 型 。 口 

6. 保 距 算 子 的 规范 形式 ”依据 定理 5，V 上 的 保 距 算 子 , 精确 地 说 就 是 一 个 西 算 
子 ( 当 R = 及 时 就 是 正 交 算 子 ). 我 们 分 复 的 情形 和 实 的 情形 分 别 加 以 研究 .但 是 先 从 证 
明 一 些 一 般 性 事实 开始 . 

引 理 4 西 ( 正 交 ) 算 子 的 特征 值 的 模 等 于 1( 实 的 情形 , 特征 值 为 土 1). 

证 明 设 4:V 一 V 是 个 西 算 子 (特别 地 , 正 交 算 子 ), 且 e e V 是 属于 特征 值 的 
特征 向 量 .那么 ， 

(Lel4e) = (XelXe) = 和. 
男 一 方面 ， - 
。 (Ae|Ae) = (A* . 4ele) = (Sele) = (ele). 
所 以 , = 4 也 就 是 IX| =1. 显然 , 在 实 的 情形 ( 正 交 算 子 ) 只 有 和 = 土 1 两 个 可 能 . 
: 口 

引 理 5 设 U CV 是 个 西 ( 正 交 ) 算 子 A:V 一 了 的 一 个 不 变 子 空间 . 那么 , [7 在 也 中 
的 正 交 补 U-+ 对 于 A 也 同样 是 不 变 的 . 

证 明 按 定 义 

={veV|i(ulv)=0 vueU}. 

算 子 4 在 U 上 的 限制 Au 显 然 是 个 西 算 子 (在 U 上 是 保 距 的 )、 因为 det 4r 关 0, 所 以 向 
量 u e UVU 可 以 写成 u = Au', u e U. 我 们 有 . 


(ul4v) = (Au'|Av) = (ulv) = 0. 


换 句 话说 , 只 要 v e Ut 就 必 有 Av EUL+. 口 
| . 西 算 子 情形 ”用 和 矩阵 术语 , 我 们 想 证 明 下 面 的 命题 : 对 每 个 西 矩 阵 A 都 存在 
一 个 西 和 矩阵 B 使 得 
C= B- -1AB = diag{M1,.… , An} 

是 个 对 角 甜 阵 , 且 | 和 | 二 1. 

实际 上 , 借助 算 子 的 几何 意义 , 运作 起 来 更 方便 . 

定理 9 每 个 酝 算 子 (只 = C) 都 可 以 对 角 化 .换言之 , 对 任意 一 个 西 算 子 A:V 一 T， 
dim TY = mo 都 可 以 找到 一 个 标准 正 交 基底 , 在 这 个 基底 之 下 , 算 子 的 矩阵 是 


A= diag {A1, “ , An}, | 和 ; 二 1. (10) 
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证 明 任 取 算 子 .A 的 一 个 标准 的 特征 向 量 el. 它 一 定 存在 , 因为 基础 域 &8 = C 是 
个 代数 封闭 域 . 由 引 理 5, 维 数 为 n - 1 的 子 空间 (e1)+ = U 对 A 是 不 变 的 . 对 站 的 维 数 
用 归纳 法 就 可 得 到 所 需 的 结论 . 关于 和 ;的 断言 已 经 在 引 理 4 中 证 明 过 了 . 口 
注意 , 具有 形 如 (10) 的 矩阵 4 的 算 子 , 显然 是 个 西 算 子 , 实际 上 


:4.4=diag{A……，,X :diag {MN,.… ,Mn} = BE. 


通常 , 利用 欧 拉 公 式 ei? = cos wv 十 i sin o, 将 对 角形 矩阵 记 成 


ezpm 


形式 . 

上 外. 正 交 算 子 情形 正如 已 经 指出 过 的 , 引 理 4 和 引 理 5 对 于 正 交 算 子 .4Y 一 了 
也 是 正确 的 , 而 且 已 经 特别 声明 , 在 这 种 情形 , 特征 值 等 于 +1. 但 是 , 将 复 进 行 的 推 
理 仍 然 需 要 做 不 少 的 变换 . 事情 在 于 , 正 交 变换 可 能 根本 就 没有 特征 向 量 ， 当 然 , 作 
为 任意 一 个 实 的 线性 算 子 , A 必定 有 1 维 的 或 者 2 维 的 不 变 子 空间 . 因此 , 我 们 可 以 借 
助 引 理 5 把 Y 分 解 成 两 两 正 交 的 1 维 或 者 2 维 的 不 变 子 空间 的 直 和 | 


V=Vi@WB.…® VV, (11) 


A 在 它们 之 中 的 每 一 个 上 面 都 导出 一 个 正 交 的 线性 算 子 . 把 ,i = 1,2,… ,m 的 标准 
正 交 基底 合并 到 一 起 , 我 们 就 得 到 了 V 的 一 个 标准 正 交 基底 . 假设 在 (11) 的 分 解 中 ， 
没有 任何 一 个 2 维 的 不 变 子 空间 能 够 分 解 成 两 个 1 维 子 空间 的 直 和 , 这 就 得 到 了 正 交 
线性 算 子 .4 的 一 个 所 谓 的 规范 基底 . 这 一 点 , 通过 努力 是 一 定 能 达到 的 , 所 以 , 我 们 
假定 分 解 式 (11) 就 已 经 是 这 样 的 了 . 

现在 研究 在 规范 基底 之 下 算 子 .4 的 和 矩阵 是 怎样 的 . 如 果 , 4; := 4v 是 算 子 .4 在 全 上 
限制 算 子 的 矩阵 , 那么 ， 


所 以 , 我 们 限制 在 dim V = 1 或 者 dim V = 2 而 且 Y 没 有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 这 样 
的 条 件 下 就 足够 了 ， 如 果 Y = (e), llell = 1, 那么 4e = Xe, 入 = 士 1 ( 引 理 4). 如 
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果 dim V = 2,V = (el， e2), (eile;) 一 0ij, 那么 ， 在 这 个 标准 正 交 基底 之 下 


a b 
A=| .: |, a,b,c,deR. 
cd 


我 们 假定 det 4 = ad -bc = 一 1, 那么 ， 特征 多 项 式 xa (t) = 如 一 (a 十 d)t 一 1 有 两 
个 实 根 , 可 见 , 算 子 4 有 特征 向 量 , 但 这 与 前 面 在 V 上 的 假设 的 条 件 相 矛盾 . 于 是 得 出 
结论 , det A = 1. 按 已 知 的 规则 把 逆 矩 阵 4-! 算 出 来 , 得 


4 2 
一 C L 


羽 一 方面 , 由 正 交 标准 性 


这 样 一 来 , 当 a = cos yp, c= sin w 时 , 就 有 


cos 一 Sin w 
A= ) 
Sin O cosw 


也 就 是 说 , 线性 算 子 .A 实现 了 平面 VY 上 的 一 个 旋转 . 

上 面 所 做 的 分 析 表 明 , 假设 分 解 式 (11) 中 前 面 的 r 个 被 加 项 WV,… ,V 对 应 2 维 的 
不 可 分 解 的 不 变 子 空间 , 而 剩 下 的 被 加 项 对 应 1 维 不 变 子 空间 (经 过 调换 基底 中 向 量 
的 顺序 , 这 是 一 定 能 达到 的 ), 再 设 yp1,… ,wr 是 这 些 旋转 分 别 对 应 的 角度 , 那么 , 矩 
阵 4 具 有 下 面 定理 指明 的 形式 . 

定理 10 对 V 上 的 每 个 的 正 交 线 性 算 子 A 都 存在 一 个 V 的 标准 正 交 基底 , 在 这 个 
基底 之 下 , 算 子 的 算 阵 是 


Cos Pp1 一 Sin O1 


Sin 1 COs 1 


cos pr 一 Sin yr ) 不 十 /十 27 = 三 见 . 
Sin Pr COS pr 
一 下 
已/ 
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7. 正规 算 子 在 已 证 实 的 谱 定 理 , 定理 6 和 定理 9 中 有 很 多 共同 之 处 , 而 这 不 是 
偶然 的 , 因为 可 以 把 埃 尔 米 特 算 子 和 西 算 子 加 入 到 自然 的 , 更 广泛 的 可 对 角 化 的 矩 
阵 的 行列 中 去 . 

定义 5 设 V 是 个 埃 尔 米 特 空间 . 称 线性 算 子 A:V 一 了 是 正规 的 , 如 果 它 具有 
性 质 

A.:.A*=A*.A. (12) 


它 在 任意 一 个 基底 之 下 的 矩阵 都 称 为 正规 矩阵 . 
回想 一 下 , 由 (5) 有 关系 式 : 


(QE) =M, (A-M)=A*-AX, 
所 以 , 算 子 .4 是 正规 的 , 当 且 仅 当 , 4 - XE 是 正规 的 . 由 A 的 正规 性 得 出 
|4xl = (Ax|Ax) = Cd = (x|AAx) = (A*x|A'x) = 4x| 
用 A 一 XE 蔡 换 .4, 我 们 得 到 
|4x - Mx|| = | 4*x — xx||， 


由 此 推出 
Ax = MX A'x= Mx. . (13) 

显然 , 由 条 件 .4* = .4 或 者 .4* = A-! 都 能 导致 (12) 成 立 . 但 是 , 一 点 也 不 难 就 可 
以 举 出 正规 算 子 的 例子 , 它 既 不 是 埃 尔 米 特 (或 斜 埃 尔 米 特 ) 算 子 , 也 不 是 丁 算 子 ( 比 
方 说 , 取 和 矩阵 4 = diag (2i, 2, 1,…1)). 同时 , 正规 算 子 的 定义 可 以 搬 到 无 穷 维 希 尔 伯 
特 空间 并 且 在 那里 有 大 量 的 应 用 . 我 们 的 直接 目标 是 在 埃 尔 米 特 空间 上 精确 地 刻画 
可 以 对 角 化 的 算 子 类 . z 

定理 11 下 述 条 件 是 等 价 的 : 

i) 算 子 .4:Y 一 站 在 的 某 个 标准 正 交 基底 之 下 是 对 角 的 ; 

ii) 算 子 A 是 正规 的 . 

证 明 = 让 .如果 (e1,… ,en) 是 标准 正 交 的 , 且 .4ei = Xiei, 那么 , 借助 (13)， 
有 A*e; = 和 iei, 故 [4, 4] = O, 就 是 说 , 可 由 i) 得 到 ii). 

为 了 证 明 反 方向 的 蕴涵 式 ii)=> i), 我 们 选 出 A 的 特征 值 和 日 照例 设 


V* ={xeEeV|Ax= Mx}. 


再 由 (13) 得 到 
A* (V*) C T^， 
而 且 , 同样 有 ， 
4(VA) E(7ZA) 
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事实 上 ， 
y《E (YA) 邻 (y|x) = 0， vx E TI 广 . 


由 此 可 见 , (Ay|x) = (y|A*x) = (ylx) = 0, 因为 x' < Vi. 

因为 (4*)* = .4 所 以 由 对 称 性 , 子 空间 (V*)- 同样 是 .4* 不 变 的 . 算 子 4 和 A* 
在 (YA)+ 上 的 限制 显然 是 可 以 交换 的 , 从 而 是 正规 的 . 对 mn = dim V 用 归纳 法 , 我 
们 可 以 认为 A 在 (V*)" 上 是 可 对 角 化 的 . 按 定义 即 可 确信 V = V* @ (Y>) , 这 就 完 
成 了 证 明 . 口 

因为 埃 尔 米 特 算 子 和 西 算 子 都 是 正规 的 .所 以 按 定理 11 可 将 它们 对 角 化 , 我 们 就 
很 容易 地 得 到 了 定理 6 和 定理 9 中 所 说 的 谱 性 质 .现在 , 回顾 一 下 第 2 章 83 的 定理 1 中 的 
等 方 算 子 的 完全 正 交 组 (投影 ). 可 以 用 下 述 方式 描写 对 于 正规 算 子 的 一 般 的 谱 定 理 . 

”定理 12 对 有 限 维 空间 V 上 的 每 个 正规 算 子 A, 都 有 两 两 不 同 的 特征 值 A1,.… ， 

Am, 1 mn= dimV, 以 及 相互 正 交 的 投影 算 子 PP1,.… ,Pm, 使 得 

i) 》 Pp; = 6; 


J 
ii) >》 AjP; 二 A 是 算 子 A 的 谱 分 解 式 ， 和 Xi € Spec (A); 


ii) 上 述 分 解 式 是 唯一 的 
iv) 存在 复 多 项 式 户 (t) ,… ,fm (t) 具 有 性 质 


fi(Ni)=6;, fi(A)=P: 


(在 自 共 罗 算 子 情形 , 所 有 的 数 和 和 多 项 式 fi (t) 都 是 实 的 ). 
证 明 设 和 A,… ,mn 是 算 子 A 的 所 有 的 两 两 不 同 的 特征 值 , P; 是 在 V 和 上 平 
行 于 5 Vy 的 投影 (i = 1,2,… ,m)， 据 定理 11( 同 样 看 它 的 证 明 ), 所 有 P; 是 相互 正 
jz#1 
交 的 (也 就 是 , P;P; = PjP; = 6ijPi), 且 均 不 为 0. 其次, V = VX, 故 》 Pi =6， 
这 就 是 , P1,.… ,Ps 为 完全 正 交 组 的 根据 (断言 i)). | | 
对 任意 回 量 v s V,， 我 们 有 Av; = AjVy, 其 中 v; 一 Piv. 这 样 一 来 4v = A(EV) = 


A 5 P| 一 >》 Av; 一 Nv 一 ON (Pjv) 一 5 op V， 而 这 就 是 基本 
言 记 ). 


至 于 有 关 算 子 A 的 谱 分 解 的 唯一 性 断言 和), 我 们 可 以 这 样 来 推导 . 由 P; 关 O 得 
到 x 承 0, x € Im P; 的 存在 性 . 按 定义 , P; x = x, 当 j 关 i 时 , Pj x = 0. 所 以 ， 


Ax = 》 NPjx = NPix = Xix， 


7 


Bl, Xi € Spec (A). 
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反 过 来 , 如 果 和 € Spec (A) 且 对 某 个 ve mvz0, 有 Av = Xv, 那么 ， 
Av=AMv= 入 >》 vi， Vj = Pjv, 


7 


Av = A vi 二 >_Av; 一 >》 Nvy. 
7 7 


7 


而 为 一 方面 ， 


所 以 , > (A 一 和 y)v; = 0. 但 是 , 向 量 vi,… ,vs 是 相互 正 交 的 (这 是 投影 算 子 


Pi,… ,Ps 相互 正 交 的 推论 ), 这 意味 着 , 它们 之 中 的 那些 个 非 零 的 向 量 必然 是 线 
因为 v 0), 就 有 和 = Nie {和 1,… ,和 a}. 证 明了 唯一 性 
断言 iv) 中 的 多 项 式 有 i (t) ,…. , f(t) e C(t) 可 以 具体 构 作成 
上 一 入， 
fi(t) = 一， 
[I 和 Ni 一 和) 
显然 , 如 果 .4 是 自 共 斩 算 子 , 则 f; (t) e R. 
利用 相互 正 交 的 投影 Pj; 组 的 定义 和 分 解 式 ii), 我 们 有 


42 = (5 sp] 5 oj = >》 XiNMPiPi = 》 NP,, 
了 2 了 7 7 


-4 = .442 = (E27,) 5 op = 》 NP,, 
? 7 7 


seeeeaeeeeseeseeseeeseesee eeees eesesesease sse es es 


( 当 k=0 时 , 运用 断言 1 ): 42 = 》 9P; = 》 Pi = 8). 这 样 一 来 , 对 任意 多 项 
式 / (1) 都 有 | 


1 (4 = 70)P; 


特别 地 ， 
fi(A) =2_f (MN;) Pj; = fi Ni) Pi = Ps. 口 


如 同 所 有 的 线性 算 子 一 样 , 正规 算 子 A 可 以 写成 4 = B+ic, .A* = 8 一 ic 的 样子 ， 
其 中 8 和 Cc 都 是 埃 尔 米 特 算 子 ( 见 (6)). 而 它们 本 身 同样 可 由 .A 和 .A* 表 达 出 来 


l 水 _1 A* 
B=3(4+A),， C= 二 (4- 人 4) 
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由 AA* = A*A 得 到 BC = CB. 反 之, 由 8 和 C 的 可 以 换 位 的 性 质 可 以 导出 4 和 .A* 可 以 换 
位 的 性 质 - 
AA*=8B?+C*= A*A, 


即 A 的 正规 性 质 . 

暂且 把 正规 算 子 放下 , 停 在 可 交换 位 置 的 算 子 上 , 或 者 , 如 同 前 已 说 过 的 , 可 交 
换 的 算 子 上 . 

引 理 6 设 A, B 是 复 室 间 V 上 两 个 可 交换 位 置 的 算 子 .那么 , A 和 B 必 有 共同 的 特 
征 向 量 . 

证 明 设 和 € Spec (A). 看 子 空间 V^ = {x eE ViAx = Mx}. 那么 , BV^ CV*. 事 
实 上 , 利用 条 件 AB5 = 684, 我 们 得 到 蕴涵 式 


xEV* => A(Bx)=B(Ax) = B(Mx) = A(Bx), 


也 就 是 Bx € VA. 
线性 算 子 8 限制 在 Vs 上 , 必 有 特征 回 量 y € V* : By = Jy, AU € Spec (8). 这 样 一 
来 , Ay = Xy, By = Xy, 也 就 是 说 y 是 它们 的 共同 的 特征 问 量 . 口 
定理 13 ”在 m” 维 埃 尔 米 特 空间 六 上 , 两 个 埃 尔 米 特 算 子 .4, B, 或 者 两 个 保 距 自 同 
构 .4, B 能 在 某 个 标准 正 交 基底 之 下 同时 化 成 对 角 型 , 当 且 仅 当 , 它们 可 以 交换 位 置 . 
证明 假设 4 和 8 在 一 个 共同 的 标准 正 交 基底 之 下 同时 是 对 角 的 , 我 们 可 以 推出 ， 
在 此 基底 之 下 它们 对 应 的 和 矩阵 A, 8 是 可 以 交换 位 置 的 .但 是 , 因为 在 任意 一 个 另外 的 
基底 之 下 算 子 的 矩阵 应 该 是 C14C, C-1BC, 且 


”0-14C.0-!1BC = C-1ABC =0C BAC =0 "BC.C AC, 


所 以 , 算 子 本 身 是 可 以 交换 位 置 的 . 

反之 , 设 AB = B.4. 那么 , 据 引 理 6, 算 子 A, 8 就 有 共同 的 特征 癌 量 e1. 不 失 一 
般 性 , 可 以 认为 ||leil| = 1. 由 于 它们 的 埃 尔 米 特性 质 ( 引 理 3) 或 者 酉 性 质 ( 引 理 5), 于 空 
间 W = (ei)+ 是 V 的 n - 1 维 的 对 于 A 和 8 都 不 变 的 子 空间 . A 和 8 在 W 上 的 限制 必然 
是 可 交换 位 置 的 埃 尔 米 特 算 子 (相应 地 ， 西 算 子 ). 对 维 数 用 归纳 法 ， 即 可 构造 出 来 一 
个 标准 正 交 基底 , 在 这 个 基底 之 下 , A 和 8 同时 表 成 对 角形 式 . 口 

说 明 4 回忆 一 下 , 据 定 理 3, 埃 尔 米 特 算 子 A，B 可 以 交换 位 置 的 性 质 等 价 于 算 
子 的 AB8 的 埃 尔 米 特性 质 . 

8. 正定 算 子 因为 在 埃 尔 米 特 空间 V 上 的 任意 埃 尔 米 特 算 子 A( 欧 几 里 得 空间 
上 的 对 称 算 子 ) 都 对 应 一 个 二 次 型 g (x) = (Ax|x), 于 是 , 那些 可 以 应 用 于 二 次 型 上 的 
概念 , 如 正定 性 , 半 正 定性 等 等 都 可 以 拿 到 算 子 A 上 来 . 

定义 6 埃 尔 米 特 (或 线性 对 称 的 ) 算 子 A 称 为 是 正定 的 , 如 果 对 VV 中 任意 向 量 x # 
0, 都 有 (Ax|x) > 0. 
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定理 6 及 其 随后 的 说 明 指出 , 对 所 有 的 正定 算 子 .4 都 有 的 标准 正 交 基底 , 在 这 
个 基底 之 下 , 矩阵 4 具有 对 角形 式 


A=| .…. ， (14) 


而 且 它 的 特征 值 A1,… ,Xn € 有 R 都 是 正 的 . 反 过 来 , 把 任意 一 个 形 如 (14) 的 矩阵 4 解释 
的 车 标准 下 交 基 记 的 矩阵 , 我 们 可 以 得 到 结 
论 , 条 件 和 1 > 0,… ,Xn >-0 能 保障 A 的 正定 性 .这 种 情形 , 配备 的 符号 A > 0. 
讨论 算 子 4 的 半 正 定性 质 (用 A >0 表 示 ) 也 是 有 意义 的 , 这 只 要 和 1 > 0,… ,和 n>0 并 
有 某 些 ;使 X = 0. 两 个 埃 尔 米 特 (对 称 ) 算 子 .4, B 记 成 4 > 8B, 只 要 A 一 B > 0 
按 定义 , 正定 算 子 是 非 退 化 的 (可 逆 的 ), 这 可 由 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 


(Ax|x)| < ||Axll el 


看 出 来 . 反 过 来 , 非 退 化 条 件 及 .4 >0 可 以 限定 .4 的 正定 性 . 

命题 1 所 有 的 正定 算 子 A 均 可 以 表达 成 菜 个 男 外 的 正定 算 子 的 平方 : A=B?, 其 
中 平方 根 表 达 B: = VA 是 唯一 的 . 

证 明 把 算 子 A 的 矩阵 化 成 形 如 (14) 的 对 角形 式 并 令 B = diag (V 和 及 ,… ,Vm)， 
以 及 VX > 0 就 足够 了 . 在 给 定 的 标准 正 交 基底 之 下 以 B 为 其 矩阵 的 线性 算 子 8 必然 
是 正定 的 . 关系 式 4=B? 在 向 另外 的 转化 时 仍然 保持 CO-!AC = (CB0)” 于 是 有 ， 
A= 82. : 

关于 6 的 唯一 性 的 断言 借助 于 关于 谱 分 解 的 定理 12, 证 明 起 来 是 很 方便 的 .也 就 
是 说 , 如 果 B' > 0 且 (8')? = .4 那么 , 研究 B' 的 谱 分 解 式 8' = 》 jyP’, 我 们 就 得 到 关 

7 . 


系 式 
2 及 一 (8) = .4= 2 P,. 


所 有 有 的 要 的 > 0 两 两 不 同 ， 它们 的 平方 也 是 如 此 算 子 .4 的 谱 分 解 的 唯一 性 提供 我 们 
个 结论 , 集合 {/3} 和 {和 i} 是 重合 的 , 也 就 是 , 通过 适当 调整 顺序 , 应 有 等 式 j2? = Xi， 
Pi = Pi, 从 而 ji = VA, 而且 B = B' = VA. 口 
命题 2 设 C 是 带 有 纯 量 来 积 的 室 间 上 的 任意 一 个 非 退 化 线 性 算 子 那么 
.4= CC*( 或 C*C) 是 个 非 退 化 的 正定 算 子 . 

证 明 算 子 CC* 的 埃 尔 米 特 性 质 (或 对 称 性 ) 已 经 验证 过 了 : (CC*)* = Cr**C* = 
CC*， 而 4 = CC* 的 非 退化 性 是 显然 的 : det C*C = det 0tG = det C det © = 
det C det C = |det Cl? 关 0. 其 次 ,xz0 僵 Crx 类 0 因此 , 按 共 斩 算 子 的 定义 ， 
我 们 有 

(CC XIx) = (C*x|C*x) > 0， vxz0. 
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这 就 意味 着 , A = CC* 是 个 正定 算 子 . 对 于 乘积 C*C 也 是 一 样 . ”DO 口 

由 建立 在 非 退 化 算 子 情形 上 的 命题 1 和 命题 2 可 以 直接 推导 出 

定理 14 设 V 是 带 有 纯 量 磁 积 (*|*) 的 空间 . V 上 线性 算 子 A 的 下 列 条 件 是 等 
价 的 : 

i) A = B2,8B*= 8B; 

ii) A = CC”; 

iii) (Ax|x) > 0. 

在 1 维 的 复 空间 , 性 质 i) 和 性 质 让 ) 的 每 一 个 就 是 刻画 一 个 非 负 实数 : z > 0, 就 意 
味 着 z 可 以 写成 z = 2, 入 e RR( 性 质 i) 的 特殊 情形 ), 以 及 z = zz( 性 质 这 的 特殊 情形 )， 

9. 极 化 分 解 上 面 提 到 的 复数 与 带 有 纯 量 乘积 的 空间 上 的 线性 算 子 之 间 的 平 
行 性 质 可 以 延伸 得 更 远 , 直到 复数 的 三 角 公 式 : z = |z| ete = Vzzei. 关于 这 一 点 ， 
可 见证 于 

定理 15 埃 尔 米 特 (或 欧 几 里 得 ) 向 量 空间 Y 上 的 每 个 非 退 化 的 线性 算 子 .4 都 可 
表达 成 | 

A=PQ, (15) 

的 形式 , 其 中 马 是 个 正定 算 子 , 而 @ 是 个 保 距 算 子 ( 西 算 子 或 者 正 交 算 子 ). 分 解 式 (15) 是 
唯一 的 ( 称 为 算 子 .4 的 极 化 分 解 ). 

证 明 ”按照 命题 1 和 命题 2 有 AA* = P?, 其 中 PP 是 个 正定 算 子 而 且 是 唯一 的 平方 
根 : P = VAA*. 当然 , P 是 可 逆 算 子 . 令 Q = P-14, 我 们 就 得 到 表达 式 (15). 只 需 证 
明 Q@ 是 个 保 距 算 子 . 

事实 上 , 因为 P* = P 而 且 P P-!1=E=E*=(P-1)*P* > (P-!)*=(P') = 
P-L 所 以 

Q@=P-i44*(P-H =Pr-IP2P-=2. 

现在 , 如 果 有 两 个 形 如 (15) 的 分 解 , PQ = 4 = Pi Qi, 那么 , 我 们 有 Q*P = Q*Pi. 
所 以 . PQ.:Q*P = P19Q1:QYPi, 从 而 P2 = Pa 二 PP = Pi1( 平 方 根 的 唯一 性 ), 而 且 , 由 
此 可 见 , 8 = Qi, 即 同样 判明 了 极 化 分 解 式 的 唯一 性 . 口 

说 明 5 显然 ， 

A=PQ = QQ PQ, 

由 此 我 们 看 到 

A= QD, 
其 中 @ 是 保 距 的 , 而 Pi = Q*PQ 是 个 正定 的 线性 算 子 . 

当 算 子 是 退化 的 情形 , 极 化 分 解 式 (15)( 不 要 求 Q 有 唯一 性 ) 也 是 对 的 .但 是 , 我 们 
转 癌 分 解 的 其 他 性 质 .对 复数 z, 在 其 三 角 分 解 中 , 因子 的 顺序 可 以 不 加 区 别 : |z|ei? = 
eiv |z|. 现 在 , 如 果 A = PQ = QP, 那么 


AA* =PQ. QP* = P= PQP= (QP) QP= .44, 


. 122 . 第 3 章 ” 带 有 纯 量 乘积 的 向 量 空间 


这 就 意味 着 算 子 .A 的 正规 性 . 
反 过 来 ， 
A4*=A*A=S P= POOP = QP*PQ = -1P29. 
但 由 8 与 P2 的 可 换 位 性 可 推出 8 与 P 的 可 换 位 性 质 , 因为 P = VP2 是 P? 的 多 项 式 (可 
由 谱 分 解 定理 得 出 来 ). 这 样 一 来 ， 
A = PQ 是 正规 的 对 PQ = QP. 


。 习 匮 


1. n xn 阶 的 西 矩 阵 A 何 时 能 表 成 (乘法 ) 换 位 子 A 二 XYX-'Y-1 的 形式 , 其 中 义 ,Y 也 是 
酉 矩阵 ? 
2. 把 雅 可 比 和 矩阵 理解 为 形 如 


Q1 一 D1 0 *““"。 0 0 
一 C1 Qa2 一 p2 .……. 0 0 
0 ec 。.。。 0 0 
J 一 2 “3 ， bici >0, li1<i<n—1 


的 实 和 矩阵 . 证 明 , Spec(J) 永 远 是 实 的 且 都 是 单 的 . : 

3. 类 似 于 定理 13, 如 果 , 两 个 算 子 中 一 个 是 埃 尔 米 特 而 第 二 个 是 保 距 的 , 那么 , 定理 13 还 能 保 
持 正确 吗 ? 

4. 设 A, B 是 域 人 上 向 量 空间 VV 上 的 任意 两 个 可 交换 的 线性 算 子 . 证 明 , 如 果 A 和 BB 均 可 对 角 
化 , 那么 , 它们 就 可 以 同时 被 对 角 化 , 也 就 是 存在 一 个 基底 , 它 由 .A 的 特征 向 量 组 成 , 同样 , 它 也 是 
由 好 的 特征 向 量 组 成 的 . 

5. 证 明 , 如 果 A, B 都 是 正定 线性 算 子 且 .41 = BA, 那么 , AB 也 是 正定 的 . 

6. 如 果 "4 = 一 A, 那么 , 证 明 A? 必 为 对 称 的 正定 矩阵 .特别 地 , 斜 对 称 矩 阵 的 非 零 特 征 值 必 为 
纯 虚 数 . 

7. 设 A, B 是 埃 尔 米 特 ( 对 称 ) 算 子 , 其 中 之 一 , 比方 说 是 A, 是 正定 的 .证 明 , Spec(.AB) 是 

8. 设 q(x) 是 带 有 纯 量 乘积 (*|+) 的 欧 几 里 得 空间 的 一 个 二 次 型 . 问 ,在 单位 球面 (x|x) = 
1 上 的 哪 一 个 点 上 , 二 次 型 q 能 达到 极 大 和 极 小 ? 更 一 般 地 ,在 单位 球面 的 哪些 点 上 二 次 
型 49 取 平稳 值 ? 也 就 是 在 该 点 沿 各 个 方向 求 导 数 均 为 零 .证 明 , 下列 论 断 是 正确 的 . 


二 次 型 g (x) 恰 好 在 单位 球面 上 那样 一 些 点 上 取得 平稳 值 , 这 些 点 对 应 由 型 g (x) = (Fx|x) 确 
定 的 对 称 算 子 天 的 特征 向 量 . 


特别 地 , 型 g(x) 在 单位 球面 上 的 极 大 值 等 于 它 的 规范 系数 中 的 最 大 者 , 而 极 小 值 就 是 最 小 的 
系数 (二 次 型 的 极 值 ). 
9. 证 明 引 理 6 的 如 下 的 延伸 . 
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定理 16 复 的 有 限 维 向 量 空间 上 的 任意 一 族 可 交换 的 线性 算 子 必 有 共同 的 特征 向 量 . 
10. 如 果 
© = {A; € Mn (C) |AiA; = Aj;Ai; 1,7 € J} 


是 任意 一 个 可 交换 的 (两 两 可 搁 位 置 的 )n 阶 矩阵 的 集合 .那么 , 可 以 找到 一 个 非 退 化 适 阵 C 使 得 共 
配 集 


C 6C= {Cc AjClj € 7} 


是 由 可 交换 的 上 三 角形 矩阵 组 成 的 . 
11. 按 惯例 ， 设 忆 是 n 阶 单位 秆 阵 ; Bi;, 1 < i,j <n, 是 矩阵 单位 .验证 , 矩阵 族 


6 = {Esl ig [n/2],[n/2] +1<j <n}U{E} 


含 |n2/4] 十 1 个 元 素 而 且 是 由 线性 无 关 的 ,交换 的 上 三 角形 矩阵 组 成 的 .把 p/g] 理 解 为 分 数 p/g 的 
整数 部 分 . 

12. 定理 [I. 舒 尔 , 1905]. 在 Mn (C) 中 可 交换 子 代数 的 最 大 维 数 等 于 [mn2 /4] 十 1. 

换 句 话说 , 需要 证 明 , 在 C 上 两 两 交换 的 线性 无 关 的 m 阶 矩阵 最 大 的 个 数 是 [n2/4] 十 1. 

事实 上 , C 可 以 用 任意 域 失 来 代替 . 

13. 证 明 下 列 论断 . 设 (V, (*|*)) 是 个 偶数 n = 2m 维 的 欧 几 里 得 向 量 空间 . 再 设 f(x, y) 是 V 上 
的 非 退 化 的 斜 对 称 型 ， 那么, 必 可 将 V 分 解 成 两 个 m 维 子 空间 的 直 和 V = Vi @ V2, 并 能 找到 一 
个 (对 (*|*)) 对 称 的 非 退 化 的 线性 算 子 .4 : V 一 V 使 得 


f (xX,y) = (xi|Ay2) — (x2|Ay1). 


这 里 x = xl 十 Xx2,y 二 yi1 十 y2,Xi,yi € Vi,i= 1,2. 


$4 复 化 与 实 化 


正如 我 们 不 止 一 次 地 相信 了 这 样 一 种 可 能 性 ， 即 要 解决 把 线性 算 子 4 : Y 一 
VY 的 矩阵 按 类 别 化 成 规范 型 的 问题 , 取决 于 它 的 基础 域 是 代数 封闭 的 (R&R = C) 还 是 不 
封闭 的 (R = R). 特 别 地 , 它 分 别 地 对 应 了 保 距 算 子 是 西 算 子 和 正 交 算 子 的 情形 .因为 
在 复数 情形 代数 图 形 ( 在 损失 某 些 几何 直观 的 前 提 下 ) 变 得 比较 简单 ， 所 以 常常 把 复 
数 化 算 子 ( 或 者 也 说 成 是 消 子 ) 用 到 实 空间 实 算 子 , 而 借助 于 逆 算 子 (实数 化 算 子 ) 再 返 
回 到 原来 开始 时 讨论 的 对 象 上 去 .我 们 仔细 地 把 目光 停 在 这 里 . 

1. 复 结构 设 V 是 RR 上 的 有 限 维 (n 维 ) 向 量 空间 . 

定义 1 如 果 给 定 一 个 线性 算 子 了 : V 一 V, 其 平方 了? = 一 6, 则 说 在 V 上 定义 
了 一 个 复 结构 . 
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例 1 设 n=2m, 7 是 个 线性 算 子 , 它 对 应 矩阵 


0 一 | 


( 见 第 1 章 84 定 理 9 的 推论 ). 显 然 , 7 在 V 上 定义 了 一 个 复 结构 , 因为 .72 = 一 E. 
词组 “ 复 结构 ”可 以 证 实 这 样 一 种 状况 , 即 对 (V， 了 7) 可 以 变 成 一 个 C 上 的 向 量 空 
间 V, 令 
(a+iB)v=av+BIv, a,BEeER, verV. 
分 配 律 公 理 
a(u++vVv)=au+tayv, (a+Db)v =av+bv, abeC, wveV 


得 到 满足 , 因为 了 是 个 线性 算 子 . 其 次 , 由 .72 = -2, 得 到 


(Q 十 10) 上 (7 十 2)v] = (a+iB)(yv+ 0.7v) =aQa(yYV+dIVv)+BI(Yv+oT7Y) 
=ayv+abTv+ByIv— Bov = (ay — BO)vV + (ad + BY)TVY 
= [ay— B+ilad + BPY) v= [a +iB)(Y +id)]y. 


所 有 的 剩 下 的 向 量 空间 的 公理 也 都 被 满足 , 因为 V 和 V 作 为 集合 而 言 是 一 致 的 . 
定义 2 称 V 是 与 实 空 间 V 相 关 的 复 化 向 量 空间 . 
我 们 来 证 明 , 例 1 不 是 偶然 的 . 
命题 1 有 复 结构 的 向 量 空间 V 在 民 上 必然 是 偶数 维 的 , 而 算 子 了 在 某 个 基底 :之 
下 的 天 阵 必 形 如 (1). 进 一 步 ， 
dimcy = 5 dimg V. (2) 


证 朋 假设 我 们 已 经 找到 了 向 量 el,…… ,ek 使 得 2k 个 癌 量 el, 了 el,… , ek, J ek 原 
本 是 线性 无 关 的 了 . 那么 , 或 者 , 线性 包 络 


Vx = (el, 7el,…. , Ek, 7ek) 


已 经 与 V 重 合 , 或 者 , 如 同 早 就 证 明 过 的 那样 , 还 能 找到 ep 11 &g Vi. 
立刻 允许 有 


vek+l = QEekp4+1l+Vk, OER, vp€ Vx. 
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于 是 , 我 们 可 以 把 算 子 7 作用 到 这 个 等 式 的 两 端 , 得 
—e@k4+1 = Qf Eekpt1+ SVEk 


注意 , 子 空间 仅 对 于 .7 是 不 变 的 , 所 以 , 7vk e .把 得 到 的 第 一 个 关系 式 乘 以 a, 交 
换 两 边 , 再 减 去 第 二 个 关系 式 , 就 得 到 


(@” 十 1)ek+1l 一 一 QV 一 Lvk E 


但 是 , 这 与 ex+1 的 选 法 相 予 盾 , 故 总 有 oa“ +1= 0. 
把 这 个 往 线 性 无 关 的 向 量 集 合 V 上 添加 线性 无 关 的 元 素 的 过 程 一 直 继 续 下 去 ， 
最 后 , 我 们 一 定 会 有 某 个 m 使 得 整个 空间 有 


V = Vn = (el) el;,…. , Em, 7em) . 


这 样 一 来 , dimgV = 2m, 并 且 在 基底 (el, 7el…… ,em, Iem) 之 下 算 子 ] 的 矩阵 恰 
好 有 如 (1) 形 式 ， 等 式 (2) 则 可 以 由 向 量 ek 和 ,7ekx 在 CE 成 比例 Texk = iek 这 一 事实 
直接 得 到 . 口 
按 存 在 性 进行 的 推导 重复 了 化 斜 对 称 型 为 规范 型 的 过 程 ( 见 第 1 章 , $4). 
2. 实 化 ”现在 设 U 是 C 上 的 任意 一 个 n 维 空间 . 
定义 3 把 U0 实数 化 并 称 为 U 的 实 化 空间 UR, 它 作 为 集合 ,作为 加 法 群 都 与 U 重 
合 , 但 复数 在 它 上 面 的 乘法 将 被 忘却 ,而 用 实数 去 乘 向 量 仍 如 原来 [一 样 地 实行 . 
我 们 把 U0 简单 化 , 由 n 维 空间 


U = (el,…: ,en)c 
得 到 2n 维 空间 
UR 一 《el， 2e1， en， ien)R 
就 把 U 实 化 了 . 
最 初 开始 定义 3 的 i = V=I 在 7 上 的 乘法 , 按 给 定 的 关系 
Jekr = ier, I(ier)=—exrx, l<k<n. (3) 


就 变 成 了 在 UR 上 的 复 结构 , 就 是 线 子 7 了 .把 在 第 1 目 中 的 看 法 用 到 对 (UR, 了) 上 , 我 们 就 
得 到 了 作为 与 出 发 点 的 空间 [不 相关 的 复 化 空间 , 即 


m=U. 


现在 , 我 们 引进 如 下 的 
定义 4 线性 算 子 .4R 。 UR 一 UR, 它 的 作用 与 .4 的 作用 是 一 样 的 ， 被 称 为 是 线性 
算 子 4 : 太一 V 的 实 化 算 子 . A 和 ,AR 的 差别 可 以 归结 为 作用 结果 的 解释 上 : 


UR = (el)…… ,en)R + (ie1,..* ,ien)R- 
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与 这 个 分 解 式 相 对 应 的 C 线 性 算 子 4 : U 一 U, 我 们 记 成 , 4 = + id 其 中 4 
和 A2 是 及 线性 算 子 且 在 基底 (ei,.… ,en) 之 下 分 别 对 应 实 的 n x n 阶 和 矩阵 4 和 4。. 
因为 

Alier) = iAexr = i(Aier + iA2exr) = —Aser + iAlern, 


所 以 ， 在 基底 (el， enjiiel, :… ,ien) 之 下 , 对 UR 实 化 算 子 Ar 的 矩阵 是 


41 —A» 
4R- (4 和) . (4) 


我 们 看 到 , 远 非 Un 上 的 每 个 线性 算 子 都 可 以 作为 U 上 的 某 个 算 子 的 实 化 算 子 . 
设 L(U)g 是 所 有 的 实 化 算 子 的 集合 , 而 L(UR) 是 UR 上 所 有 的 RR 线性 算 子 的 向 量 空 
间 , 由 定义 或 者 由 实 化 算 子 的 矩阵 解释 (4), 可 以 看 出 ， 


(A+B)R=Ark+Br, (AB)R=AR:Br, (aA)R=aAr, aeER. 
换 句 话说 ， L(U)R 是 LC(UR) 的 一 个 子 代 数 . 显然 ， 
dimp L(U)R 一 92n2 一 > (2n)’ 一 1 qim L(UR). 


2 
在 我 们 的 基底 之 下 , 线性 算 子 .7( 复 结构 ) 对 应 矩阵 


5 人 2) B= E,. : (5) 


按 其 意义 ,AR .7 = 了 .AR, 它 对 应 很 容易 验 证 的 矩阵 关系 式 AR .万 = 力 : AR. 再 加 


上 , 条 件 
41 4s 4 hs 
4 As 0 42 44 人 


本 以 大 本 名 全 失 肛 


As—A1\ 1 =-42 -44 
(全 =-( 到) 

我 们 看 到 , 4s = -42， 44 = Ai. 也 就 是 说 , 所 有 的 与 有 可 交换 的 R 上 的 2n x 2n 阶 的 
和 矩阵 必然 形 如 (4). 

于 是 , 有 下 面 命题 成 立 . 

命题 2 (对 复 结 构 7) 所 有 实 化 算 子 的 子 代数 C(U)R C L (UR) 刚 好 由 所 有 可 与 了 
交换 位 置 的 算 子 组 成 . 

和 人 下 是 面 的 问题 设 V 是 个 实 的 维 数 为 偶数 的 向 量 空间 (比方 说 
dim RV = 2n) 且 4 :V 一 V 是 个 线性 算 子 . 在 V 上 , 什么 时 候 能 存在 一 个 复 结 
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构 7 了 能 与 4 相 适 当 , 也 就 是 , 使 A=Br, 其 中 B : Y 一 V 是 复 的 n 维 空间 UV 上 的 线性 
算 子 ? 我 们 未 能 触及 部 分 内 容 精 彩 的 情形 . 

定理 1 设 V = RR?, 且 A :VV 一 V 是 个 没有 特征 向 量 的 及 线性 算 子 . 那么 , 在 上 上 
可 以 定义 一 个 与 4 相 适 的 复 结构 (详细 情况 进入 证 明 就 可 以 知道 ). 

证 明 ” 按 条 件 .4 有 两 个 复 共 斩 的 特征 根 入 入. 设 入 = 和 +iMo, 和 1, 和 2 € R, 且 和 2 0. 
根据 哈密 顿 - 凯 莱 定理 , .42 - (tr .4+ (det A)E = O, 也 就 是 


A —2MNA+ (I+M)E = O. (6) 


我 们 定义 一 个 算 子 了 , 令 
J = Mz (4 A1E), 
或 者 , 等 价 地 ， 
A=AE 十 Xov7. 


代 换 等 式 (6) 的 .4, 我 们 得 到 
(2E + NNT + RET) -NNE + NT) + Ot+M)E = O， 


进而 推出 
7 = -2. 

按照 第 2 目的 一 般 性 推断 , 在 V 上 就 定义 了 复 的 直线 结构 C1. 因 为 算 子 A 可 以 与 7 了 交换 
位 置 , 故 A = BR, 其 中 8 : Cl 一 C1 是 一 个 用 某 个 复数 相 乘 的 线性 算 了 于 , 这 个 数 , 显 
然 , 就 是 入 . 口 

现在 , 我 们 证 明 

命题 3 det Ar = | det .4|?. 

证 明 ”我们 直接 给 出 基于 元 素 变换 的 计算 出 来 的 成 果 , 而 不 过 分 拘泥 于 实 化 的 
细节 . 因为 det 4 = det 4, 其 中 小 横 杠 代表 取 共 思 复数 , 所 以 有 关系 (4), 用 记号 4 = 
41 十 iho, 那么 


A1-A 
tot Aa = det adet ( 1 : 


4 41 
41 二 14。 一 42 十 ?4 41 十 ?4 0 
_ det 1 十 ?42 2 十 ?241 _ det 1 十 ?242 
42 41 A 41 一 742 
4 0 | - 
= det ~ | = det A. det A = |det A|?. 口 
4 4 


3. 复 化 ” 设 V 是 R 上 任意 一 个 n 维 向 量 空间 . 可 以 直接 验证 : 在 外 直 和 V @V ( 即 
向 量 空间 的 对 (V , V)) 上 带 有 运算 


a(Wv)+oa(u,v)=(autoau,avti+av), ao,o €R, 
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且 用 对 应 
T:(uv) mm (-vu) 
定义 了 线性 算 子 , 它 给 出 了 V @ V 上 的 一 个 复 结构 . 称 这 个 复 结构 为 规范 的 . 
定义 5 与 V@V 相 关联 的 复 向 量 空间 V @V 被 称 为 是 V 的 复 化 空间 (或 者 复 的 包 
络 ). 
对 此 , 我 们 引入 专门 表示 


i 


VC:=Ve@V. 
如 果 把 C 看 成 是 R 上 的 2 维 向 量 空 x 间 .那么 


VC=VeE@gC, 


这 是 向 量 空间 的 张 量 乘积 中 的 一 种 特殊 情形 , 它 在 数学 中 有 广泛 的 应 用 (我 们 可 以 回 
顾 一 下 第 1 章 84, 而 更 详细 的 研究 将 在 第 6 章 82 中 进行 ). 因为 dimg(V @V) = 2n, 所 以 
等 式 (2) 对 应 的 是 
dimnc VT = dimR V. 

按 定 义 , iuv) = 了 (u,v) = -(wu, 所 以 (uv) = (uw,0) +i(v,0). 从 而 可 将 

对 (u,v) 很 自然 地 表示 成 u + iv, 于 是 ， 
(ut+tiv)+(u tiv)= (ut+u) +i(v+v). 

(a+iB)(ut+iv)= (au— Byv) + (av + Bu), 
这 是 因为 ， 


(a€ + PIUYV) = a(u,v) + BP(-v,u) = (ou— Pv,av + Pu). 


要 记 住 这 些 规则 并 不 困难 ， 因为 它们 刚好 对 应 作用 在 复数 上 的 那些 规则 . 回 量 u+ 
i0 就 简单 地 记 成 u, 从 而 实 空间 V 可 以 看 成 是 Vc 的 一 个 子 空间 . 

定义 6 ”对 于 及 线性 算 子 A : V 一 V, 我 们 把 C 线 性 算 子 AC : 7 一 

AC(u +iv) = Au+iAv, 

称 为 A 的 复 化 算 子 . 

我 们 有 蕴涵 式 

V 三 (el …… ,en)R SS VC = (el)……… ,en)c . 

由 此 可 见 , 算 子 A 在 基底 (e1,.… ,en) 之 下 的 矩阵 4 同时 也 就 是 算 子 .4c 在 同样 的 基底 


”之 下 的 和 矩阵 45. 即 
44 一 4. 
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特别 地 , det AC = det A 日 tr 4C = tr A. 因为 ， 


(A+B) (utiv)=(A+B)u+i(A+B)v 
=(Aut+Bu)+i(Av+Bv)= (Au+iAv) + (Bu+tiByv) 
= ACc(utiv)+B(u+t+iv)= (AC+ BC)(u+iv), 


所 以 , (4+ B)” = A* + BC. 类 似 地 可 以 验证 , (4B)C = ACBC. 
类 似 于 .4 继承 了 在 了 上 的 线性 性 质 , 更 一 般 地 , 可 以 定义 出 Vc 的 半 线 性 型 .例如 ， 
如 果 f 是 向 量 空间 V 上 的 双 线 性 型 , 那么 , 可 令 


ftiy utiy) = 0) -f(y,v) +i(f ev) + f(y,u)) 


作为 一 个 习题 , 请 验证 , 由 f 的 斜 对 称 性 可 以 推出 fc 的 斜 对 称 性 . 

现在 设 V 是 个 带 有 纯 量 乘 积 (*|*) 的 实 向 量 空 间 , 那么 , 也 可 以 在 VC 上 定义 纯 量 
乘积 

(x+iylut+iv)e := (xu + (ylv) — i((x|v) — (uly)). 
与 此 同时 , 如 果 对 (V, (*|*)) 是 个 欧 几 里 得 空间 , 那么 , 对 (VS, (*|*)5) 就 是 个 埃 尔 米 特 
向 量 空间 . 特别 地 , 在 VC 上 的 模 |*|c 将 用 等 式 
(x+iy|)? = lx) + ly 

给 出 . 

返回 到 一 般 情形 , 如 果 .A 是 V 上 的 一 个 线性 算 子 , 而 a + ib 是 VC 上 线性 算 子 .AC 的 
属于 特征 值 c + iB 的 一 个 特征 向 量 (a,b e V,a, 6 e RR). 那么 , 与 定义 相对 应 , Aa + 
iAb = AC(a+ib) = (a+ip)(a+ib) = (aa— Pb) +i(Ba + ab), 也 就 是 ， 


Aa=aa—pbb, Ab= fa+tab. 


这 样 一 来 , (a, b)。 就 是 一 个 对 于 A 不 变 的 2 维 的 子 空间 . 因为 .AC 总 是 至 少 要 有 一 个 特 
征 癌 量 , 所 以 , 我 们 再 次 证 明了 第 2 章 83 的 定理 7. 

其 次 , 要 注意 , C 上 的 每 一 个 n 维 空间 UU 必然 同 构 于 一 个 复 包 络 V5, 它 是 由 在 R 上 
挑选 出 来 的 向 量 空间 V 导 出 来 的 这 只 要 在 U 中 确定 某 个 基底 (ei ,… ,en),V 作 为 所 
有 形 如 》 or e; ,ai e R 的 向 量 的 集合 . 


U = (e1,*… ,en)c 一 (el … , en)R) 


4. 复 化 一 实 化 一 复 化 ”把 一 个 n 维 的 实 空间 V 复 化 后 再 实 化 就 得 到 一 个 2n 维 的 
实 的 空间 , 我 们 引入 记号 
W = (Vr. 
容易 相信 ， 
W=Ve@iV, (7) 


-130 ， 第 3 章 ” 带 有 纯 量 乘积 的 向 量 空间 


在 这 里 , 说 Y 是 实 平面 而 尽 是 虚 平 面 . 对 照 (3), 我 们 在 W 上 定义 了 算 子 了 = (itE)R, 它 
是 在 了 5 中 用 ; 相 乘 所 得 到 的 算 子 ?E 的 实 化 . .是 它 的 矩阵 ( 见 (5)). 算 子 .7 把 实 平面 和 
虚 平 面 交 换 位 置 . 

最 简单 的 情形 是 V = RR, Vc = Cl; 进而 W = (Cl)R = RR? 的 情形 . 在 复 的 直线 上 
定义 了 复数 取 共 f 数 的 算 子 


Qa+iBPa+t+id=a— 1ib. 


对 于 一 般 情形 , 在 空间 (7) 上 , 有 类 似 的 线性 算 子 


Si:u+ivoeo ui+iv=uiv 


E, 0 
5 = . 
0 一 卫 n 


拓展 这 种 情形 , 研究 任意 一 个 C 线 性 算 子 4 : VC 一 YC (这 个 想法 甚至 可 以 用 到 
线性 映射 4 : VC 一 VIL, Vi 大 记 的 情形 ). 称 算 子 A: VC 一 VC 


它 对 应 的 矩阵 是 


4.u+iv = A(u+iv), 


是 .4 的 复 共 斩 算 子 . 此 时 ， 
(LOg =S.4R.GS 


算 子 4 在 C 上 的 线性 性 质 可 以 由 .A 的 线性 性 质 和 复数 取 共 罗 f 的 线性 性 直接 得 到 ， 记 
线性 算 子 A 在 空间 V 的 基底 (e1,… ,en) 之 下 的 矩阵 是 4 = Ah1 +i4z, 而 算 子 4 的 矩阵 
是 4 = 41 一 ih2, 其 中 4; 和 42? 都 是 实 矩 阵 ( 见 第 2 目的 推理 ). 由 此 得 知 , 4 = A 的 充 要 
条 件 是 可 以 把 它 写成 4 = 有 BC ( 某 个 Y 一 V 的 实 算 子 的 复 化 ). 利 用 复数 取 共 思 的 算 子 
的 概念 , 我 们 对 有 形 如 (4) 和 矩阵 的 任意 的 实 算 子 Ak 可 以 写 出 


trAr=2trAi=tr(A+A)=trA+trAh. 


设 U 是 任意 一 个 复 空间 ， 在 第 1 章 84 的 第 1 目 中 , 我 们 已 经 讨论 了 空间 0 的 例子 ， 
并 称 它 是 复 共 罗 向 量 空间 , 它 与 0 的 区 别 仅仅 在 于 纯 量 乘积 : 入 @ x = 和 x. 

类 似 地 , 如 采 ( 了 ) 是 实 空间 附加 上 了 复 结构 , 那么 , 线性 算 子 一 了 也 定义 了 一 个 
复 结构 , 称 它 是 带 初 始 端 的 复 结构 . 其次, 如果 六 是 (V, 了) 对 应 的 复 空间 , 那么 , 7 就 
是 (V, 一 了 ) 对 应 的 复 空间 . 

现在 , 我 们 先 把 实 化 消 子 , 继而 再 把 复 化 洋子 用 到 复 向 量 空间 V 上 , 就 建立 了 规 
范 的 C 线 性 同 构 

f:(VrR)— Ve@TV. 
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为 此 , 还 需要 注意 , 在 (Va)< 上 有 两 个 RR 线性 算 子 : 规范 的 复 结构 算 子 了 (x,y) = (-y,x) 
和 乘 以 ; = Vv 一 1 的 算 子 , 它 对 应 V 上 带 初 始 端的 复 结构 : i(x,y) = (ix,iy). 因为 7 与 可 
以 交换 , 所 以 , 在 这 个 结构 上 它 是 C 线 性 的 . 因为 72 = -2, 所 以 它 的 特征 值 是 +i. 我 
们 引进 相应 于 这 些 特征 值 的 两 个 特征 子 空间 的 规范 表示 : 


”= {x,y) € (Va) T(x,y) = i(x, y)}. 
VY = {(x,y) € (VR) “II (x,y) = —i(x, y)}. 


两 个 集合 V1 和 V0%1, 都 是 (Va)5 的 复 的 子 空间 : 显然 , 它们 对 加 法 和 用 实数 乘 都 是 
封闭 的 . 而 相对 于 用 .7 乘 的 封闭 性 质 可 由 7 和 ;的 交换 性 得 到 .于 是 , 我 们 可 以 说 V = 
V9@V01, 还 可 以 说 ,V0 自然 同 构 于 V, 而 V1 自然 同 构 于 V. 

由 定义 立刻 可 以 得 到 , V1 是 由 向 量 (x, -ix) 组 成 的 , 而 V%! 是 由 形 如 (y,iy) 的 向 
量 组 成 的 .对 于 给 定 的 u,v < V, 方程 (u,v) = (x, 一 ix) + (y,iy) 有 了 唯一 解 ， x = 
(ut+iv)/2,y = (u 一 iv)/2. 进而 V = V5@V%1 映射 x 王 (x, 一 i 议 ) 和 x 上 (x, ix) 分 
别 是 V 到 V5 和 V 到 V0%1 的 R 线 性 同 构 . 此 外 , 由 定义 , 它们 在 V 和 VV 上 分 别 与 i 作用 可 
以 交换 位 置 , 在 V1 和 V0%1 上 可 以 与 7 作用 交换 位 置 . 这 就 完成 了 我 们 的 构建 . 

习 匮 

1. 证 实 , 欧 几 里 得 空间 V 上 没有 特征 向 量 的 正 交 算 子 A( 它 只 能 出 现在 dim V=2m 的 情形 )， 
一 定 是 一 个 与 V 相 关联 的 m 维 复 向 量 空间 U 上 的 菜 个 酉 算 子 B : U 一 U 的 实 化 算 子 .在 这 种 联系 中 ， 
要 注意 , 把 西 空间 实 化 就 导出 一 个 维 数 翻 一 番 的 欧 几 里 得 空间 . 

2. 在 复 空间 U 中 选择 一 个 基底 , 在 这 个 基底 之 下 , 算 子 A : Y 一 V 的 矩阵 是 个 上 三 角形 , 对 
角 线 上 的 元 素 是 和 A1，:.. ，Xn .证 明 命题 3 的 公式 . 

3. 设 U 是 C 上 的 向 量 空间 . 复 化 空间 VC 同 构 于 什么 ? 

4. 设 (V,(*|*)) 是 个 欧 几 里 得 空间 , V“ 是 它 的 复 化 空间 , .4 是 VC 上 的 线性 算 子 , 它 的 定义 法 则 
是 , 对 任意 U,V EV, A(u 十 iV) 二 u 一 iv. 问 , 4 是 实 化 空间 (V")。 上 的 线性 算 子 吗 ? 如 果 答 案 是 
肯定 的 , 再 问 , A 是 对 称 的 吗 ? 是 正 交 的 吗 ? 是 等 方 的 吗 ? 
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1， 通 近 问 题 ”在 数学 和 物理 学 里 极其 不 同 的 问题 中 都 会 遇 到 在 某 个 函数 类 中 
任 取 其 中 之 一 然后 按 给 定 的 函数 系 分 解 的 问题 .不 热衷 于 分 析 精 确 程 度 , 那 通 常 是 在 
分 析 学 教程 中 研究 的 , 我 们 只 限于 纯粹 地 讨论 这 个 问题 的 代数 方面 , 讨论 将 会 顺便 
触及 到 某 些 新 的 线性 代数 和 几何 问题 . 

我 们 假设 空间 C2(a,5) 包 含 了 所 有 的 实 变量 t 的 在 线段 a < t < b 上 的 连续 函数 (或 
者 在 以 无 穷 远 点 为 终点 的 区 间 上 的 连续 函数 ), 它 带 有 纯 量 乘积 


b 
(flg) = / f(at. 
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当 我 们 遇 到 必须 要 研究 复 陋 数 的 情形 , 小 横 杠 表示 取 共 斩 数 .在 Co (a,5) 中 将 重点 选 出 
一 些 光 清 函 数 的 子 类 , 例如 , 二 次 连续 可 微 函 数 构成 的 子 类 . 
用 通常 的 办 法 引进 函数 /的 模 : | 用 = vflf. 用 趾 离 


d(f,9) = ||f — gl 
就 把 空间 变 成 可 度量 了 . 前 面 说 过 的 一 般 问 题 的 表述 可 基于 对 标准 正 交 函 
数 系 p1(t), p2(t),… 

(pilp;) = 055 


的 研究 以 及 对 受 “可 逼近 的 " 丽 数 / E C2(a,b) 支 配 的 , 用 系数 ww 做 出 的 线性 组 
合 2 oapild) 区 的 研究 .逼近 问题 仅仅 在 这 样 一 种 情况 下 才 有 意义 , 那 误 是 肯 


数 pi ) 足 够 好 , 它 是 无 穷 次 可 微 的 , 甚至 是 解析 的 . 

如 果 函 数 / 坟 出 现在 物理 学 或 力学 的 某 种 周期 过 程 中 , 那么 , 自然 地 借助 初等 周 
期 函数 sin nt, cos nt, n = 0,1… 建立 函数 系 {pw(t)}. 一 般 情形 , 通常 的 多 项 式 空 
间 了 及 向 可 以 充当 标准 正 交 系 的 一 个 很 好 的 来 源 . 函数 系 {yn(t)} 的 建立 可 以 简单 地 归 
结 为 逐次 地 运用 我 们 已 经 熟悉 了 的 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 . 我 们 很 快 就 要 研究 这 
两 个 例子 (sin, cos 和 到 由 ), 而 现在 停 下 来 更 准确 地 阐 述 一 下 对 阴 数 / 扩 的 通 近 问题 (也 
说 是 近似 方法 ). 

2. 最 小 二 乘法 ” 设 给 定 了 一 个 标准 正 交 的 孙 数 系 {ypn(t)}. 如 果 f 是 C2(a,5b) 中 的 
任意 一 个 函数 , 那么 , 数 

= (flpn),n = 1,2,.…, 

被 称 为 是 函数 1 对 于 {p(t)} 的 健 里 时 系数 . 因为 


2 
0< |/ 一 > Cj -(- > cjpilf 一 Do] 
大 产 
= | 性 一 2 cjz(ejl7) — >》 (flps) + 2 cs( pilps) 
; 和 
= A 一 2 ) 2 wes +t Drsbse 
= 7 一 D5- De 5- = -> esl?, 
所 以 , 永远 有 
2 eps Wi 
不 等 式 的 右 喘 与 数字 n 没 有 关系 , 因而 事实 上 , 就 是 满足 不 等 式 
loP < Fl? / (1) 


k=1 
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或 者 , 同样 地 ， 


OO 


2 (flpr)? < NAN. (1) 


k=1 
这 个 对 任意 标准 正 交 系 都 成 立 的 不 等 式 (1) 被 称 为 贝 塞 尔 不 等 式 . 它 证 明了 具有 
非 负 项 的 级 数 cr 的 收敛 性 . 
在 最 小 二 二 乘法 意 意义 下， 对 给 定 的 函数 /tt t) 用 一 个 具有 不 变 系数 di 和 预先 
定 的 个 数 m 的 线 td 去 逼近 , 意味 着 , 选取 系数 dx 使 得 平均 平 


sl Da vl) 最 小 边 另 外 的 术语 得 到 最 小 的 平均 的 误差 平方 ). 这 


个 问题 的 几何 意义 是 相当 明显 的 . 对 于 (无 穷 维 的 ) 问 量 空间 V = Co2(a, 世 中 

的 向 量 f, 我 们 在 线性 包 络 0 = (yi1,yp2,… ,pm) 上 构造 一 个 癌 量 yp, 它 到 1 的 距 

离 |f - ol 是 一 个 极 小 值 . 这 也 同样 被 称 为 是 点 到 子 空间 的 最 短 距离 问题 , 或 

网 同样 地 称 为 垂直 线 问题 . 晚 些 时 候 , 我 们 还 会 碰 到 这 个 问题 , 那 是 在 真正 
空间 里 面 , 而 不 是 在 问 量 空间 中 . 我 们 总 有 直 和 分 解 


V=Ue@U-., 


因为 1 = fo 十 甩 , 其 中 fo 是 f 在 U 上 的 投影 , 而 广 是 “由 终点 向 量 f” 到 UV 上 的 垂直 线 (不 
再 有 任何 意义 的 表达 ), 或 者 , 同样 地 , 是 f 在 Ut+ 上 的 投影 . 现在 , 如 果 p € U, 2 夭 加 ， 
那么 ， 

|f -vl > 一 六 | (2) 


事实 上 , fo - pe U 并 进而 有 fo - p 正 交 于 户 = f 一 fo. 按照 毕 达 哥 拉 斯 定理 
If -pl =|f-fot+fo-ol =1f- fol ?+lfo ol, 


从 而 得 到 不 等 式 (2). 
关于 垂直 线 的 实际 问题 可 以 转化 为 寻找 向 量 f 在 U 上 的 投影 有 0 的 问题 . 把 fo 记 成 


fo = 101 十 … 十 TmPm) 


形式 . 由 条 件 
(f — folyp;) = 0, j= 1,2,.….. ,m, 


再 由 可 以 表示 成 m 个 未 知 数 的 线性 方程 组 
Zi(O1O 让 十 Za2(pa|27) 十 十 Zm(pm|2j) = (flp;), lgsijsgm (3) 


形式 的 条 件 , 我 们 就 找 出 了 未 知 的 系数 zi. 
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条 件 (3) 就 是 在 函数 系 {yp1,… ,pm} 没 有 标准 正 交 化 的 时 候 也 能 成 立 . 如 果 它 已 
经 标准 正 交 化 , 那么 , c; = (flw;) 就 是 傅 里 叶 系 数 , 而 且 系 (3) 立 刻 给 出 


Tj)=(flp;))=ce;, 1l1<&j7<m. 


回 到 我 们 的 近似 方法 问题 , 可 以 得 到 这 样 的 结论 , 平均 方差 条 件 | f -并 dpi 当 d 
cj 时 将 会 取得 极 小 值 .顺便 说 一 句 , 这 也 可 以 直接 看 出 


2 


| > do = -Yo + Ya;— eol. 
7 二 1 7 二 1 7 二 1 


如 果 , 当 m 增 大 时 , 对 任意 函数 六 < C2(a,b)， 2 f 一 >》 (flp;)wpj| 都 能 够 足够 
j=1 
小 , 那么 , 函数 系 {yp;(t)} 就 被 称 为 是 一 个 完备 正 交 系 . 正如 在 已 往 的 推断 中 已 经 看 到 
的 , {pj;(t)} 的 完备 性 的 必要 条 件 可 以 归结 为 , 对 任意 函数 f 都 满足 关系 式 


> loP= Dp = 1 (9) 


( 帕 塞 瓦尔 不 等 式 ). 

有 关 相 对 于 给 定 函 数 类 f(t) 的 完备 标准 正 交 系 {wj (t)} 的 问题 , 首先 由 著名 的 俄 
罗斯 数学 家 B.A .斯 捷克 洛 夫 (B.A.Creknos, 1864 一 1926) 提 出 的 . 

完备 性 条 件 (4) 可 以 表达 成 积分 形式 


lim 


b 
1.— OO 
Q 


区 一 D090; 0 dt = 0, vf E Co2(a， b). (5) 


在 满足 条 件 (5) 时 , 还 可 以 说 是 函数 序列 》 cjp;() 按 平均 收 伊 到 /(). 一般 说 来 


j=1 


按 平 均 收 敛 不 一 定 能 推出 按 函 数 o 的 分 解 成 级 数 ， 即 f(t) = > ceoj 人 的 .只 有 在 
j=1 


级 数 》_ cjpj 人 的 一 致 收敛 的 情况 下 , 据 完备 性 条 件 (5) 在 积分 符号 下 取 极 限 函 数 ， 


=1 
同时 把 f(4) 分 解 成 级 数 的 可 能 性 才 会 变 成 现实 ， 

按 平均 收敛 的 概念 , 以 及 和 它 在 一 起 的 函数 的 完备 系 的 概念 ,对 于 不 一 定 是 正 
交 的 、 标 准 的 系 仍然 是 有 意义 的 

3. 线性 方程 组 与 最 小 二 乘法 与 前 面 的 说 明 有 关 , 而 且 同 样 可 以 得 到 对 于 最 小 
二 乘法 的 补充 信息 . 我 们 返回 到 由 点 到 子 空间 的 距离 的 计算 问题 

照旧 , 设 V 是 个 任意 维 数 的 带 有 纯 量 乘积 (x|*) 的 向 量 空间 ，f 是 个 固定 的 向 量 
而 V = (e1,… ,em) 是 V 的 一 个 子 空间 ， 我 们 已 经 看 出 来 ， 由 “点 ” f 到 空间 UV 的 距 
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离 可 以 用 向 量 f - fo 的 模 来 度量 , 其 中 有 是 U 中 以 zx1,… ,zm 为 坐标 的 回 量 , 而 这 些 坐 
标 可 由 线性 方程 组 


zi(eile;) 十 Z2(ezleji) 十 …… 十 Zm(em|ej) = (fle;y), 1<j<m (6) 


来 确定 ( 见 (3), 在 该 处 用 ej 人 代替 oj). 如 果 e1,… ,em 是 标准 正 交 组 , 那么 , zj = (fle;)， 
1 < 7 < m, 就 是 待定 解 .但 是 , 解 的 存在 性 , 也 就 是 有 唯一 确定 的 由 f 到 U 的 垂直 线 ， 
却 不 自然 地 与 某 个 基底 有 了 关系 . 我 们 知道 , 任何 基底 总 都 可 以 化 成 标准 正 交 基 弃 ， 
所 以 (6) 的 解 总 是 存在 的 , 而 且 是 唯一 的 . 这 意味 着 , 行列 式 


det | (eiley)|| 1 i <m， 


(也 被 称 为 向 量 组 ei,… ,em 的 格拉 姆 行列 式 ) 不 等 于 零 . 显然 , 如 果 回 量 组 中 的 
某 一 个 向 量 ex 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 , 那么 ,格拉 姆 行列 式 等 于 零 . 事实 上 ,我 
们 就 证 明了 
定理 1 向 量 组 {e1,.… ,em} 线 性 无 关 , 当 且 仅 当 它 的 格拉 姆 行列 式 不 等 于 零 . 
这 个 断言 不 是 新 的 ( 见 81 定理 4). 与 最 小 二 乘法 求 近似 问题 一 起 , 似乎 , 允 
许 我 们 用 全 新 的 观点 彻底 地 完成 线性 方程 组 的 求解 问题 . 设 给 定 一 个 m > mn 的 
线性 方程 组 
Q1121 十 Q1272 十 … 十 alnZn = 01， 
02121 十 02222 十 … 十 Qn2Tn = bo, 


(7) 


arm121 十 am2T2 十 … :十 amnZn = bm. 
不 失 一 般 性 , 可 以 认为 rank(ai;) = n. 这 种 不 定 方程 组 是 实践 中 可 能 发 生 的 . 例如 ， 
一 般 大 面积 计算 时 , 方程 组 (7) 可 能 是 不 相 容 的 , 也 就 是 说 , 它 没有 解 . 但 是 , 可 以 答 
试 去 找 一 组 未 知 量 的 值 z?，z9，…… , z0 使 得 平均 二 次 误差 


77 


(akazg + akaz 十 … 十 anz0 — bye) 
k=1 
取 极 小 值 , 我 们 把 列 
el 二 [al , Qm1| ,，…: ) em 一 [al , amn] ,于 = [2 ,pm 
解释 成 带 有 标准 纯 量 乘积 


nm 
(zi7 , Tm] | [yi1, “ , Ym|) 一 Yriyi 
i 二 1 


的 m 维 欧 几 里 得 空间 的 向 量 . 此 时 ， 
加 2 
2 (akaizl + 十 aknZn 一 be) 一 


nN 
、 0 
2 二 1 


om 
二 
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就 是 由 > e, 到 的 距离 的 平方 . 如 果 U = (e1,.… ,en) 是 向 量 e1,.… ,en 按 线性 无 关 


条 件 的 线性 包 络 , 那么 , 关于 最 小 二 乘法 条 件 的 问题 就 变 成 了 已 知 的 关于 垂直 的 问题 
了 , 也 就 是 , 求 向 量 f 到 U 上 的 投影 问题 我们 关心 的 原来 的 线性 方程 组 的 “近似 解 "的 
分 量 z9，.… , z2 刚 好 是 在 相 容 的 确定 的 “正规 的 "方程 组 


+ (ezlel)z2 十 … 十 (en|lel)z 


0 
十 (ezlez)z2 十 … 十 (en|lez)zn = (flez)， 


(eilen,) 7 十 (ez|en) 7T2 十 … 十 (en|en) Tn = (fle.,) 


之 中 , 这 个 方程 组 的 格拉 姆 行列 式 det | (ei|e;) 0. 
4. 三 角 多 项 式 ”由 很 容易 验证 的 关系 式 ， 
三 cos kt ‘coslt dt =0, kL, 三 cos2 kt dt =n, 


一 所 


T Tt 
/ cos kt . sinlt dt =0, k #1, / 1 . dt =27, 
一 二 一 
Tt T 
/ sin kt .sin lt dt =0, kL, / sin2 kt dt 一 区 
—T 一 


可 以 推出 , 陋 数 
一 天 cost, sint, l cosnt l sinnt 
质 元 元 Va 
构成 了 2n 二 1 维 空间 Vn+1 的 一 个 标准 正 交 基底 , 而 V2, 1 就 是 所 谓 的 n 阶 三 角 函 数 多 
项 式 
sn(t) = 也 十 alcost 十 bsSint 十 .…: 十 ancos?t 十 DSSinmt (8) 

的 问 量 空间 . 

对 于 盟 数 通 近 的 一 般 推 理 表明 , 对 任意 函数 六 e C2( 一 n,n), 带 (似乎 是 可 变 的 ) 传 
里 叶 系 数 


1 TT 
0 二 二 0 
1 和 三 1 AT 
:|/ f(t) cos kt dt., m= 二 f(t)sinktdt, 1<k<n, 
TT x Tn 


的 三 角 多 项 式 5, 人 给 出 了 按 平均 值 (" 阶 ) 的 最 佳 盘 近 . 

已 经 发 展 极为 成 熟 的 傅 里 叶 级 数理 论 要 对 不 同 的 函数 类 解决 它们 是 不 是 能 给 出 
最 佳 平均 值 通 近 的 傅 里 叶 多 项 式 的 问题 ,而 且 还 要 求 一 致 逼近 , 也 就 是 说 , 无 穷 级 
数 lim 9 人 区 是 否 一 致 收敛 , 而 且 收 敛 致 1(t). 特别 地 , 对 于 在 区 间 {--n, mJ 上 的 任意 一 
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个 具有 目 然 条 件 /(-m) = f (7) 的 连续 函数 f(t), 回答 是 肯定 的 . 这 个 结论 可 以 由 即 
将 在 第 6 目 中 描述 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 推导 出 来 , 我 们 不 打算 加 以 证 明 . 

我 们 有 一 个 重要 的 技术 性 的 说 明 . 借助 已 经 遇 到 过 的 欧 拉 公式 cos kt isin kt = 
ew*t, 对 于 复 也 数 f(t) 的 三 角 函 数 多 项 式 (8) 就 可 以 表达 成 更 方便 的 形式 


-Vy Qpe™ (9) 


k=—n 


(请 注意 从 --n 到 mn 的 不 寻常 的 对 称 ), 其 中 
1 广 1 
or = ea 


2a0 =a0; 2ak 三 ak 一 ?op Ek>0; 2axr=a_k+ibx, k<0. 


典型 浮 数 | 
{ 志 cp G z| 
给 出 了 一 个 在 区 间 [-n, 7m] 上 的 复 的 标准 正 交 函数 系 的 例子 , 这 可 以 由 正 交 性 关系 式 


1 ™ 
一 一 / eitk—Dtg = Okl. 
2T /7 


直接 得 到 . 

5. 关于 自 共 罗 算 子 的 说 明 ”三 角 也 数 (典型 函数 ) 的 标准 正 交 系 完备 性 给 出 了 一 
个 需要 从 某 些 不 寻常 方面 来 注视 它们 的 道理 . 事情 在 于 , 很 多 完备 的 标准 正 交 也 数 
系 都 是 作用 在 C2(a,5) 上 或 者 某 个 子 集合 Q Cc Ca(a, 包 上 的 某 个 自 共 恩 算 子 的 一 整套 
的 特征 顶 数 (特征 向 量 ). 

一 般 来 说 ， 当 dim Y < oo 时 , 自 共 思 算 子 4 : Y 一 的 可 以 对 角 化 的 性 质 并 
不 能 照搬 到 无 穷 维 空间 中 来 , 这 只 要 举 个 以 t 相 乘 的 算 子 三 的 例子 就 可 以 说 明白 , 算 
子 万 是 对 称 的 


(Fif (Dg)) = fu f(t)g(t)dt = fn )tg(t)dt =(f (0)|F29(t)). 


但 是 , fe(t) = Xelt) 全 elt) = 0, 所 以 算 子 瑟 本 身 没 有 特征 向 量 . 这 可 能 会 使 我 们 想 
起 , 在 无 穷 维 空间 (即使 是 希 尔 伯 特 空间 ) 上 关于 线性 算 子 的 其 他 的 困难 工作 , 而 这 只 
是 我 们 引 到 的 一 个 方面 . 

更 加 重要 的 是 要 注意 , 许多 数学 上 和 物理 上 具有 重大 意义 的 无 穷 维 向 量 空间 上 
的 满足 一 系列 条 件 的 算 子 都 是 自 共 罗 的 . 而 且 , 对 于 它们 而 言 , 一 个 自然 地 类 似 于 有 
限 维 空间 上 的 谱 定 理 是 正确 的 . 也 就 是 说 , 如 果 A :T 一 是 个 自 共 思 算 子 , 那么 ， 
它 的 特征 向 量 (函数 ) 的 标准 正 交 系 84 在 第 2 目的 意义 下 常常 是 完备 的 ， 我 们 举 一 个 
简单 而 又 通俗 的 例子 来 说 明 这 个 值得 注意 的 事实 . 
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进一步 , 设 C2(a, 5b) 是 二 次 连续 可 微 虹 数 的 空间 , 它 带 有 通常 的 纯 量 乘积 


| 0 四 = 人 AGE 

考察 实 函数 的 集合 

Q = {f eC-m fm) = Fn), PCD=PonD) 
和 以 9 为 定义 域 的 线性 算 子 

A= 上 :cm 有一 Co(-mm 
用 分 部 积分 法 , 得 出 
CAFO = {rol 
= Po /re )g (Wdt = rr 
人 GA [/ (Og" dt = (GOMeG) 

这 表明 , 在 所 做 的 假设 之 下 , 算 子 4 是 自 共 罗 的 (对 称 的 ). 关 于 它 的 特征 向 量 和 特征 值 
能 说 明 什么 呢 ? 设 


of 
dt? 


=Af(t), ft)edn. 
函数 族 
Mr cos kt + Nr sin kt (o) 

就 是 这 个 定义 在 2 上 带 有 已 经 阐述 过 的 计算 限制 的 方程 的 对 应 特征 信和 = 一 上 2( = 
0,1, 2,… ) 的 解 . 如 果 还 存在 某 个 特征 值 , 那么 , 找到 了 一 个 与 所 有 三 角 级 数 函 数 正 
交 的 函数 ( 目 共 斩 算 子 的 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 回 量 的 正 交 性 ), 而 由 三 角 函 数 系 
的 完备 性 可 以 知道 这 是 不 可 能 的 . 当 和 = 一 及 时 , (o) 式 已 经 穷尽 了 所 有 的 解 . 

这 样 一 来 , 下 面 的 定理 成 立 

定理 2 定义 在 区 闻 [-T,T] 上 且 满 足 条 件 帮 -T = f(T)，f( 一 nn) = f(T0) 的 二 次 
连续 可 微 函 数 类 的 微分 方程 式 


cd 
sro (t) = Af (t) 


仅仅 在 和 = -mn2 (n = 0,1,…) 时 有 解 . 每 个 n 对 应 一 个 二 维 空间 (cosnt,sinnt), 所 有 
的 解 , 1, cost sint,… 组 成 C2( 一 n,nT) 中 的 完备 标准 正 交 的 函数 系 . 
术语 “微分 方程 式 "在 这 里 暂且 能 理解 为 "特征 值 和 特征 函数 上 的 方程 式 " 


Df(t) = Af (Wt), 
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其 中 ， 


am Cl 一 1 a 
D= am(t) Tm + om-1(t) mi t+ ot) (*) 


是 作用 在 所 有 的 在 区 间 [a,9] 充 分 光滑 的 函数 组 成 的 线性 空间 上 的 微分 算 子 ; 而 且 我 
们 还 假定 , 如 果 f(t) 是 这 个 类 中 的 函数 , 那么 f(a) = f*(b)，k=0,1,…,m 一 1. 利 
用 分 部 积分 法 奋 干 次 , 就 得 到 

D* = >》 (D'S o ai(t), (x**) 


2% 二 1 

其 中 ， 对 于 算 子 的 记 法 oai(t) 意 味 着 , 把 它 作 用 到 函数 f(t) 上 就 是 开始 先 用 ai(t) 去 
乘 , 然后 再 对 ! 求 ;次 导数 . 公式 (ks) 定 义 了 形式 上 的 共 斩 微 分 算 子 的 运算 D  D*, 称 
算 子 D 是 (形式 上 的 ) 自 共 罗 的 , 如 果 D* = D. “形式 上 的 ”一 词 在 这 里 可 以 理解 为 在 定 
义 中 没有 明显 地 指出 来 的 空间 上 , D 实 际 上 是 个 线性 算 子 . 

6， 勒 让 德 多 项 式 (球面 多 项 式 ) 回顾 一 下 , 在 第 4 目 中 的 魏 斯 特 拉 斯 定理 
称 :在 区 间 a < t < b 上 的 任意 连续 函数 f(t) 都 可 以 被 这 个 区 间 上 的 t 多 项 式 一 致 允 
近 . 换 句 话说 , 对 任意 的 正 的 e > 0, 对 于 f(t) 都 能 找到 一 个 次 数 n 充 分 大 的 多 项 
式 ao 十 ait 十 … 十 ant" 使 得 


|ao + ati+:+ant*— f(t)| <e, a<t<gb. 

这 个 在 分 析 学 教程 中 早已 证 明了 的 定理 , 既 表 明了 单项 式 的 无 穷 系 { 世 } 的 完备 性 ， 
又 表明 了 按 f(t) 建 立 的 相应 的 标准 正 交 系 的 依 里 叶 级 数 均值 (或 按 模 ) 收 敛 到 f(t). 为 
了 得 到 这 个 函数 系 , 我 们 对 单项 式 妇 施 以 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 . 这 个 过 程 中 产 
生 的 一 系列 正 交 的 、 标 准 的 多 项 式 是 唯一 的 , 如 果 把 区 间 固 定 ， 比 方 说 , -1 <t<1， 
并 且 约 定 , 每 个 多 项 式 的 最 高 项 的 系数 都 是 正 的 . 

但 是 , 正 交 多 项 式 族 {pi,(t)} 常 常 并 没有 被 规范 成 具有 积分 条 件 | p(t) = 1. 不 
管 怎 样 , 总 可 以 有 下 列 类 型 之 1 的 局 部 性 约定 

1) pn(t) 是 n 次 标准 多 项 式 , 即 , p89 (t) = nl; 

2) pn(1)=1. 

在 任何 情况 下 , 都 会 得 到 平行 的 向 量 (函数 ) 系 , 因为 , 正 交 性 条 件 同样 可 以 记 成 
[ tpn(t)dt =0, k=0,1,..….,n—1. 


—1 


然后 就 可 以 再 设 n=1,2,3,… 并 选择 型 1) 的 正则 性 , 我 们 得 到 多 项 式 的 一 个 正 交 系 
vo(t) 一 1 ui(t) 一 也 u2(t) 一 t? 5 v3(t) 一 太 = ~ (10) 


这 是 二 百 多 年 前 (1785) 法 国 数学 家 勒 让 德 联系 位 势 理论 问题 首先 研究 的 . 对 于 它们 
的 一 般 公 式 , 晚 些 时 候 再 求证 , 现在 , 称 具 有 型 2) 的 正则 性 : P,(1) = 1 的 正 交 的 多 项 
式 族 

1 da"(t?—1)" 


MOL PY- a 


n = 1,2,... (11) 
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为 勒 让 德 多 项 式 . 
我 们 来 验证 , 事实 上 , 多 项 式 族 (11) 具 有 所 需要 的 性 质 .按照 牛顿 二 项 式 定 理 , 我 
们 有 


OD)"= 2 (一切 (7) 本 


k=0 
所 以 ， 
P(t) = 1 jon(2n 一 …(n 填 了) 后 十 次 数 < n 一 2 的 项 
(2n)! n fa (9 
= 2st" + 次 数 较 低 的 项 


这 说 明 , deg P(t) =n, 而 且 , 我 们 还 得 到 了 多 项 式 已 , (的 最 高 项 的 表达 式 . 
其 次 , 把 求 乘积 的 n 次 微 商 的 莱 布 尼 芯 公式 用 到 多 项 式 (82 -Dr = (t 一 Dr 
1)* 上 , 我 们 就 得 到 
ad” ny nN Nn ar cm 一 上 ， 
CE 
k 
因为 , 当 < n 时 ,多 项 式 -55 ( - 1)" 一定 能 被 ; - 1 整除 , 从 而 , 当 n1 时 , 它 就 变 成 
零 , 所 以 


P,(1) = i (") mt _ "| CE = 天 :2=1 
顺便 说 一 句 , 我 们 应 当 注 意 , 当 m < ”时 , 求 乘积 (t 一 1)7(t 填 1)* 的 m 次 微 商 的 莱 
布 尼 茨 公式 给 我 们 做 出 来 一 个 既 能 被 ! - 1 整除 , 又 能 用 t+1 整 除 的 多 项 式 , 即 
人 PD), me<n. 
可 见 , 多 项 式 
a 
pm ( 
在 +I 处 均 为 零 . 现在 , 利用 分 部 积分 公式 , 就 可 以 验证 P(t) 与 1, t,…. ,t-1 的 正 交 
性 . 我 们 有 


1)", m<n, 


da” 


1 
2nnl(tt|P,(t)) = / (1)ndt 
a 
Cn 一 ! 1 Ca 一 ! 
_ jk 2 ml k—1 2 jn 
1 kf + S(t 1)"dt 
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1 (1) kk D 太 tt— 2 — 1)"dt. 
逐次 地 降低 t 的 究 指 数 , 就 得 到 最 终 的 等 式 


2nnl(t*|P,(t)) = (一 1k tC—1)"|ti=0. 


dtn—k—1 
用 这 种 间接 的 方法 , 我 们 不 仅 证 明了 勒 让 德 多 项 式 的 两 两 正 交 性 


(Pr(DIRWD) = 0 kz, 
而 且 得 到 了 序列 (10) 的 多 项 式 表达 式 
2" (nl)’ 
(2n)! 
实际 上 , 由 一 般 的 表达 式 , 我 们 知道 w(t) 和 P(t) 仅 仅 差 一 个 常数 因子 , 而 且 , 比较 它 
们 的 最 融 项 系数 (多 (12) 式 ) 就 可 以 做 出 低 项 的 关系 式 . 


Un(t) = ——~— P(t), n= 1,2,.… 


可 以 验证 ， 
IOP= Pa= (13) 
我 们 再 设 wn = (2 一 1)" .借助 菜 布 尼 区 公式 对 恒等式 
(#2 — 1) Son = 2ntwn,, 
两 端的 乘积 求 n+1 次 导数 , 就 得 到 
十 2 am 
(t2 — 1)——s Tmra Wn + 2(n + Dt ni i + (n+ nawn 
dn 7 十 ] 
一 2nt tn 一 一 一 Wn 十 2m(7 十 1) Swn 
把 这 个 等 式 的 所 有 项 均 乘 以 1/(2"m0) 且 采用 
1 dm 
Tnl a en 0), 
我 们 就 得 到 一 个 微分 关系 式 
(£2 — 1 a Pa(t) + 2t= SP, — n(n+1)P,(t) = (14) 


在 空间 C2( 一 1,1) 上 研究 线性 微分 算 子 


ad ad ad 
2 一 一 一 2 1 
= D 全 + 全 [ D4 ， 
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它 的 定义 域 是 CY (一 1,1), 其 中 , 如 同 从 前 一 样 ( 见 第 5 目 ), C”(a,5b) 是 带 有 通常 纯 量 乘 
积 的 所 有 的 二 次 连续 可 微 函 数 的 空间 . 算 子 S 是 自 共 斩 的 , 这 可 以 由 第 5 目 未 尾 的 一 般 
公式 (*) 和 (**) 直 接 推出 来 , 可 以 改写 成 


SP,(t) = n(n + 1)P.,(t), (15) 


形式 的 原来 的 等 式 (14) 表 明 , 多 项 式 P(t) 是 自 共 罗 算 子 5 的 属于 特征 值 M = n(n+1) 的 
一 个 特征 函数 . 换 句 话 来 说 , 方程 式 Sx(t) = n(n 十 1)z(t) 有 非 零 解 z(t) = P,(t). 如果 
特征 子 空间 V* 的 维 数 能 够 大 于 1, 那么 , V* 中 就 会 有 向 量 y(t) 头 0, 它 正 交 于 P(t). 因 
为 自 共 斩 算 子 的 特征 子 空间 相互 正 交 : 


(YXIVA) =0，A#4, 


因此 , 向 量 y(t) 就 正 交 于 所 有 的 Pj;(t), 7 = 0,1,…. 但 这 与 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 推出 的 
系 (11) 的 完备 性 相 矛 盾 . 出 于 同样 的 原因 , 算 子 5 必 然 没 有 不 同 于 n(n + 1)，n = 
0, 1,… 的 特征 值 . 

这 样 , 就 证 明了 ( 按 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 模式 ) 下 面 的 断言 

定理 3 微分 方程 

5 Ce _ D0)| ~ M(t) 

在 定义 于 区 间 -1 < t < 1 上 的 所 有 二 次 连续 可 微 函 数 族 中 , 只 有 当 和 = mn 十 1， 
n 二 0,1,2,… 时 , 有 解 . 每 个 n 对 应 唯一 一 个 解 z(t) = P(t)( 精 确 到 乘 一 个 常数 )、 上 述 
的 所 有 解 在 C2( 一 1,1) 中 构成 一 个 完备 的 正 交 甬 数 系 . 

我 们 研究 过 (极其 短暂 地 ) 的 微分 算 子 和 二 (? - 1) 人 都 属于 一 个 更 广泛 的 算 
子 类 , 被 称 为 斯 图 姆 - 刘 维 尔 算 子 类 , 这 类 算 子 在 数学 物理 中 起 卓越 作用 . 

说 明 系 (10) 中 多 项 式 

Un(t) = oan P(t), an = 2 

具有 如 下 有 趣 的 极 小 性 .在 所 有 的 标准 n 次 实 多 项 式 中 ， 至 少 wi,(t) 在 区 间 -1 <t<1 
上 按 均 值 不 为 零 . 

事实 上 , 问题 是 积分 


IJ)= /sar 其 中 FO -P+ eR 
的 极 小 性 . 把 多 项 式 PP.(t) 的 两 两 正 交 性 和 对 于 || Pi(#)|| 的 公式 (13) 应 用 到 分 解 式 
f(t) = onP(t) + I iPr t+:+NPt)+Y, mER 
上 , 我 们 就 得 到 表达 式 


2 
0 


9 02 n—1l y 
IT(f)= 也 2 
(1) 27 二 IT Bert 
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显然 , 在 yi = 0,0 < i < n 一 1 时 ,上面 的 积分 取得 极 小 值 . 
7. 加 权 正 交 以 下 述 方式 得 到 的 为 数 众 多 的 函数 族 是 勒 让 德 多 项 式 的 直 
接 推 广 . 设 在 区 间 a < t+ < b 上 给 定 了 一 个 非 负 函数 p(t), 我 们 称 它 为 权 函 数 . 考 


察 向 量 空间 

VY(VpG) = (Vp lk = 0,1,2,..°), 
或 者 它 的 有 限 维 子 空间 

Va(VP)) = (VEOHI1 <k<n-— 1) 

我 们 眼前 就 呈现 了 关于 在 V(VF 妈 (或 者 WW,(VP0))) 中 选取 标准 正 交 基底 的 问 
题 . 把 通常 的 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 用 到 这 个 函数 类 , 得 到 满足 条 件 
b 
(VI Qn OVPD Qt)) = / p(t)Qm(t) Qn (tat = Gr 
的 函数 类 
{vVzG 0 ， Qn(t) € RIt, degQn =n, n=0,1,... 


可 以 说 {Qn()} 是 相应 于 权 p(t) 的 标准 正 交 多 项 式 .在 这 个 意义 下 , 勒 让 德 多 项 式 
就 相应 于 权 1 的 标准 正 交 多 项 式 . z 
我 们 本 来 在 一 开始 就 引入 新 的 纯 量 乘积 


b 
(flg)pce = / p(t) f(t)g(t)dt, 


那么 , 关于 前 面 意义 之 下 的 多 项 式 正 交 化 问题 , 一 如 既往 , 可 认定 与 固定 的 纯 量 乘积 
有 关系 . 

8. (第 一 类 ) 切 比 雪夫 多 项 式 ”具有 多 方面 兴趣 的 俄罗斯 数学 家 和 力学 家 II.I. 
切 比 雪夫 (1821 一 1894) 为 图 数 通 近 理 论 黄 定 了 基础 . 他 提出 了 正 交 多 项 式 理论 的 基本 
思想 , 由 权 p(t) = 1/V1 -万 对 应 的 极 有 特色 的 标准 正 交 多 项 式 类 TY 从 ,m > 0, (a,5) = 
(一 1, 1) 就 是 用 他 的 名 字 命 名 的 . 下 面 就 是 它们 的 显 式 


Tn(t) = CY VIB —12)"-1/2 = cos(n arccos t). (16) 
特别 地 ， 
Tot) =1, Tt) =t, Tt) = 2 1, 
Ts(t) = 4t3 — 3t, Ty(t) = 8tt — 8 +1. 
规范 化 


‘TOnO | wy 
EE 
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就 第 6 目 末 尾 的 说 明 , 我 们 看 出 , 切 比 雪夫 多 项 式 在 如 下 的 意义 上 偏离 零 最 少 : 在 
闭 区 间 _1 < t < ! 上 绝对 值 | 元]| 的 极 大 值 在 所 有 标准 的 "次 实 多 项 式 的 关中 
取 值 最 小 . 


习 十 
验证 , 表达 式 (16) 是 对 的 , 并 且 证 明 , 切 比 雪夫 多 项 式 T,(t) 是 微分 算 子 


d* d 
2 
(t Ds +t 


的 一 个 属于 特征 值 n? 的 特征 向 量 . 

9. 埃 尔 米 特 多 项 式 ” 我们 简短 地 考察 一 下 埃 尔 米 特 多 项 式 瓦 , (t) (更 规范 地 应 该 
说 是 拉 普 拉 斯 - 切 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 ), 它 是 先 分 别 选取 a = -oo, b = co, p(t) = 
et , 然后 在 单项 式 序列 1 t, 万 ,… 正 交 化 基底 上 得 到 的 . 显 式 是 


Hn(t) 一 (De et 
Holt) = 1, Hi(t) = 2t, H2(t) = 4t2 — 2, Halt) = 8t3 — 12t,...; 


规范 化 : 


59 _12 0, 当 70 天 了， 
人 了 Hm(t) H(t)dt = {2 Vi, 当 m=n. 
这 对 读者 来 说 是 个 不 难 的 习题 , 只 要 掌握 了 第 5 目的 内 容 就 行 .这 只 需要 利用 
反常 积分 , 
/ e-t dt = VT 


的 值 以 及 在 区 间 (-oo0, oo0) 终 点 函数 e-* 的 所 有 乘积 均 趋 于 零 的 情况 . 
其 次 , 对 n 直 接 用 归纳 法 , 即 可 建立 如 下 的 命题 
埃 尔 米 特 多 项 式 到, (四 是 微分 算 子 


的 属于 特征 值 一 2n 的 一 个 特征 向 量 . 
在 数学 物理 中 , 所 谓 的 埃 尔 米 特 函 数 
Vn(t) = et 2H,(t) 一 (De ?2 Set 
同样 是 很 有 用 的 
我 们 来 证 明 , 函数 如 (人 是 算 子 
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的 属于 特征 值 一 (2n 十 1) 的 一 个 特征 向 量 . 
为 了 这 个 目的 , 考察 一 个 辅助 算 子 


AM=——t. 


4 
dt 
容易 确信 ， 

d 


由 此 可 以 得 出 , 如 果 / 是 算 子 1 的 属于 特征 值 X 的 特征 向 量 , 那么 , Mf 就 是 算 子 XH 的 
属于 特征 值 M -2 的 特征 函数 : 


HM] =HM— MH = -2 (号 - 引 =- _2A4 


HMF = [H, MIF + MHF = -2AMF+AMF = (入 -2)A 
对 n 用 归纳 法 , 可 以 推出 关系 式 
HM?"f = (N— 2n)M"f. 


因为 Ke-*? = --e-t2,， 那么 , 用 e-* ?替换 f， 用 一 1 替换 ,我 们 就 可 以 推出 这 样 一 个 
事实 , 即 对 所 有 的 n > 0, M"e-* ?2 力 是 算 子 XH 的 属于 特征 值 一 (2n + 1) 的 一 个 特征 函数 . 
另 一 方面 , 按 n 归 纳 , 可 以 直接 计算 出 


2/o ad _,2 _ ,2/ 
et “2 et =~ Mr"e-t'2, 


dt 
也 就 是 
Wnld) = (-1)"M"e™’?. 
这 就 是 所 有 要 证 明 的 . 
习 题 
1. 三 角 二 开 》 在 民 上 是 收敛 的 . 利用 贝 塞 尔 不 等 式 证 明 , 它 不 是 任何 一 个 函数 E 


C2(—n 们 的 傅 里 叶 级 数 ， 

2. 证 明 递 推 公式 : 

(1) 对 勒 让 德 多 项 式 , PH) = 了 于 

(2) 对 切 比 雪夫 多 项 式 , Th+1(t) = 2tT%(t) Tn-1(t); 

(3) 对 埃 尔 米 特 多 项 式 , Hn+1(t) = 2tHn(t) — 2nHn_1(t). 

3. 不 必 依 据 第 5 目 中 的 公 公式 (+) 而 直接 证 明 第 6 目 中 的 微分 算 子 S 的 自 共 罗 性 . 

. 二 一 一 一 一 一 ~ P, 数 , 力 报 

4. 证 明 , f(x,t) = 用 一 对 勒 让 德 多 项 式 的 生成 函数 (把 (t) 当 做 是 f(z,t) 按 

知 Z7" 分 解 时 的 系数 ). 


5. 证 明 ， max 
_1gt&1l 


thn,(t) 一 ] P,-1(t); 


1 1 
27m 一 1 | 一 on—l “ 
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6. 证 明 , 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 


[n/2] 
U. (t) .一 1 dTn+1(t) 一 7 十 t™ -2m(t 1)™ 


m=0 


带 上 权 函 数 V1 一 如 在 区 间 [ 一 1,1] 上 是 正 交 的 : 
1 0， ? 
/ V1—tUnm(t) Un (t)dt = | mA" 
-1 T/2， m=n. 


7. 证 明 , 多 项 式 Tn(t), Un(t) 的 所 有 的 根 都 是 实 的 , 且 两 两 不 同 , 同时 还 都 位 于 区 间 [ 一 1, 1] 之 
内 部 . 试 把 这 些 根 表达 成 显 形式 ， 


人/ 
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对 于 生活 在 3 维 物理 世界 (用 R83 代表 ) 的 我 们 来 说 , 离 不 开 那 些 彼 此 之 间 放 置 成 
稀奇 古怪 形状 的 点 , 直线 , 平面 , 它们 不 依赖 于 挑选 出 来 的 一 个 点 一 一 坐标 原点 打 交 
过. 显然 , 一 般 情况 下 , 最 好 是 用 位 移 方式 来 研究 由 过 坐标 原点 的 直线 和 平面 生成 的 
几何 对 象 . 换 句 话说 , 暂且 离开 度量 , 我 们 希望 能 够 把 向 量 空间 的 自 同 构 群 加 以 扩展 ， 
使 得 所 有 的 向 量 (现在 , 已 经 是 “ 仿 射 空间 ”中 的 点 ) 都 等 价 , 向 量 空间 是 齐 次 的 . 在 这 
一 章 将 引进 所 有 必要 的 概念 并 证 明 仿 射 空间 的 一 些 最 简单 的 性 质 . 


81 仿 射 空间 


1. 仿 射 空间 的 定义 ”正如 上 面 已 经 指出 过 的 , 在 任何 一 个 向 量 空间 中 , 与 零 向 
量 结合 在 一 起 的 坐标 原点 都 起 着 特殊 的 作用 : 在 空间 的 所 有 自 同 构 之 下 , 零 向 量 总 
是 保持 不 变 . 只 能 借助 空间 中 的 平移 (平行 的 移动 ) 把 一 般 线性 群 推广 之 后 , 所 有 的 向 
量 才能 是 平等 的 (等 价 的 ). 为 了 使 这 种 思考 获得 准确 的 意义 , 我 们 引进 一 些 定义 . 

定义 1 设 A 是 一 个 非 空 集合 , 把 它 的 元 素 巴 做 点 , 并 且 用 05 ,9 ,7 …: 来 
代表 . 

其 次 , 设 V 是 某 个 域 和 上 的 向 量 空间 .把 集合 A (更 准确 地 , 对 (A ,V )) 称 为 是 
和 V 相 伴 的 (连带 的 ) 仿 射 空间 ， 如 果 从 给 定 的 笛 卡 儿 积 Ax V 到 A 的 映射 ，(D, v) 忆 
十 V 有 如 下 的 性 质 : 

i) 对 任意 DP € A 及 任意 向 量 u Vv EV 都 有 十 0 ==p, (D+u)+Vv=P+ (ut+v) 
(0 是 空间 V 的 零 向 量 ); 


1) 经 常 地 , 特别 是 在 力学 和 微分 方程 理论 中 , 符号 5 代表 对 可 微 函 数 p = p() 求 导数 dp/di. 在 
这 里 不 会 遇 到 这 种 情况 . 
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ii) 对 任意 两 点 ,4 都 能 找到 唯一 的 一 个 向 量 v ET 使 得 5 二 v = 9 (这 个 “由 到 
的 向 量 ” 通 常用 pO 或 者 g 一 Pp 来 代表 ). 

就 把 向 量 空间 V 的 维 数 n = dima V 设 定 为 与 V 相伴 的 仿 射 空间 A 的 维 数 , 为 了 
强调 维 数 的 作用 , 有 时 写成 A". 在 科学 与 技术 中 , 最 令 人 感 兴趣 的 是 R = 及 和 R = C 
的 情形 , 也 就 是 实 的 或 者 相应 地 复 的 仿 射 空间 . | 

按 公 理 i) 本 身 的 意思 可 以 推出 , 每 个 点 5 e A 都 对 应 一 个 集合 之 间 的 双 射 v 一 
十 Vv :V 侄 A. 男 一 方面 , 我 们 有 集合 A 上 的 双 射 映射 


tv:p— p+Vv=ty(p), PEeA, 
并 称 它 是 用 向 量 v 平移 A (或 者 平行 移动 A ). 由 公理 i), 这 可 以 得 到 
如 tv 一 tv ty:tiv=e 


(e : = 如 是 恒 等 映 里 ), 也 就 是 说 , 上 v 也 是 个 平移 , 而 且 是 ty 的 逆 映 射 . 可 见 , 所 有 的 
平移 构成 一 个 群 , 它 同 构 于 空间 V 的 加 法 群 . 如 果 令 


Qtu 十 Btv :一 taut+pBv,) 


那么 , 所 有 的 平移 的 集合 就 构成 了 一 个 癌 量 空间 . 它 是 由 空间 A 唯一 确定 的 而 且 同 
构 于 V , 用 符号 A” 代 表 它 . 

说 明 要 注意 这 样 一 个 情况 , 在 意义 完全 不 同 的 表达 式 u+v , 5 十 v 中 用 了 同一 
个 加 号 +, 但 是 , 这 不 致 于 引起 误解 . 其 次 , 如 果 有 A 中 的 一 些 点 方 小 7, 5 使 得 p 十 v = 
,十 V 二 $3，, 那么, p9,73 作 为 等 价 类 的 不 同 的 代表 元 素 没 有 别 的 什么 区 别 , 这 个 等 
价 类 就 用 向 量 v 来 代表 . 记 法 + p9 = 5 使 用 起 来 很 方便 , 有 利于 记忆 . 由 定义 可 以 
直接 得 到 一 些 用 向 量 确 作用 的 规则 


2 十 多 = 悠 ， D9 = 一 到， Ww=0 
( ,9 ,7 是 A 中 的 任意 点 ). 由 这 些 规则 可 以 写 出 
(G -P+ 一 0)=7-p (9-DD=-B-), -p=0. 


例 1 如 果 y 是 域 R 上 的 任意 个 向 量 空间 , 而 A =vo +U 是 对 子 空间 CV 的 
一 个 陪 集 (vo 是 V 中 的 一 个 固定 的 向 量 ). 那么 , A 就 是 R&R 上 的 一 个 仿 射 空间 , 而 且 平 
移 空间 A”= U. 每 一 个 向 量 uw' e U 都 对 应 一 个 双 射 vo +ur* vo+u+U , 这 些 个 双 
射 满足 公理 i), ii), 因为 空间 V 按 加 法 构成 一 个 群 . 可 以 说 , A 是 空间 Y 的 一 个 仿 射 
线性 流 形 (或 者 , 线性 流 形 ), 而 子 空间 是 线性 流 形 A 的 方向 . 
特别 地 ， 当 U=V, 进而 A 作为 一 个 集合 与 V 重合 的 时 候 , 就 记 成 V, : =A , 把 
点 De Vo 直接 理解 为 某 个 向 量 u e V . 于 是 , 对 任意 ve ,有 DP 二 Vv=u+vEeV， 
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且 映射 肥 xV 一 WW 具有 性 质 i), ii). 这 个 时 候 , (V5)” 宇 V. 实际 上 , 在 同一 个 集合 V 
上 定义 了 两 个 不 同 的 代数 结构 . 

2. 同 构 在 同一 个 域 4 上 与 同一 个 向 量 空 间 V 相伴 的 两 个 仿 射 空间 A , A' 自然 
地 被 称 为 同 构 的 , 如 果 存 在 某 个 双 射 映射 六 A 一 A' 使 得 对 任意 v e V ,Pe A 都 
有 f +v) = /DO)+v (为 了 简捷 , 我 们 用 同一 种 符号 表示 把 平移 t。 作用 到 A 和 A' 上 
得 到 的 结果 ). 

给 出 更 一 般 的 

定义 2 设 A , A’ 是 同一 个 域 人 上 分 别 与 向 量 空 间 V ,V' 相伴 的 仿 射 空间 . 称 映 
射 f : A A’ 是 个 仿 射 映射 (或 者 仿 射线 性 映射 ), 如 果 , 所 有 的 pe A ve V 都 满足 
关系 式 

fp+v)=fD)+Df.v, (1) 


其 中 , Df :V 一 V' 是 向 量 空间 上 的 线性 映射 有 时 , 也 称 映射 Df 是 映射 /的 线性 
部 分 (或 者 微分 ). 对 于 一 个 双 射 的 仿 射 线性 映射 f, 它 的 线性 部 分 Df 同样 是 双 射 的 . 
在 这 种 情形 , 就 说 人 A 和 A' 之 间 是 同 构 的 , 而 当 A =A' 时 , 就 称 空间 A 是 借助 于 非 退 化 
仿 射 变换 /实现 的 自 同 构 . 

注意 , 在 前 面 所 说 的 一 般 表 示 六 + v = 6 中 方程 式 (1) 可 以 写成 


Df .74 = f(p)f(9). (1") 


定理 1 具有 相同 维 数 的 仿 射 空间 (A ,了 ), (A' ,V' ) 必 然 同 构 . 

证 明 因为 dimV =dimA=dimA’=dimV', 故 存在 双 射 的 线性 映射 : V 一 
V' (第 1 章 82 的 定理 5). 取 固 定点 6 € A 和 o' & A', 我们 只 要 令 f(0) =0 ,Df= 下 ,就 
完全 定义 了 f : A 一 A’' . 任意 一 点 DeEA 都 可 以 写成 p = 6+v. 按照 我 们 的 定义 , 有 


f(P) = 0 +fF(v). (2) 


当 六 取 遍 A 的 所 有 点 , v 取 遍 V 的 所 有 向 量 (按照 仿 射 空间 的 定义 ) 时 , 由 于 天 是 个 双 
冉 , 6 +F(v) 就 取 遍 了 A’ 的 所 有 点 . 同样 地 , 我 们 使 得 A 中 的 不 同 点 对 应 于 A' 中 的 
不 同 点 . 可 见 , f 是 个 双 射 . 剩 下 需要 验证 的 是 它 的 线性 性 质 . 事实 上 , 应 用 (2), 我 们 
得 到 

f B+W=f(0+V)+u)=f(0+(v+ uy) 


=+F(v + =0+ (FV) + FU) 
= (0 +F(v) + F=f)+ Du. 口 


3. 坐标 我们 引入 一 个 很 自然 的 
定义 3 称 点 OOEA 和 TVY 的 一 个 基底 (el …,en) 的 集合 {foiel, … ，en} 是 n 维 
仿 射 空间 (A ,V ) 的 一 个 坐标 系 (或 者 坐标 架 ). 向 量 W 在 基底 (e1,:… ,en) 之 下 : 
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0P = Xie1 十 … 十 znen 的 坐标 就 被 认为 是 点 PP 在 坐标 系 {0;el, :…, en} 之 下 的 
坐标 . 

由 等 式 p9 = 09 一 区 可 以 推出 , 如 果 z1,… ,zn 是 点 P 的 坐标 , 而 yi,… ,yn 是 
Rg 的 坐标 ， 那么 下 在 (el， em ) 之 下 的 坐标 就 是 za 一 VL ,Xn 一 yn ， 反 过 来 ， 如 
来 9 = 三 +a ,那么 , 点 6 的 坐标 yn ,… ,yr 可 以 把 向 量 的 坐标 al …… ,an 与 点 六 的 坐 
标 z1,.… ,zn 相 加 而 得 到 : wy; = ai 十 zi, i=1,.…,n. 

说 明 ”坐标 系 也 可 以 用 这 样 的 mn 二 1 个 点 {po0; 广 ;… ,Pn} 给 出 , 只 要 向 量 popi,:… ， 
popr 构成 空间 Y 的 一 个 基底 即 可 . 

上 述 关 于 坐标 的 基本 运算 、 表 达 方 式 , 可 以 归纳 为 

定理 2 设 {po; 入, … , Pn} 是 空间 V 的 一 个 坐标 系 ，ei:= popiyi = 1 ,n. 如 
果 在 这 个 系统 里 , 点 P , 9 的 坐标 分 别 是 zl1…… ,Zn 和 y1,… ,加 ， 那 么 ,向 量 大 在 基 
底 (e1,:… ,en) 之 下 的 坐标 就 是 帮 一 Z1 ,人 一 zh . 对 任意 向 量 a = alel 十 …. 十 anen， 
点 十 a 的 坐标 是 zl 十 al …… ,Zn 十 an . 

假定 我 们 现在 想 从 坐标 系 {0; el, … ,en} 向 坐标 系 {0'; ei，:… ，e' 转化 , 那么 , 就 
需要 给 出 5/ 在 原来 坐标 系 的 坐标 ,.… , b, (也 就 是 向 量 o0 的 坐标 ) 以 及 从 空间 V 的 基底 
(e1,… ,en ) 到 基底 (ei,…… ,ee ) 的 转换 矩阵 4 = (ai;) (图 5). 设 z1,:… ,zn 和 zx,…， 


图 5 


zi 分 别 是 点 e A 的 老 坐 标 与 新 坐标 . 由 等 式 


0 = 00 _ po 一 >》 biei 十 》 ze, = 》 be; 十 》 2 》 aiyei 
一 > 5 m0] ei 十 > bie; 
可 以 推出 , 
Zi 一 》 air + bs 1 二 1,... ,Nn. (3) 
j=1 
也 就 是 
X= AX'+B, 
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其 中 
1 7 bi 
从 一 ， 大 一 ， B= 
Tn Th bn, 
因为 det 4 关 0 ,所 以 
b 
X'/ 一 4-1X 十 万 ， B’= : 一 A-1B. 


4. 仿 射 子 空 间 为 了 进一步 的 学 习 , 我 们 引进 

定义 4 设 广 是 n 维 仿 射 空间 (A ,VV ) 的 一 个 固定 的 点 , 而 U 是 V 的 向 量子 空间 . 
那么 , 集合 | 

lI=p7+U= {p+ulueU} 

被 称 为 是 A 的 一 个 m = dim U 维 的 平面 (或 者 仿 射 子 空间 ). 说 IJ 是 经 过 点 方 的 在 向 
量子 空间 U 方 向 上 的 仿 射 子 空间 . 当 m = 0 时 , 自然 地 , 就 是 一 个 点 , 当 m = 1 时 , 是 一 
条 直线 , 当 m = n 一 1 时 , 它 就 是 一 个 超 平 面 (与 向 量 空间 中 的 术语 、 规 矩 完全 对 应 ). 
还 要 说 , U 是 平面 HI 的 方向 子 空间 . 

注意 , 如 果 g = 十 u ,= 十 Vv ,u, V EU, 那么 


dg+(v—u)=p+ut+(v—-u)=»+v=7. 


从 而 及 =v 一 u. 又 因为 v 一 ueEU ,所 以 六 eeU ,可 见 


OrEII>9EU. . (4) 
其 次 ， : 
S,0TEISS++R EL, (5) 


这 是 因为 $5 =p+w ,w eU 且 及 EU ,所 以 ,3 十 好 = 访 十 (Ww 十 玉 ) ,其 中 w 十 下 Ee7. 
反之 , 具有 性 质 (4) 和 (5) 的 子 集 ICA , 显然 是 在 我 们 所 定义 的 意义 下 的 一 
个 平面 . 
也 就 是 说 , 方向 子 空间 UV c V 作为 所 有 形 如 肘 ,49 ,> e I 的 向 量 的 集合 , 由 平 
面 II 唯 一 确定 . 在 定义 HI 时 指明 的 点 六 可 以 用 另外 的 任意 一 点 4 e I 来 代替 . 事实 上 ， 
三 六 +uue U, 所 以 


0 二 D=(CH+uU+D=D+(u+D)= 方 十 DL. 


由 I 的 已 知性 质 可 以 直接 得 到 
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定理 3 在 一 个 仿 射 空间 中 的 平面 工 == 十 U 本 身 也 是 个 仿 射 空间 , 它 与 向 量 空 
间 U 相 伴 . | 

证 明 事实 上 , 用 U0 替换 V ,A 满足 的 公理 i), 这 在 I 上 照样 得 到 满足 其 次 
如 我 们 已 经 知道 的 , 对 任意 两 点 4 ,7 € 工 , 向 量 w = 及 属于 U 而 有 = g++w， 司 
时 w 在 V 中 是 被 唯一 确定 了 的 , 这 就 意味 着 , 它 在 U 中 . 口 

我 们 还 要 得 出 一 些 关 于 仿 射 空间 (A , Y ) 的 子 空间 的 有 用 的 事实 . 进一步 假定 ， 
在 这 里 , 暂时 地 , 基础 域 R 的 特征 不 等 于 2. 对 应 于 一 般 定 义 , 在 + 二 0 维 的 平面 I 上 , 至 
少 有 两 个 不 同 的 点 , 9 . 当 r = 1 时 (HI 是 条 直线 ), 我 们 有 


I = 全 +XAzzlAe RA}. (6) 


定理 4 子 集 IH C A 是 个 子 空间 (平面 ), 当 且 仅 当 , 它 能 整个 包含 通过 自己 上 面 
两 个 不 同 点 的 直线 (char 只 天 2). 

证 明 先 设 [I 是 个 平面 . 那么 , [=p+U,peA,UCV 是 个 向 量子 空 s 间 . 如 
采 0, do < 工 , 那么 , 按照 (6), 经 过 0 ,jo 的 直线 上 的 点 必然 形 如 


G1 + Mg = p+ p91 + Ng. 


和 如果 二 二 ;do 二 十 2 ,那么 u， u2.EU, gg 二 U2 一 U1 ,B91 二 U1, 这 就 
意味 着 
0 十 Xi =p+u+Auw uep+U=1. 


反 过 来 , 设 DesI ,DZ = {p6lg € I} . 需要 证 明 , 5 是 v 中 的 向 量子 空间 根据 条 
件 , 如 果 g1 ,oo seI ,p= ul ,pg = uo . 那么 , 在 A 的 直线 {gn 十 Wag ER 上 的 
点 + ul 二 Xus 一 1), 对 所 有 的 Me 兄 都 必然 在 H 上 . 换言之 , 


ul uc 全 ui 二 Au 一 ul)erL 


此 外 , 因为 p e I , 所 以 0 e 工 . 当 ui = 0 时 , 我 们 得 到 蕴涵 式 u2 EU = Xu EU . 
当 = 时 ， 由 ui， U2 € 0 推出 3u+3 u2 EU ,从 而 ui1 十 u2 = 二 2 (和 十 5 加 EU, 
可 见 UU 是 V 的 一 个 向 量子 空间 . 

推论 ”如 果 ILI 和 H7 都 是 念 射 空 间 A 的 平面 , 那么 , 它们 的 交集 I = IL NT 或 
者 为 空 集 , 或 者 也 是 A 的 一 个 平面 如 果 U', U” 和 1 分 别 是 II ，I 和 HI 所 对 应 的 了 
的 向 量子 空间 , 那么 ,UU = Un 

证 了 明 如 果 II 只 含有 一 个 点 , 那么 ,命题 成 立 (D 是 零 子 空间 )， 现 在 设 IH 至 少 含 
两 个 不 同 的 点 如 ，di . 那么 ， 按照 定理 4 通过 4， 和 do 的 直线 将 整个 地 被 包含 在 IT 
中 , 同样 也 在 I 中. 从 而 , 这 条 直线 就 整个 地 被 包含 在 HI = InIH" 中 .再 对 照 定 
理 4, 我 们 就 推出 结论 , H 是 个 平面 . 话 又 说 回来 了 , 这 本 来 就 是 直接 而 且 显然 的 : 如 
未 Pp E IPNID, 那么 , IY =p+U ,I =P+U”. 此 时 , gE IYNIY” 全 和 = 六 Hu =D+tu, 
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其 中 = we IY NII". 我 们 看 到 , II 是 由 所 有 形 如 十 u ,ue UV'NU” 的 点 组 成 . 可 
见 , 它 是 个 与 0 = UV"'N UV” 相伴 的 平面 . 口 
定义 5 称 具 有 同一 个 子 空间 UU 为 方向 子 空间 的 任意 两 个 平面 是 平行 的 . 
显然 , 两 个 平行 的 平面 5+D ,9 十 U 重合 , 当 且 仅 当 , pp e UV . 在 任何 情形 , 都 有 


d+U=t(p+U), 


也 就 是 说 , 平行 的 平面 可 以 由 相互 平移 得 到 

现在 , 我 们 把 定理 2 前 面 的 那 段 说 明 弄 得 更 仔细 些 . 

定义 6 称 仿 射 空间 人 A 的 点 Po, 方 ，:… ,pn 处 于 普通 位 置 (或 者 是 仿 射 无 关 的 )， 
如 果 它 们 不 都 属于 任何 一 个 (m 一 1) 维 的 平面 . : 

只 有 在 m < n = dim A 时 , 点 po, 方 , … ,Pm 才 可 能 有 处 于 普通 位 置 的 性 质 , 等 
价 于 向 量 popi, P0752，:…… ,Popm 线性 无 关 的 条 件 , 或 者 又 等 价 于 , 对 任意 的 另外 一 个 
指标 i 

Pipo, + , DiDi_!, Dipisrl!, ... , DiDrm 
线性 无 关 , 因为 pip; = p60pi 一 PoPi . 把 线性 包 络 (popi,… ,popm) 与 0 联系 起 来 , 就 可 
以 推出 这 样 的 事实 , 即 通 过 处 于 普通 位 置 的 点 po, 1,，… ,pm 能 够 引出 , 而 且 唯 一 地 
引出 一 个 m 维 平面 po + . 

在 A 的 任意 的 点 集 M 的 情形 , 所 有 由 po e M 出 发 且 以 同样 也 属于 MM 的 点 为 
终点 的 问 量 构成 线性 包 络 0 的 维 数 , 等 于 空间 (p07lp e M) 的 维 数 , 与 点 po 的 选择 无 
关 . 平面 工 : =4(A ) : =po 十 UV 可 以 看 成 是 所 有 的 包含 M 的 平面 的 交集 . 

定义 7 称 平面 并 = A(M ) 是 集合 M 的 仿 射 包 络 . 

特别 地 ， 当 At = {IT,IWY} 时 就 可 以 讨论 关于 两 个 平面 ,I C A 的 仿 射 包 
络 A(IT, 1") 问题 . 容易 看 出 , 由 NM 确定 的 仿 射 包 络 A(M ) 是 唯一 的 ; 4(M ) 是 包 
含 I 和 I 了” 的 最 小 的 平面 . 

例 2 开 = {四 是 个 只 含 2 维 平 面 (A ，R? ) 中 一 个 点 的 零 维 的 平面 , Y= 
{9 十 入 97| 和 和 ER} 是 (A , 了 2 ) 的 一 条 直线 . 从 而 , 自然 地 , 只 要 p e I7 ,， 则 A(IL, I 了”) = 
HI, 如 果 p ¢ I , 则 4(H HZ = (A , R? ). 

5. 重心 坐标 “在 第 3 目的 说 明 中 已 经 产生 了 在 定义 3 中 用 回 量 el ,eo,… ,en 代 
蔡 处 于 普通 位 置 的 点 zio， D1,，……,， 六 的 思想 . 任意 点 € A 的 坐标 可 由 记 法 六 = 
D0 十》 zi (Pi 一 Po) 来 决定 . 这 个 表达 式 从 形式 上 可 以 变 成 


?一 二 
nN 、 nN 
p= ( 一 = Do 十 》 vip 
i=1 i=1 


的 样子 , 其 中 各 个 分 开 的 被 加 项 没有 任何 意义 . 更 准确 些 , 对 任意 点 4 , + € A, 和 ER 
和 g 十 7 以 及 表达 式 和 Ag 没有 任何 几何 学 上 的 解释 , 只 有 当 A =V 的 时 候 可 以 除外 . 然 
而 , 有 意义 的 是 
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定义 8” 设 Ppo, 六 … ,Pr 是 仿 射 空间 A 的 任意 的 点 . 我 们 把 任意 一 组 满足 条 
件 》_ oi=1 的 纯 量 oo， Q1,'**, Qm Ee 只 与 一 个 形式 上 的 和 》 ， Qipi 放 在 一 起 , 令 
2 一 0 


?一 0 
> QiPi = D+ > oi (P ; 


?一 0 
其 中 广 是 人 中 任意 一 个 点 . 说 5 ap 是 点 Po， D1, ”*° 9 Dm 的 带 有 系数 oo， Q1) “*? 9 


oa 的 重心 组 合 . 
此 定义 是 合理 的 , 因为 成 立 如 下 的 命题 
命题 1 表达 式 


mm nm nm 
>》 aipPi : =p+ oi(Bi—D), Y=1, 
?一 0 ?一 0 ?一 0 


与 点 P 的 选择 无 关 . 
证 明 实际 上 , 用 点 9 = 十 v ,Vv eV 来 代替 ,我们 就 得 到 


ny 
p+v+ >》 ai (pi— 
?一 0 
nm 


=P+v+ Dai(pi—D— (>) v=P+ 2 ,oi (一 个 
i=0 t=0 


?一 0 


0 
例如 ,可 以 谈 一 下 所 谓 "点 的 半 和 ”14 + 7 二 g++ (7 一 全 ,但 是 , 绝 不 可 以 谈论 
所 谓 " 点 的 三 分 之 一 和 ”29 十 了 


定义 8 如 果 任 何 一 点 六 EA 都 可 以 唯一 地 表达 成 重心 组 合 形 式 


p= 3 Ti EAR, 2- 一 1, 
那么 ， 称 点 组 {po， D1, “""， pn} 是 人 的 一 个 重心 从 标 系 bn “** ,Xn 被 称 为 点 广 的 
重心 坐标 . ， 
再 把 对 于 点 六 的 表达 式 写 成 = Po 十 》 zi (PD; 一 po) 的 形式 , 我 们 可 以 看 出 , 重心 
这 1 
组 合 的 唯一 性 等 价 于 系 {po; 一 吉 ,… ,Pr 一 Po} 处 于 普通 位 置 , 而 这 组 向 量 (p1 一 
Po，… ，pm 一 各) 就 是 V 的 一 个 基底 . 点 Po 十 x 的 重心 坐标 可 以 唯一 地 按照 向 量 x 的 
坐标 zl， .… ,Xn 复原 成 xo =1— > zi , 21， ，2Zn . 


i 二 1 
以 略 有 不 同 的 方式 加 以 推断 , 我 们 设 {0; e1,… , en} 是 n 维 仿 射 空间 A 的 任意 
一 个 坐标 染 ,IIm 是 通过 处 于 普通 位 置 的 点 io， 旋 ，… ，pm 唯一 确定 的 m 维 平面 ， 


六 是 为 (1- Do) v0 口 
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有 目 xi,…, x5 ,0<<i<m 是 它们 的 坐标 . 那么 , 任意 点 p € Im 的 坐标 zi, :… ，zn 有 
唯一 的 方式 表达 成 

zj = 2 + A (rl — 79) +. 十 Am (zy 一 27) ， 7 = 1,2,.….,n. (7) 

这 些 方程 式 提 供 了 一 种 可 以 称 之 为 Iw 的 参数 表达 式 的 方法 .如 果 我 们 引进 一 个 


与 A,… ,Am 有 关系 的 参数 和 o 满足 关系 式 和 0 十 和 十 … 十 和 m = 1 ，, 就 可 以 取得 更 进 
一 步 的 对 称 性 . 进而 可 将 (7) 改 写成 


Tj = MT) + AZ + + AmzY, 7=1,2,.…,n (7’) 

的 样子 . 

正如 从 下 面 的 命题 可 以 看 到 的 , 重心 组 合 是 可 以 很 好 地 与 仿 射 映射 一 致 的 . 

命题 2 i 设 f : A 一 A’ 是 个 伪 射 映射 , 且 D0……，2Dm EA. 那么 

f (> ni) = 2 zi (Pi) ， 2 =1. 

ii) 设 点 D0, 力 ,… ,Pn 给 出 A 的 一 个 重心 坐标 组 合 . 那么 , 对 任意 点 d0, 抽 ,…… ， 

Gn EA' 都 存在 唯一 的 一 个 仿 射 映射 f 使 得 
fpi)=%, i=0,1,.…,n 
证 明 ”对 于 断言 ), 我 们 可 以 选择 一 个 点 € A , 就 得 到 


f (> ni) = 6 十 3 (Di 一 2 
t=0 1 一 0 
= f(p)+ DI (> ri (Pi 一 2 = f(p) + >_ ziDf (pi — 
i=0 ?一 0 
= f(p) + > zi(f (Di) — f (2)) = 
?一 0 


Tif (Bi) ) 


wd 


ce 
| 
性 


从 而 证 明了 汤 言 i). 
因为 A 中 所 有 的 点 都 可 以 唯一 地 表示 成 一 个 重心 组 合 , 那么 , 用 公式 


f (二 zi 方 ) = rid 
定义 一 个 集合 论 中 的 映射 f : A 一 A'. 根据 断言 ), 这 是 唯一 可 能 的 定义 , 从 而 只 需 
验证 /是 个 仿 射 映射 就 行 了 . 事实 上 


f (> nb) 一 上 (> wp] = Sd 一 yw 


?一 0 ?一 0 


-ia i — to) (w+ Puts- 可 
一 > ， (zi — Yi) (Gi — G0)= Df (> ZiPi 一 ui) ) 
?一 0 ?一 0 
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其 中 Df :VV' 是 线性 映射 , 对 所 有 的 i = 1,… ,n, 它 把 记 一 加 变 成 4 一 jo . 它 是 
存在 的 , 因为 按 假定 , (1 一 Po, … ,pn 一 吉 ) 是 向 量 空间 V 的 基底 . 口 

例 3 在 实 的 仿 射 空间 A 中 , 任意 一 个 非 退化 的 三 角形 的 三 个 顶点 都 可 以 构成 
一 个 坐标 架 . 比方 说 ， 如果 (1,0,0)，(0,1,0),(0,0,D) 是 三 角形 顶点 的 重心 坐标 , 那么 ， 


起 3 3) 就 是 这 个 三 角形 的 重力 中 , 心 的 重心 坐标 . 


6， 仿 射 线性 函数 与 线性 方程 组 设 (A , V ) 是 域 4 上 的 一 个 仿 射 空间 .与 定 
义 2 相 对 应 , 称 f : A 一 是 个 仿 射线 性 函数 , 如 果 


16+v)=7O+Dfv vpeA,veV, 


其 中 Df es V* 是 V 上 的 一 个 线性 函数 . 按 前 面 的 说 法 , 称 它 是 函数 /的 线性 部 分 (或 
微 商 ), 常量 , 也 就 是 纯 量 , 对 应 线性 部 分 为 零 的 仿 射线 性 映射 . 

选取 一 个 坐标 系 {0; el, .… , en} 并 用 zi, … ,zn 代表 点 eA 的 坐标 , 我 们 把 
函数 f 的 值 表达 成 


f (7)=f(0+%) -> Qi2i + Q0， (8) 


其 中 ao = f (6), as = Df ei, =zTielt+.…+ rnen. 
反之 ,如果 函数 站: A 一 a 的 值 可 以 按照 公式 (8) 计 算出 来 上 且 v = viel 十 .… 
十 vnen, 那么 , 遵照 定理 2, 有 


nN 
f P+V)= 2 (xi Vi) 十 ao 


(Eye Dp) + Df:v, 


也 就 是 说 , /是 个 仿 射线 性 函数 . 
说 明 令 (XJ+H9) OO = 和 f(D) 十 pg(P), D (Af +19) = 和 ADF+AD9 ,我 们 发 现 ， 
所 有 A 一 8 的 仿 射 线性 函数 的 集合 S 就 被 赋予 了 向 量 空间 结构 : 如 果 f, g € S, 那么 
(Af +p9) (B+vY)=AFDB+V) + ugp+v) 
=A{f(D)+ Df:v}+n{9(p) + Dg v} 
= (Mf + 19) (Pp) + (ADf + 1Dg):v 
= (Mf +19) (D+ (DAF + ug):v 
也 就 是 说 , Af + ug € S. 现在 , 可 以 把 DD 解释 成 S 一 V* 上 的 线性 映射 . 核 Ker DD 就 是 
由 所 有 常数 函数 组 成 的 S 中 的 直线 S0. 
我 们 再 一 次 地 回 到 线性 方程 组 


Q117X1 十 Q1272 十 … :十 QlnZn = 01， 


Qm121 十 Qm222 二 + 二 QmnTn = bn 
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上 来 , 并 可 以 写成 
万 (D) = 0,.…: , fm(») = 0， (9 ) 
其 中 f; 是 仿 射线 性 函数 : 


n 
D) 一 >》 aijZy 一 bi. 
i 二 1] 


设 方程 组 (9) 是 相 容 的 , 而 z9, … ，z0 是 它 的 一 个 解 . 取 z0, … ，z0 作为 在 某 个 
坐标 染 {0; el, … , en} 之 下 点 Po 的 坐标 (因此 , fi (6) = 一 bi ). 为 简便 起 见 ,我们 约定 ， 
就 说 点 po 本 身 是 个 解 , 在 已 知事 实 的 基础 上 , 可 以 推出 这 样 的 结论 , 方程 组 (9) 或 (9/) 
的 其 他 人 解 必然 形 如 pp = po 十 x , 其 中 xe V 且 满 足 线性 方程 组 


Dfi:-x=0, .…, Dfn:x=0. (10) 
在 这 里 , Df 是 函数 所 的 线性 部 分 , Dfi; .x = Dn 方程 组 (10) 的 解 , 众 所 


周知 , 构成 一 个 子 空间 UV C V ， 维 数 为 n 一 7， 其 中 7 是 系 D 甩 ， … ，D fm 的 秩 ( 见 
第 1 章 83 的 第 5 目 ). 这 样 一 来 ， 系 (3 ) 的 解 的 集合 就 是 n -7 维 的 平面 II =po+U. 

反 过 来 , 任意 平面 I = po + Uc A 可 以 给 定 一 个 线性 方程 组 .实际 上 , 根据 
第 1 章 83 的 定理 4, n 一 7 维 的 子 空间 UV c Y 就 是 一 个 秩 为 -的 形 如 (10) 的 线性 方程 组 的 
解 空间 ， 其 次 , 按照 点 5 属于 II 的 定义 , 其 充 要 条 件 是 0 < U. 如 果 , zi ，zn 
是 点 pp 在 选 定 的 坐标 架 之 下 的 坐标 ,而 z0，… ，z0 是 点 po 的 坐标 , 那么 , p08 = 
(zj - z9) e;， 从 而 方程 组 可 采用 


了 


n 
3 OY _ ” 

aij (27 — 2;) = 0, i 二 1,.…,m, 
JI 一 1 


或 者 
n 
>》 aij21 = bi, 2 一 ,70 


的 形式 其 中 b 一 对 双 ， 这 个 系 的 秩 依然 等 于 


这 就 是 说 , 已 有 证 明 了 

定理 5 设 A 是 个 mn 维 仿 射 空间 , A 中 的 所 有 坐标 满足 一 个 秩 为 r 的 相 容 的 线性 方 
程 组 的 点 构成 人 的 一 个 n 一 7 维 的 平面 IJ. A 的 任意 一 个 平面 都 可 以 这 样 得 到 . 

特别 地 , 超 平面 给 出 一 个 线性 方程 式 


Q121 十 Q222 十 … .十 an2Zn 一 


把 注意 力 停留 在 r < m 情 形 的 线性 方程 组 (线性 仿 射 函数 ) 上 , 我 们 将 ”- 7 维 
的 平面 LHI 看 成 是 7 个 超 平面 的 交集 . 在 不 相 容 的 线性 方程 组 的 情形 , 超 平面 的 交集 是 
空 的 . 
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7. 平面 位 置 关系 ” 设 (A ,V ) 是 个 n 维 仿 射 空间 . 把 同一 维 数 的 平面 间 的 平行 概 
念 加 以 推广 , 我 们 引进 

定义 9 设 H = 十 UU, I = + (UV', U” 分 别 是 V 的 k, ! 维 的 向 量子 空 
间 ) 且 kk <1. 说 平面 开 平行 于 1”, 如 果 U”CU. 

在 k = 的 情形 , 就 回 到 了 从 前 的 平行 的 概念 上 .如果 HI S I , 那么, 平行 性 条 
件 就 自动 地 得 到 了 满足 . 盘点 一 下 已 经 在 平面 和 线性 方程 组 之 间 建 立 的 联系 , 我 们 
可 以 断言 下 面 定 理 是 成 立 的 . 

定理 6 对 任意 平面 ICA 和 任意 点 4g € A 都 能 找到 一 个 , 而 且 是 唯一 的 , 通过 
点 9 且 平 行 于 HI 的 平面 HI ,同时 还 有 dim IT = dim II. 如 果 g € 工 , 则 I =H ， 如 
果 d g II, 那么 I 与 17 不 相交 . 

特别 地 , 由 同一 个 坐标 系 , 用 方程 


1/ / /1 / / 
al171 十 … 十 an2Zn 一 只 TX] 十 … 十 Qanzn 一 


给 出 的 两 个 超 平面 I 和 II' 的 平行 性 意味 着 就 是 变量 系数 简单 地 成 比例 , ao: = Mai,， i = 
1, 2,… ,n. 加 上 重合 条 件 I = I , 就 自然 地 意味 着 又 加 了 一 个 限制 , 对 同一 个 Me &, 
还 有 = XD . 

定义 10 称 既 不 平行 又 不 相交 的 两 个 平面 I,I'EeA 为 偏 斜 的 . 

我 们 可 以 用 某 些 数量 估计 来 加 深 对 平面 间 的 相互 位 置 的 刻画 .首先 ， 如果 和 平 
面 I = 六 + ,HIH = 4+U7 是 相交 的 , 而 6 是 它们 的 一 个 公共 点 , 那么 , 正如 我 
们 所 知 , 仿 射 包 络 必 形 如 : 


IT:= A(IT,I)=0+W, W=UV +U". 
在 此 情形 , 根据 第 1 章 82 的 定理 6, 必 有 
m:= dimll = dim W = k++(l—,, 


其 中 / 
k=dimU’, l=dimU’”, kz>!l, i=dim(UVNU’). (11) 


如 果 交 集 II N I” 是 空 的 , 那么 我 们 研究 向 量 直线 Vi = {Xp4| 入 € 出 和 于 空间 
W°=UV +U” +ViCV. 
因为 政和 DZ +U” (见习 题 4.1.1), 所 以 ， 
m= dimI[1 = dim (UV +U”)+dimVi =k+l—i+t+l1. 


显然 , 平面 Hoe = 已 十 全 "包含 IT = p+UV' 和 HI =g+U”=p+p9+U”CpPp+U"+W. 
男 一 方面 , 所 有 的 包含 I 和 1” 的 平面 必然 都 包含 PB 和 直线 Vi ， 从 而 就 包含 To. 换 言 
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之 , 当 IL NI = 8% 的 时 候 , 我 们 有 He = 4 人 (TH ) . 这 样 一 来 ， 


大 十 71 一? 当 II’ NI 关 他 ， 
m = dim A (I1',11’) = (12) 
k+l 一 i 十 1， 当 ITY NI = 8%. 


由 关系 式 (12) 决 定 的 整数 的 四 元 组 
(i,k,l,m), 0>i>k>l>m2>n, (13) 


完全 刻画 了 平面 I 和 HI 间 的 相互 位 置 . 

例 4 设 (A ，R3 ) 是 实 的 3 维 仿 射 空 本 ，IH' 和 II 是 它 里 边 的 两 条 直线 ， 从 而 ” = 3， 
k = 1 = 1. 这 两 条 直线 在 A 中 的 相互 位 置 的 各 种 不 同 的 情形 是 相当 明显 的 而 且 可 以 
由 图 6 反映 出 来 . 


TIL'=II" 


/ 改 、 


图 6 


可 试 着 介绍 一 下 在 实 的 4 维 仿 射 空间 中 处 于 偏 斜 位 置 的 一 个 1 维 平面 和 一 个 2 维 
平面 . 


习 卉 

1. 试验 证 , 平面 I = 二 十 U' ,I = 4 十 U” 是 相交 的 , 即 它们 至 少 有 一 个 共同 点 ， 等 价 
于 PY E U' 十 U” ( 见 定理 4 的 推论 ). 

2. 设 A(Il1,… ,IIm) 是 实 的 n 维 仿 射 空间 A 中 直线 II1,… ,Im 的 仿 射 包 络 . 问 , 在 什么 样 
的 极 小 的 m 的 情况 下 A(Il1,:… ,IIm)= 二 A? 

3. 设 (Po, DP1，:… ,Pm ) 是 n 维 仿 射 空间 A 的 一 个 坐标 架 , 而 (D0, D1，:… , 记 ) 是 仿 射 空间 A 
的 一 组 n 十 1 个 点 . 证 明 , 存在 唯一 的 一 个 仿 射 映射 : A 一 A' 使 得 f(Di) = 二 访 ,i=0,1,.…,n. 

4. 证 明 , 点 Po, DP1,，'…* ， Pn 的 有 限 多 个 重心 组 合 的 重心 组 合 仍然 是 个 重心 组 合 . 

5. 设 A 是 个 n 维 念 射 空间 . 证 明 , 保持 A 中 点 的 重心 组 合 不 变 的 映射 : A 一 A 必然 是 个 仿 
射 变换 (命题 2 中 断言 i) 的 逆 命 题 ). 

6. 利用 仿 射 变换 的 性 质 , 证 明 已 知 的 关于 三 角形 的 三 条 中 线 必 相 交 于 一 点 的 定理 . 
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82 欧 几 里 得 (点 ) 空 间 


1. 欧 几 里 得 度量 为 了 紧密 地 贴近 3 维 物理 空间 , 我 们 引进 下 列 的 

定义 1 称 仿 射 空间 (E , V ) 是 个 欧 几 里 得 (点 ) 空 间 , 如 果 Y 是 个 欧 几 里 得 向 量 
空间 . 

“点 ”这 个 词 我 们 通常 将 其 省 略 掉 , 因为 前 面 只 研究 过 欧 几 里 得 问 量 空间 , 从 而 不 
致 引 起 任何 混乱 . 也 就 是 说 , 欧 几 里 得 空间 是 个 三 元 组 (E , Vp), 其 中 p(x*|*) 是 E 中 点 


与 点 之 间 的 距离 函数 ， 即 
pb) = | 大 | = V (I) 0 


这 里 , (ulv ) 是 个 由 V 上 纯 量 乘积 给 出 的 正定 型 . 
我 们 已 经 知道 的 ( 见 第 3 章 $3 的 第 5 目 ) 度 量 空间 中 距离 函数 的 性 质 可 以 分 列 如 下 : 
i) p (p, 4) = p (9,»); 
ii) p(p,0)=0OD=0; 
ii) p (2 9) 十 p(G,7) 之 p (Pp,7) (三 角 不 等 式 ). 
往 后 , 我 们 将 用 符号 II; y 代表 经 过 两 个 不 同 点 D , d 的 直线 . 
定义 2 把 向 量 加 和 克之 间 的 夹 角 wp 


0s 0 = (区 [3) 
区 EE 


称 为 直线 TI;, 。 和 II; ; 之 间 的 夹 角 . 

定义 3 在 欧 几 里 得 空间 (E ,V ) 中 , 把 坐标 系 {0; el, .… , en} 称 为 直角 坐标 系 ， 
如 果 el，… ，en 是 欧 几 里 得 向 量 空间 V 的 一 个 标准 正 交 基底 : (eilej) = 6ij, i,j = 
1,2,...,n. 

设 ,在 一 个 直角 坐标 系 之 下 , EE 中 的 点 六 和 4 的 坐标 分 别 是 zl，za，… ，zn 
和 yi， Y2, mn， 那么 ， 癌 量 的 坐标 就 是 yl — Tl ,Yn Ln. 所 以 ， 对 应 于 


定义 等 式 (1)， 
p(p,9) = VW -71) + + (Yn — Ln) (2) 
就 是 一 个 可 以 按照 它 来 测量 出 点 与 点 之 间距 离 的 通用 公式 . 
定理 1 任意 两 个 有 限 的 维 数 相同 的 欧 几 里 得 (点 ) 空 间 E 和 EE' 必然 是 同 构 的 . 这 
意味 着 , 存在 一 个 仿 射 空间 的 同 构 映射 f : EE 一 EE', 它 保 持 点 之 间 的 距离 : 
p(»p,d) = p' (f(D),f (9)) (3) 
(p' 是 E' 上 的 距离 函数 ) 
证 明 在 E 中 选取 一 个 直角 坐标 系 {; el, .…… ，en} , 在 区 中 选取 一 个 直角 坐标 
系 {0'; 他 ，.…， 包 }. 建立 映射 六 :也 _。 了， 使 得 


j (0o) =0， 太 (ziel 十 … 十 Znen) 一 Zlel 十 十 Zner.、， (4) 
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因为 , 显然 , 线性 映射 下 是 个 双 射 , 所 以 , 在 81 定 理 1 的 证 明 中 引进 的 验证 可 以 表明 ， 
f 是 仿 射 空间 E 和 也 之 间 的 与 Df = 下 相伴 的 同 构 映射 . 

此 外 , 点 久 = f(D) 在 坐标 系 {o; ei，:… , e’} 中 的 坐标 就 是 5 在 {0; el, … ，en} 
之 下 的 坐标 zl … ，zn . 而 且 , 由 于 在 E 和 了 BE' 中 距离 p(2, 0) 和 p(2, 2) 可 以 用 相同 
的 公式 (2)( 借 助 基底 的 选择 ) 计 算出 来 , 所 以 , 欧 几 里 得 空间 同 构 的 条 件 (3) 同 样 得 到 


了 满足 . . 
我 们 引进 一 些 新 的 概念 . 
定义 4 称 集合 


pd = {p+ MIl0 < A<1} 
是 仿 射 空间 中 连接 点 和 点 g 的 线段 . 


欧 几 里 得 空间 情形 , 线段 pg 的 长 度 可 以 理解 为 量 
[pd| := 2 = p (», 0). 

2. 点 到 平面 的 距离 ” 设 II 是 n 维 欧 几 里 得 空间 的 一 个 m 维 的 平面 , 而 p 是 位 于 平 
面 I 外 的 一 个 点 . 再 设 d 是 I 上 的 一 个 点 . 

定义 5 ”如果 对 任意 r , 3 Ee II 都 有 ( 驹 | 区 ) = 0 ,就 说 直线 ID 。 垂直 于 平面 I 并 
记 成 I15,glLI1l ; 在 这 种 情形 下 , 称 量 p(D, gq) 是 点 到 平面 I 的 距离 (如 果 € II, 它 就 等 
于 零 ), 而 ,0 之 间 的 线段 D 就 称 为 点 在 IL 上 的 垂直 线 , 记 成 201LIL . 

垂直 线 的 长 度 是 由 点 5 到 平面 I 的 最 短 的 距离 ， 即 , 对 任意 不 同 于 4 的 点 re 工 ， 
都 有 p(p,7) > p(, 0) . 事实 上 , 正如 图 7 上 可 以 看 到 的 , 丈 = 尽 十 及 是 两 个 正 交 的 向 
量 之 和 , 因此 , 只 要 7 和 dd 就 有 


p (人力 让 ”= (FF) = (POI) + (FBR) = pp, 0 +p (0,7) > 7p(p,0) 
(函数 po 的 性 质 订 ). 


图 7 


设 H = 0+U. 由 条 件 p91I ,把 UHF 点 4 写成 6 = 6+x. 因为 V =U+U+ (第 3 章 ， 
81 的 定理 7), 而 态 =x 十 驴 ,其 中 x Ee U, 所 以 ,向量 成 的 分 量 态 e Ut 存在 并 唯一 
确定 . 
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为 了 具体 地 找到 由 六 到 I 的 垂直 线 , 我 们 在 E 中 选取 直角 坐标 系 


{ 60; el …:  ，em), …… ,en}, (5) 


其 中 el, …, em 构成 向 量 空间 U0 的 基底 . 可 以 认为 v= 雹 是 给 定 的 . 计算 向 量 
的 坐标 


一 一 
op 二 + pq = 三 ITlel 十 …… 十 Zmem， 


D 
我 们 就 可 以 找到 h = || 区 | . 注意 到 


XxX 二 


从 而 , 有 
(x — vlei) = 0, 2 一 1,.… ,mMm, (6) 


进而 得 到 zx; 一 (vjei) ， 4 一 ], "mm. 
如 有 果 坐 标 系 (5) 并 不 是 一 个 直角 坐标 系 , 那么 , 条 件 (6) 可 表达 成 m 个 方程 的 线性 
方程 组 


(eilei) zl + (ezlei) za 十 … 十 (emlei)zm = (vlei), i= 1,.…,m, (7) 


这 个 方程 组 已 被 证 明 有 唯一 解 . m 个 未 知 元 的 线性 方程 组 有 唯一 解 , 当 且 仅 当 , 它 的 
行列 式 不 等 于 零 . 方程 组 (7) 的 行列 式 是 


(eile1) … (ellem) 


G(el em) 一 | . (8) 


(emle1) …” (emlem) 


这 样 一 来 , 被 称 为 是 问 量 el，.… ，em 的 行列 式 G (el, .… , em) 就 不 等 于 零 . 我 
们 又 一 次 地 得 到 了 第 3 章 85 的 定理 1, 实际 上 是 重复 了 整个 的 推演 . 

把 我 们 的 有 关于 垂直 性 的 知识 归纳 一 下 . 

定理 2 在 欧 几 里 得 空间 EE 的 平面 I= 0 上 +U 外 面 的 任意 一 点 都 可 以 引 一 条 重 
直线 pg . 它 的 长 度 |pa| 是 由 到 II 的 最 短 距 离 ， 如 果 6 是 我 们 在 H 上 任意 选取 的 一 个 
点 , 那么 , D9 二 XxX 一 0D ,其 中 X= ziel 十 … 十 Xmem 是 U 的 一 个 向 量 , 它 在 空间 E 的 
任意 一 个 坐标 系 {0; e1, … , em, '… ,en} 之 下 的 坐标 可 以 作为 方程 组 的 解 按照 克拉 
默 公 式 计 算出 来 

(eile1) …， (elv) … (eilem) 
1 (ezle1) …， (ezlv) …，(ezlem) DD. 


VV 二 


(emle1) … (em … (emlem) 
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如 果 (e1, … , em ) 是 标准 正 交 基 底 , 那么 , zi = (ei|07) . 

3. 平面 间 的 距离 ” 设 H 和 II 是 欧 几 里 得 空间 (E , V, p) 的 两 个 平面 , I = 7 十 局 
IT = 十 VU" .因为 可 以 用 平面 11 上 的 任意 一 点 来 代替 , 所 以 , 不 失 一 般 性 , 可 
以 认为 pp 11 ， 也 就 是 说 , Hz 上 II . 如果 同 时 还 有 IL; w 上 LI , 那么, 线段 pp/' 就 是 
到 I 了 I 和 IT 的 公 垂 线 . 

引 理 1 如 果 线 段 pp' 是 到 I 和 HI 的 公 重 线 , 那么, 不 管 怎样 的 点 9 EI ,9 EIT 
都 有 

p(p,p) < p(d,9). (9) 

证 明 设 f =P+u,g = 少 十 uw . 因为 =P+pp ,所 以 ,9 =P+pp +uw 而 且 

dd =Pp tu —u. 


根据 条 件 (pplu) = 0 且 (zplu) =0 ,从 而 (到 lu - 由] =0, 而 在 这 种 情形 , 据 毕 达 
哥 拉 斯 定理 , 我 们 有 . 


》 


=| 
从 而 可 得 不 等 式 (9). 口 
引 理 2 在 (E ,六 ,po) 中 任意 两 个 平面 IL IT 间 必 定 有 一 公 重 色 
证 明 设 H=d+7 ,HE=4+I .选取 点 =d-u ,了 = 一 了 使 得 向 
量 pp 正 交 于 U 和 U'. 显然 , pp =u 一 w 十 7. 因为.V=(U+UV)@(V+U)+ ,所 
以 , gg =b+c, 其 中 beU+U ce ( 十 UV") , 而且 b 和 c 都 是 唯一 确定 的 . 此 外 
b=Vv++v ,Vv EU ,v EU'. 我 们 就 得 到 


— 
pp = 一 uu 十 V+V+uttc. 


如 果 我 们 取 u' = v , u = -v , 向 量 pp’ 即 为 所 求 . 事实 上 , pp =ce (V4+U)+， 口 

由 引 理 1 和 引 理 2 差不多 可 以 直接 推出 

定理 3 ”对 于 任意 两 个 平面 HI, II C (E , V ，po), 都 能 找到 点 DeEI ,meIT ，, 它 
们 满足 不 等 式 (9). 线段 bp’ 是 TI 和 HI 的 公 重 线 . 这 条 公 重 线 能 够 被 唯一 确定 ， 当 且 仅 
当 , UNU'’ =0 (UV 和 U' 是 I 和 IT 的 方向 子 空间 ). 

证 明 事实 上 , 如 果 pp’ 和 dd' 是 它们 的 两 条 公 垂 线 , 那么 p (7,2) = p (6,9) ,于 
是 按照 引 理 2 的 证 明 应 当 有 u = , 即 Y =z+u,g=P 二 u,uEUNUV'. 这 样 一 
来 , 公 垂 线 与 UNnU 的 向 量 相互 单 值 对 应 ， 唯一 性 当日 仅 当 UN UV' = 0 时 成 立 . 特别 
地 , 当 IL 是 一 个 点 的 时 候 , 即 V' = 0 时 , 事情 就 更 简单 了 . 

4. 格拉 姆 行列 式 与 平行 六 面体 的 体积 ”第 2 目 中 解决 关于 垂直 线 的 问题 把 我 
们 顺便 引入 对 格拉 姆 行列 式 G (el, … , em) 不 等 于 零 的 追求 ， 这 个 行列 式 是 按 公 
式 (8) 计 算出 来 的 , 它 要 求 向 量 el,，.…… ，em 线性 无 关 . 可 以 把 G (el, .…… ，em) 看 成 是 
平面 开 的 方 回 子 空间 7 上 的 二 次 型 vo(v) = (v|v) 的 滤 阵 的 最 后 一 个 主 于 式 Am 按 痢 
西 尔 维 斯 特 准 则 (第 1 章 84 的 定理 8), G (ei, :… , em) = A >0. 
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如 果 el,，.… ,em 是 线性 相关 的 ,比如 ， 设 em = aael 十 … 十 am-lem-1 (我 们 已 
经 给 出 子 空间 UU 的 基底 ), 那么 ， 


mo—1 
(em|ei) 一 >》 as (em |ei), 2 一 二 ) 2， 
?一 | 


从 而 , G (el, …, em) 的 最 后 一 行 就 是 其 余 各 行 的 一 个 线性 组 合 . 这 样 一 来 ， 
G(el,.…, em)= 二 0, 且 有 下 面 的 

定理 4 向 量 组 el, .…… ,em 的 格拉 姆 行列 式 不 等 于 零 , 当 且 仅 当 , 该 向 量 组 线性 
无 关 . 不 等 式 G(el, .…… ，em) > 0 恒 成 立 , 它 的 特殊 情形 , 当 m=2 时 , 就 是 柯 西 - 布 尼 
亚 科 夫 斯 基 不 等 式 . 

格拉 姆 行列 式 可 以 解释 成 为 一 个 以 6p1,… ,opm (Di = 0 二 ei，i= 1,…,m ) 为 
边 的 平行 六 面体 P (0P1,… ,opm) 的 体积 的 平方 02, : 


P (0p ,Bm) = {H10B1 + + tnBml0 < 1 (10) 
设 ( 及 ,… ,fm) 是 同 量 空间 U0 的 一 个 标准 正 交 基底 , el, …: ，enm 是 U0U 的 一 组 癌 
量 (可 能 是 线性 相关 的 ), 令 
ej; = > aifk;. 
按 定义 我 们 计算 出 
vm = Vm (P (0P1,.** ,Opm)) = |det (Qi7)7 | ) (11) 


这 里 与 [BA I] 第 3 章 81 的 第 1 目的 说 明 完 全 对 应 . 因为 基底 (fH,… , fi) 是 标准 正 交 
的 , 所 以 


= det (Gi;) ， 
71 
ij = >》 Akiak; = (eilej) ， 
k=1 


进而 , 有 
(eile1) :*: (eilem) 
(Vm) = = G (el1,.…. ,em). 
(emle1) …” (emlem) 
总 之 , 格拉 姆 行列 式 等 于 一 个 以 6P1,… ,0pm 为 边 的 m 维 的 平行 六 面体 的 体积 的 
平方 . 
在 教学 参考 书 [2] 中 给 出 了 关于 欧 几 里 得 空间 中 图 形体 积 的 更 加 充分 的 阐述 . 
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习 十 
1. 求 出 由 点 DP 二 (2, 1, 一 3, 4) 到 平面 
I :2z1 一 4z2 一 8Zz3s 十 13z4 十 19=0，z1 十 Za 一 Z3 十 24 一 1=0 

的 距离 . 

2. 求 出 平面 
Ia :Zi 十 zs 十 Z4 一 205 一 2 一 0，7z2 十 Za 一 24 一 25 一 3 王 0，z1 一 Z2 十 23 一 5 一 3 一 0 
和 平面 

II2 : (1, 一 2, 5, 8, 2) + ((0, 1, 2, 1, 2) , (2, 1, 2, —1, 1)) 


之 间 的 距离 . 
3. 说 明 , (11) 式 中 的 平行 六 面体 的 体积 vw 可 以 按照 公式 


vm = ||opi :ee lm-il 


计算 出 来 . 其 中 从 是 由 点 Dr+1 到 仿 射 包 络 A (5, 访 ，… ,Pm) 的 重 直 线 的 长 度 . 
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1. 仿 射 群 我们 首先 看 一 个 例子 . 

例 1 按 和 定义, 实 的 仿 射 直线 A 与 实数 集合 RR 是 重合 的 . 换 句 话 来 说 , 点 ER 可 
以 与 实数 z e RR 等 同 起 来 (我 们 将 利用 这 种 等 同 ). 直线 的 几何 , 在 $1 第 2 目的 意义 下 ， 
可 以 用 仿 射 自 同 构 来 刻画 . 在 这 种 给 定 的 情形 , 上 映射。s : A 一 A 按 规则 


Bus:rT ar+i+p, oeER’,PER (1) 


如 果 需 要 , z 就 是 点 在 某 个 坐标 架 {6, e} 之 下 的 坐标 , 即 j = 6 +z , 下 ao (2) = 
(6+D)+az =0+(az+D) .用 符号 4 = Aff(R) 代表 所 有 形 如 (1) 的 仿 射 变换 的 集 
合 . 因为 , 任意 两 个 变换 更。6 , 更 vr e 41 , 复合 


Pop “ Por 一 里 av ar+6 (2) 


仍然 属于 41, 又 因为 5 = B10 € 41 ， 而 更 。: _w-16 刚好 是 更。 6 的 逆 变 换 , 所 以 , 集 
合 4;1 连同 自然 的 乘法 运算 (2) 就 构成 了 一 个 群 ( 见 [BA I ] 第 4 章 82), 它 被 称 为 是 1 维 的 
实 的 仿 射 群 . 由 (2) 可 得 4; 是 个 非 交 换 群 , 且 映 射 


T :里 .6 a 
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是 41 一 R* 的 一 个 满 同 态 , 其 中 R* 是 所 有 非 零 实数 构成 的 乘法 群 . 明显 地 , Ker 7 = 
{B18|8 € RR} 是 41 的 所 有 的 平移 构成 的 子 解 , 它 同 构 于 所 有 实数 构成 的 加 法 群 R+ = 
{ 玉 ,十 . 我 们 就 有 了 一 个 通常 所 说 的 群 的 态 射 的 正 合 列 : 


0 一 Rt 一 41 一 R*—1. 


现在 , 设 (A , V ) 是 域 R 上 的 一 个 " 维 仿 射 空 间 , f : A 一 A 是 个 双 射 的 仿 射 变 
换 ( 仿 射 自 同 构 ). 按 一 般 定义 ( 见 81) 


f D+V)= 1D)+FY, 


其 中 天 是 V 上 的 非 退化 的 线性 算 子 , 一 般 情形 , 用 Df 表示 之 . 根据 条 件 , det 天 关 0， 
即 线性 算 子 F 有 逆 算 子玉:, 它 是 仿 射 变换 广 : 的 线性 部 分 : 


fiB+v)= fp) 十 FiV. 


用 e 代 表单 位 仿 射 变换 (或 者 恒 等 变 换 ), 它 的 线性 部 分 是 E : v 一 v ,我 们 看 到 ， 
f -11=f1.f=e. 
设 f 和 g 是 空间 A 的 两 个 仿 射 变换 , 它们 的 复合 


h=f.g:pm f(g9(D)) 


依然 是 个 仿 射 变换 , 而 且 它 的 线性 部 分 Mt =FG9 (下 和 9 分 别 是 变换 f 和 g 的 线性 部 分 ). 
实际 上 ， 


h(p+v)= f(g(P+Vv)) = 了 9 (十 9v) 
= f(g(D))+F(Ov) = (fg 二 +FGV = 六 (十 ItV， 


所 有 仿 射 自 同 构 的 集合 Aff (A)=4( 角 上 的 乘法 运算 的 结合 性 可 由 所 有 A 一 A 
的 变换 的 集合 上 的 复合 的 结合 律 推出 来 ( 见 [BA I1]). 这 样 一 来 , Af (A) 就 是 个 群 , 称 
它 是 仿 射 空间 A 上 的 n 维 仿 射 群 . 我 们 就 得 到 了 下 述 定理 的 特殊 部 分 . 

定理 1 域 人 上 的 n 维 仿 射 空间 (A , Y ) 的 所 有 的 仿 射 自 同 构 的 集合 An (RR) 构成 
一 个 群 . 所 有 的 保持 固定 点 0 不 动 的 仿 射 自 同 构 构 成 一 个 同 构 于 完全 线性 群 GL(V) = 
GTn( 角 的 子 群 4(R)s。C An( 骨 . 空间 A 的 所 有 平移 构成 的 子 群 T = {tvlvE VV} 在 
群 An( 骨 中 是 正规 的 , 而 且 属 于 正 合 列 


eT A(R) SO GLIn(R) 6. 
中 满 射 映 射 万 的 核 . 
( 正 合 性 意味 着 Im yp = Ker D ). 


证 明 看 仿 射 自 同 构 f, ge An(R)。. 因为 Fo 十 x) = 6+ 下 x 和 g(6 十 x) = 0+ 9x， 
所 以 (Fog)(6+x) = f(g(0+x)) = f(0+9x) = 0+ 下 9x, 也 就 是 f og € An()。. 
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可 以 类 似 地 证 明 , 广 : e An(R)s. 单位 映射 同样 也 在 4A,,(&)。 中 . 这 样 一 来 , 4 (R)。 就 
是 4%( 骨 的 一 个 子 群 . 对 应 D : f 忆 Df = 下 ,对 任意 f € An (月 。 显然 是 群 An (有 Rs。 到 
所 有 非 退 化 线性 算 子 所 构成 的 群 GL(V) 上 的 同 构 . 

前 面 我 们 还 曾 注 意 过 , 平移 构成 的 子 解 T Cc 4,( 月 同 构 于 空间 Y 的 加 法 群 . 设 t， 
是 个 平移 , f 是 任意 一 个 仿 射 自 同 构 , 它 的 线性 部 分 是 下 ,那么 


(ft f(D) = (FB) = f(D) +Y) 
= /1(fD)+F v=p+F v=trv(D). 


因为 5 是 任意 一 个 点 , 从 而 可 以 推出 
fitvf = {fF-1iy. (3) 


等 式 (3) 表 明 , 了 是 4,( 色 的 正规 子 群 , 也 就 是 某 个 同 态 映 射 的 核 . 我 们 来 找 出 这 个 同 
态 映 射 . 

我 们 已 经 足够 熟悉 了 的 映射 D : f 一 Df = 的 一 个 子 群 为 它 的 核 , Ker D = 
{fe hn( 骨 | 下 = ET .这 就 意味 着 


feKerD=> f(D+4V) = D4v. 


在 这 种 情况 下 , 回 量 u = (p++Vf(p+v) = (p+v)(f(p)+v) = pf(p) 与 点 没有 天 
系 , 而 且 f(D 十 VvV) =D 十 如 十 V = 仿 十 V) 十 所以, f= 刀 是 个 用 向 量 u 做 的 平移 . 
总 而 言 之 , Ker D = TT. 另 一 方面 , 任 选 一 个 初始 点 6 并 建立 任意 一 个 上 Fe GL(V), 映 
射 6 十 Vv 己 0+ Fv, 我 们 可 以 看 出 , Im D = GL(V), 所 以 , D 是 个 双 射 映射 . 口 

我 们 还 可 以 证 明 如 下 的 断言 . 

定理 2 ”任意 一 个 仿 射 变换 矿 : 正 一下,， 它 的 线性 部 分 是 矿 ,都 可 以 表示 成 三 = 
tag 的 样子 , 其 中 旭 是 加 向 量 a = Oo) 的 平移 , 9 是 一 个 在 给 定点 6 处 保持 不 动 的 仿 身 
变换. 这 个 分 解 与 点 6 有 关系 . 如 果 用 点 6/ 代替 点 6， 那 么 ,需要 取 a! = at (下 -6)o0 来 
代替 a. 

证 明 令 a = of(o) 且 g = 去 1 我 们 已 经 知道 , 9 必然 是 个 仿 射 变换 . 于 是 , g(6) = 
二 1. fo =t Fo)= f(0) -of(o) =6. 由 此 可 见 , 9 保持 6 不 变 . 

取 另 外 一 点 6/ 代替 5， 我 们 又 得 到 a' = of(o) . 如 果 o' = 6 十 b , 那么, f(0) = 
FoO)+ Fb, 或 者 , 同样 地 , 0' 十 of (on = 6 十 of(0)+ Fb, 从 而 有 


一 一 > 
a=fFb-b+a=a+t(F—é€)o0. 口 


在 一 个 固定 的 原点 5 € A , 群 Af(A) 可 以 把 自己 表达 成 对 (下 ,v) 的 集合 (GL(V)， 
V), (F ,v) 的 作用 是 
(F,v)(O 十 X) 一 0 十 Fx 十 vV (4) 
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它 的 复合 运算 规律 是 
(Favi (Favo)=( FFoivi 二 万 vo2). (5) 
实际 上 , 如 果 f; = (三 ,vi),i = 1,2, 那么 


(fi1:f2):(0+x)= fi(f2(0+ x)) 
= fi(0+ Fox+t+vVv2) =0+F (Foxt+ vo)+ vi. 


从 而 可 得 (4) 和 (5). . 
现在 , 在 A 中 任意 选择 一 个 坐标 系 {0; e1, .… , en}. 那么 , 按 定义 , 点 P = 6 十 x 
的 坐标 就 是 向 量 蕊 = x = 5 zie; 的 坐标 z1，.… ,zn .如果 f 是 个 仿 射 变换 ,Df= 大 


是 它 的 线性 部 分 , 那么 ， 
f(p) = 1(0) + Fx=0+070 + Fx. 
用 wh,，… ,gm 代表 点 了 (有) 的 坐标 , 同样 设 6(6) -> ei , 而 = (fij) 是 线性 
算 子 三 的 矩阵 , 使 得 


(Fx); -Ai 
综 上 所 述 , 我 们 得 到 
y= Dy fir; +b i= 1,... ,n. (6) 
j=1 . 
简 记 为 
Y =FX+B, 


其 中 , YX, B 是 相应 的 坐标 列 (与 1 的 (3) 式 比较 , 或 者 , 更 好 地 , 与 第 2 章 81 的 (3) 式 
比较 ). 

2. 欧 几 里 得 空间 的 运动 设 (E ,V,p ) 是 个 欧 几 里 得 (点 ) 空 间 . 不 必 说 , 已 经 假定 
TR=R. z 

定义 1 任意 一 个 变换 厂 :下 一 下 ,如 果 保 持 距 离 不 变 , 即 对 任意 ,9g Ee 都 有 


pf OOD) GO)) = p(p, 9)， (7) 


则 称 f 是 一 个 运动 (或 者 保 距 映射 ). 

在 运动 f 的 定义 中 并 没有 先 假 定 f 是 仿 射 变换 , 但 是 , 实际 上 正如 下 面 将 要 证 明 
的 ， f 本 身 必然 有 : 

定理 3 变换 矿 : 下 一 下 是 个 运动 , 当 且 仅 当 , f 是 个 仿 射 变换 , 它 的 线性 部 分 
是 U 上 的 正 交 线性 算 子 . 
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证 明 断言 的 一 个 方面 差不多 就 是 显然 的 .事实 上 , 任意 一 个 以 正 交 线 性 算 子 三 
为 线性 部 分 的 仿 射 变换 必然 具有 性 质 (7): 


p(f(B), (0)) = p(fB), B+Y) = G7G+Y) 
= FW = v= |sG+ | = 局 1= eg 


特别 地 , 我 们 应 该 注意 到 , 任何 一 个 平移 都 是 个 运动 . 

关键 在 于 反 命 题 的 证 明 . 我 们 把 这 个 证 明 拆 成 几 段 . 

1) 简单 地 验证 即 可 表明 , 任意 两 个 运动 的 乘积 仍然 是 个 运动 . 设 f 是 个 运动 , 6 
是 个 国定 点 ,已 = f(0) , 而 a = 00’ 且 ts 是 加 上 向 量 a 的 平移 . 那么 , g = 二 1 .了 仍然 是 
个 运动 . 因为 

9(0) = 二 (fo) = 二 (0) =0, 
所 以 , f = tag , 其 中 9g(o) = 6 , 也 就 是 说 , 任何 一 个 运动 都 是 一 个 平移 和 一 个 保 
持 o 点 不 动 的 运动 的 乘积 . 我 们 只 要 能 证 明 g 是 个 具有 正 交 线性 部 分 的 仿 射 变 
换 就 够 了 . 

2) 进而 , 设 g 是 个 运动 , g(0) = 0 . 我 们 定义 一 个 变换 9 : Y 一 VV ,只 要 令 9x = 

09(6 十 X) , 也 就 是 
g(0+x) =0+ Ox. (8) 
变换 9 有 性 质 
90=0, |6x— 9y||= |x— yl. (9) 


实际 上 , g(0) = 60 寺 90 = 0. 现在 设 P = 0 十 x ,6 = 0 十 y ,那么 , p(?,9) = ly 一 x ,这 
是 因为 6= 六 +y 一 x 和 P= y 一 Xx. 又 因为 9 是 个 运动 , 所 以 , p(g(»),g(9)) = p(2,4) = 
ly 一 xl . 于 是 , 由 (8) 得 出 , 9O) = 0 十 9x,g(g) = 0 十 9y ,从 而 有 p(g(2),g(4)) = 
19y - 9xl| . 于 是 , 这 就 给 出 了 (9) 式 . 

设 y = 0, 我 们 就 特别 地 得 到 包括 了 (3) 在 内 的 


lgx|| = |ixl| . (10) 
3) 变换 9 保持 纯 量 乘积 不 变 , 即 
(Gx|9y) = (xly) (11) 
事实 上 , 按照 (9) 


lx —2(xly) +lyl =(x—-ylx-y)=|x-yl:=|9x-9yl 
= (Gx — OylGx — Gy) = lixll — 2 (9x|9y) + |9y||. 


把 这 个 关系 式 再 加 上 (10) 就 得 到 了 (11) 式 . 
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4) 变换 9 是 线性 的 , 事实 上 , 我 们 设 z = x 十 y ， 则 ||z -x 一 yl = 0. 把 这 个 等 式 
写 得 更 详细 些 , 就 得 到 


zl + lx + lyl ~ 2 (lx) ~2 (zly) +2 (xly) 一 0 
由 这 个 等 式 以 及 (10), (11), 有 
lgzll* + lx + Gy —2 (9zl9x) 一 2(9zly) +2(9xl9y) =0, 
这 等 价 于 等 式 |9z _ Gx _ Oy|| = 0 , 也 就 是 gz _ Gx _ 0y = 0. 由 此 可 见 
G (x+y)= Ox+0Oy. 


等 式 9 (Ax) = AGx 可 以 类 似 地 加 以 证 明 . 

5) 证 明 的 结尾 . 由 (8) 和 前 面 3), 4) 中 已 经 证 明 过 的 , 可 以 推出 , g 是 个 仿 射 变换 ， 
它 的 线性 部 分 9 是 个 正 交 的 线性 算 子 . 口 

我 们 把 第 1 目 定理 2 的 证 明 中 的 推理 精确 化 , 得 

定理 4 设 f 是 欧 几 里 得 空间 (EE,V,p ) 的 一 个 运动 , 它 的 线性 部 分 下 是 个 正 交 线 
性 算 子 . 那么 , 必 有 TY 的 对 于 丰 不 变 的 正 交 的 子 空 间 的 直 和 分 解 


V=L@L- (12) 


和 一 个 点 0 EE ,使 得 对 任意 x EL 都 有 Fx 一 x ,而 f=ta:g,a € LL 和 且 g(0)= 6. 

证 明 用 代表 V 中 所 有 在 天 作用 之 下 保持 不 变 的 向 量 的 集合 .显然 , 它 是 个 对 
于 天 不 变 的 V 的 疝 量子 空间 .正如 我 们 已 经 知道 的 (第 3 章 81 的 定理 7), L+ 同样 也 是 天 

不 变 的 , 并 且 有 分 解 式 (12). 

在 E 中 任 取 一 点 0' 并 把 f 表示 成 1 = ts .9 ,g'(0') = 0. 当 用 点 6 = 0/ 十 x 替换 
点 0 时 , 可 以 引出 a = a 十 (下 -5)x (定理 2), 而 9 引出 g, 且 g(06) = 6 . 

邻 a/ = 二 b+c,x=y++z, 其 中 b,y e 工 ,而 cze Lt . 我们 来 选择 适当 形式 的 向 
量 x. 线性 算 子 入- 2 限制 在 Lt+ 上 ， 它 的 核 为 零 因为 LNnLt =0. 所 以 下 -Elri 是 
非 退 化 的 . 特别 地 , 这 意味 着 , 存在 这 样 一 个 向 量 z e L+, 使 得 (一 £)z = 一 c, 从 而 


a=b+-+c—-c=belL. 品 


3. 保 距 变换 群 ”因为 所 有 的 仿 射 变换 构成 一 个 群 (定理 1) 且 所 有 的 正 交 线 性 算 
pti) 所 以 , 按照 定理 1, 欧 几 里 得 空间 E 的 所 有 运动 也 同样 
是 个 群 . 我 们 称 它 是 空间 E 的 保 距 群 , 并 用 符号 Iso(E) 来 代表 它 . 因为 同一 维 数 的 两 
个 欧 几 里 得 空 是 同 攀 的 (定理 1 所 以 , 精确 到 同 构 , 对 于 每 一 个 维 数 而 言 只 有 一 
个 保 距 群 . 显然 , Iso(E) 是 仿 射 群 Af(E ) 的 一 个 子 群 . 在 Iso(E) 中 包含 了 平移 子 群 了 
后 者 同 构 于 向 量 空间 V 的 加 法 子 群 . 在 一 个 固定 点 6 e 下 处 保持 不 变 的 所 有 的 运动 
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的 子 群 同 构 于 正 交 群 O (n) ,n = dim 下 . 如 果 {0;e1,… ,en} 是 E 的 一 个 直角 坐标 系 ， 
那么 , 运动 f 可 写成 形 如 
Y = FX+A4, (13) 

其 中 X = [zz1,… ,zwn],Y = [ 虽 ,… ,Vn 分 别 是 点 和 点 了 0) 的 坐标 列 , 4 = [a1,:… ,an] 
是 向 量 a e V 的 坐标 列 , a 对 应 平移 t。，F 是 正 交 和 矩阵. 

如 果 , F e 50 (n) , 也 就 是 det F = 1 ,那么 , 称 f 是 个 固有 运动 .空间 E 的 所 有 的 
固有 运动 的 群 用 Iso+ (E) 来 代表 ( 话 又 说 回来 了 , 我 们 不 会 再 用 到 它 ). 

保 距 群 的 元 素 , 也 就 是 所 说 的 运动 , 会 经 常 在 几何 学 和 物理 学 中 遇 到 , 所 以 , 我 
们 停 下 来 , 解释 一 下 n 不 太 大 的 情形 是 很 有 意义 的 . 

n= 1 情形 ”按照 一 般 公式 (13), 有 


yy 一 5Z 十 0 (14) 


其 中 e = 二 1 (1 维 的 正 交 线性 算 子 ), 而 a 是 某 个 常数 , 它 对 应 一 个 平移 . 如 果 e = 1, 那 
么 , 我 们 得 到 平移 直线 . 如 果 e = -1 那么 , (14) 的 另外 一 种 写法 


y — a/2=— (za/2), 


引出 一 个 想法 去 选择 新 的 原点 z = x 十 a/2,y = yy 十 a/2 .现在 , 公式 y' = 一 x' 表明 ， 
我 们 就 有 了 一 条 对 于 某 个 原点 0' 的 反射 (对 称 ) 下 线 . 
n= 2 情形 选择 直角 坐标 系 {oi et,e?} , 在 它 之 下 , 运动 f 的 线性 部 分 下 引出 一 
个 规范 型 (第 3 章 , 83 的 定理 10), 可 以 看 出 , f 的 坐标 的 描述 形式 可 以 归结 为 下 列 之 一 
1) x=7X+a, 2)7X’=2z+a, 3)7 =zcosp 一 Vsinp 十 0Q， 
y =Yy+b; y=—y+b; Y=7rzsing+ycosyp+t+b. 
在 情形 1), 我 们 得 到 一 个 加 向 量 ael + bes 的 平移 .在 情形 2), 需要 把 坐标 原点 变 
成 0 = (06, 一 b/2) , 也 就 是 引进 新 的 坐标 系 上 ,7 : 
T=t€(7 =€6), y=n7(y ="%7 +b/2). 
在 此 之 后 , 2) 的 公式 采用 
£’ =&€+a, 7 = 一 71， 
形式 . 
在 情形 3), 当 p 入 0 时 , 变换 坐标 原点 6' = (zo,yo) , 其 中 zo, yo 由 方程 组 
Z0cosw% 一 加 Sin 十 Qa = wo, 


Z0Sinw 十 yocosw 十 bp 王 ?Yo0 
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决定 .几何 上 , 这 意味 着 , 1 (90) = 0. 点 0 的 存在 性 可 由 定理 4 给 出 .在 该 定理 的 表达 
中 工 =0 (在 下 作用 下 没有 不 动 点 ), 且 ts。 = e, 所 以 f = 9 是 个 纯粹 的 旋转 . 如 果 进 行 
形式 地 推演 , 那么, 就 引入 新 的 坐标 é, 7: 


Z 二 有 十 Z0 (Z =é€ +70), 
y=7+yo (=7 十 %)， 


这 之 后 , 3) 的 公式 就 具有 : 
上 = €cosyp 一 Isin wp， 
1 一 和 sinw 十 7Icosw 


形式 了 . 
这 样 一 来 , 就 证 明了 
定理 5 平面 上 的 任何 一 个 固有 运动 或 者 是 个 平移 或 者 是 个 围绕 菜 个 固定 点 的 
旋转 .可 见 , 保持 某 点 不 动 的 固有 运动 就 是 绕 这 个 点 的 一 个 旋转 . 平面 的 非 国有 运动 
可 归结 为 一 个 相对 于 某 条 直线 (在 我 们 这 里 就 是 横 坐 标 轴 ) 的 反射 以 及 沿 这 条 直线 的 
一 个 平面 平移 .由 非 固有 运动 至 少 存 在 一 个 不 动 点 , 即 可 推出 , 有 一 条 直线 整个 地 由 
不 动 点 组 成 . 
n= 3 情形 再 次 依据 第 3 章 83 的 定理 10, 我 们 力求 在 3 维 欧 几 里 得 空间 E 中 选择 
那样 一 个 直角 坐标 系 {0,e1, e2,e3} ,使 得 运动 f 的 线性 部 分 在 这 个 坐标 之 下 是 个 规 
范 型 , 此 时 , 对 于 f 的 坐标 描述 有 下 列 的 可 能 性 : 
1)zZ =Z+a 2)7x’=Zzcosp—Yysing+t+a, 
y 二 yy 十 b， y = xsing+t+ ycosyp+tb, 
Zz’ 二 Zz 十 C; Zz 一 zz 十 ci 
3)2 =Z 十 ao 4)2=Zcosp 一 ysinop 十 Q， 
y =Yy+b, y = xXsing+ycosw+t+b, 
Zz 一 一 2 十 ci; 2 一 一 2 十 c. 
在 情形 1), 我 们 得 到 一 个 加 向 量 cel + bes + ces 的 平移 . 
在 情形 2), 当 p 承 0 时 , 类 似 于 在 平面 上 的 作法 , 我 们 (经 过 坐标 原点 的 变换 0' = 
(zo,yo, 0) ) 得 到 公式 
= 和 cosp 一 Isin yp， 
7 一 6sinp 十 7cosp， 
由 三 /十 < 


可 见 , f 是 个 沿 直 线 o'j 加 上 向 量 (0,0,c) 的 平移 并 以 这 条 直线 为 轴 旋 转 p 角 . 这 就 得 
到 了 一 个 在 力学 中 所 说 的 螺旋 运动 (把 螺母 拧 到 螺栓 上 去 ). 
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在 情形 3), 采用 新 的 坐标 上 , m, 1 : 


7Z 一 6 7' 一 上/， 
y=”, y =7, 
2 一作 十 c/2; 2 = /++ c/2, 


我 们 导出 公式 
上 = 和 oa 7T=n+b WW=-—h, 


这 表明 , 矿 可 以 被 刻画 成 对 于 平面 I = 6 & 7; 的 反射 再 加 上 与 该 平面 共 面 的 向 量 (a, 5b,0) 
所 施 的 平移 . 
在 情形 4), 它 是 情形 2) 和 3) 的 组 合 , 公式 可 以 化 成 
€ = é€cosp— nsiny, 
7 = €sing + ncosy, 
及 三 一 省 
由 此 可 以 得 出 , f 是 个 对 于 6 & 7 平面 的 反射 , 再 绕 6 1 轴 旋 转 o 角 . 

定理 6 ”3 维 欧 几 里 得 空间 下 的 固有 运动 f 必然 是 螺旋 运动 , 即 , f 可 以 被 刻画 成 
沿 某 条 直线 平移 且 绕 此 直线 旋转 (螺旋 运动 包括 纯粹 的 平移 和 纯粹 的 旋转 ). 

非 固 有 运动 是 一 个 对 于 某 个 平面 I[ 的 反射 , 并 且 , 或 者 再 施 以 加 上 一 个 与 同一 
个 开 共 面 的 向 量 的 平移 , 或 者 再 绕 一 个 与 平面 I 垂直 的 直线 旋转 po 角 ( 当 wp = x 时 得 
到 相对 于 点 的 对 称 )， 

作为 特殊 情形 , 可 以 由 定理 6 推出 欧 拉 定理 (1776 年 ), 按照 这 个 定理 , 所 有 的 具有 
一 个 不 动 点 6 的 刚体 位 移 都 可 以 把 自己 表示 成 绕 某 个 轴 ( 通 过 点 0) 的 旋转 , 还 可 以 推 
出 沙 勒 定理 (1830 年 ), 这 是 一 个 关于 任意 物体 的 位 移 都 可 以 通过 沿 某 个 方向 的 无 偏 
位 移 和 一 个 以 轴 为 方向 的 一 个 旋转 来 实现 的 定理 . 

4.， 与 群 对 应 的 线性 几何 ” 按 着 125 年 前 由 F. 克 莱 因 (1872 年 ) 首 先 在 其 “爱尔兰 
根 纲领 "中 明确 叙述 过 的 , 现在 已 经 被 大 众 接受 的 观点 ， 几 何 学 可 以 被 理解 为 给 定 
群 之 下 的 不 变量 的 集合 . 设 T 是 某 个 集合 , 或 者 是 我 们 还 要 再 讲 的 点 的 空间 , G 是 所 
有 T 一 本 的 双 射 变换 群 的 某 个 子 群 . 符合 群 G 的 几何 学 的 目标 就 是 研究 有 中 在 G 的 变 
换 作用 之 下 不 变 的 空间 图 形 ( 或 者 点 的 空间 构 型 ) 的 性 质 . 

所 有 的 图 形 被 划分 成 G-- 笃 合 图 形 类 , 也 就 是 说 , 图 形 61 是 与 图 形 @62 闭合 的 (或 
相等 ) 并 记 为 $1 人 ~“ 5。 是 指 : 至 少 有 一 个 元 素 g e G 使 得 6 = 9(61). 由 群 的 公理 可 
以 直接 推出 , 释 合 性 质 是 个 等 价 关 系 , 也 就 是 有 下 列 性 质 : 

i) 目 反 性 (这 是 因为 , $1 SB $1 = e ($1),e 是 群 G 的 单位 元 ); 

ii) 对 称 性 (这 是 因为 , 82 = g(@1) 全 B1 = g-1(62)g-!1 € G, 也 就 是 , 61 & Bo 心 
Go % $1): 

诈 ) 传递 性 (这 是 因为 , $1 = g(82), $2 = h($a) > $1 = (gh) ($3)). 
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这 样 一 来 , 爱 合 图 形 的 类 与 类 之 间 是 不 相交 的 .在 线性 几何 学 中 要 研究 的 空间 7 或 
者 是 线性 (向 量 ) 空 间或 者 是 由 直线 派生 出 来 的 空间 . 最 接近 的 例子 是 欧 几 里 得 几何 
学 (T= E,G = Iso(E)) 和 仿 射 几何 学 (T = A,G = Aff(A)) . 这 两 种 几何 学 已 经 由 被 
研究 的 图 形 的 集合 区 分 开 了 . 初等 欧 几 里 得 几何 学 , 在 平面 上 处 理 直 线 , 角 , 三 角形 ， 
圆 , 等 等 , 还 有 不 同 的 图 形 元 素 中 年 线 和 和 角 的 关系 . 而 仿 射 几何 学 以 点 与 点 之 间 的 距 
离 为 发 展 前 提 . 我 们 停 下 来 研究 一 下 在 仿 射 几何 和 欧 几 里 得 几何 中 图 形 的 最 简单 的 
性 质 . 

定理 7 设 (E,V,p) 是 一 个 欧 几 里 得 空间 . 任意 两 个 平面 III' e 了 下 是 党 合 的 (G = 
Iso(E)) ， 当 且 仅 当 , dim I = dim IT. 特别 地 ， 所 有 的 点 都 是 合 合 的 .在 仿 射 空 
间 (A,V) 和 群 G = Aff(A) 的 情形 , 有 同样 命题 成 立 . 

证 明 事实 上 , 如 果 I =p+U,I=V+UV' 且 f(T) = IT,f eG ,那么 , Df(U) = 
U', 又 因为 det f: = det Df 关 0 ,所 以 dim U = dm 7 ,从 而 , 按 定 义 dim I = 
dim I1’. 

反 过 来 , 设 dim I= dm I = m . 在 7 中 选取 一 个 标准 正 区 基 确 (el ,…… ,enm) 
(相应 地 , 在 U' 中 选取 一 个 标准 正 交 基底 (ef ,… ,e)), 然后 把 它 扩展 成 整个 空间 V 
的 标准 正 交 基底 (e;) (相应 地 ，(e‘) )， 于 是 , 必 存 在 正 交 线性 变换 三 : 了 一 了 使 
得 Fei = e!;i = 1,… ,n= dimV. 满足 15) = 且 Df = 开 的 运动 就 把 I[ 变 成 IT . 

在 仿 射 空间 (A,V) 的 情形 , 推理 可 以 类 似 地 完成 . 并 不 需要 为 标准 正 交 性 和 正 
交 性 操心 . 口 

注意 到 在 定理 7 的 阐述 中 , 点 的 有 至 合 性 还 可 以 用 另外 的 语言 来 表达 : 群 G 的 作用 
在 空间 E (相应 地 A ) 的 点 上 是 可 以 传递 的 . 传递 性 是 G 和 与 其 相符 合 的 几何 学 的 一 
个 最 重要 的 性 质 . 如 果 没 有 这 一 点 , 我 们 就 垃 失 了 不 同 图 形 之 间 “ 比 较 ” 的 可 能 性 . 在 
仿 射 几何 情形 , 群 Af (A) 具有 更 加 有 力 得 多 的 性 质 . 

定理 8 在 仿 射 几何 中 , (A,V) 的 任意 一 个 处 于 普通 位 置 的 mm 十 L 点 的 点 组 {Do…… ， 
Dn} 和 任意 一 个 也 处 于 普通 位 置 的 点 组 {2,… ,0 < mn, 是 可 以 过 合 的 . 

证 明 ”把 给 定 的 点 组 扩充 成 仍然 处 于 普通 位 置 的 点 组 {p0,… ,加 和 [2 礼让 
n = dim A . 按 定义 , 这 意味 着 , 向 量 组 (el = Wj,… ,en = P60P7) 构成 空间 V 的 一 
个 基底 , 而 (e? = P07，… ,eh = PP) 是 另 一 个 基底 . 于 是 , 可 以 找到 非 退化 的 线性 
算 子 三 :V 一 V 使 得 Fe; = ef . 令 f(po 十 x) = po 十 Fx, 我 们 就 得 到 了 所 求 的 仿 射 变 
换 f :A 一 A , 它 把 p; 变 成 D,i = 0,1,…,n. 口 

明显 地 , 定理 8 对 于 欧 几 里 得 几何 , 甚至 于 在 m=1 的 情形 , 也 不 再 对 了 ,因为 点 
对 5 ，4 和 点 对 ,9 的 Iso(E) -全 合 必须 满足 条 件 p($,9) = po(2, 0). 但 是 , 这 个 条 件 却 
是 充分 的 , 这 可 以 由 定理 7 的 证 明 看 得 出 来 . 

仿 射 自 同 构 映 射 的 几何 意义 同样 可 以 由 下 面 的 推断 看 出 来 . 我 们 考察 任意 一 个 
双 射 变换 / :人 人 ,有 


一 一 一 


了 = MpY = f(r)f(s) = Af(p)f(q), VA ER (15) 
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(这 里 的 实数 域 R 可 以 用 任意 其 他 域 来 代替 ). 几何 上 , 这 意味 着 , f 把 共 线 的 点 变 成 
仍然 共 线 的 点 , 即 , 把 仿 射 直线 变 成 另外 一 条 仿 射 直线 . 

设 丰 ( 艳 ) = f(p)f(q), 我 们 看 到 ( 当 和 = 1 时 ), 变换 太 : Y 一 的 结果 与 点 i,# 6 
A 的 选择 无 关 , 只 要 是 73 = 歼 ,， 就 由 辐 量 大 本 身 决 定 了 .可 以 证 明 , 定义 的 这 个 映 
射 入 是 线性 的 . 条 件 F(Av) = AF(v) 可 以 由 定义 和 条 件 (15) 推 导出 来 . 任意 两 个 向 
量 u,v E V 可 以 表示 成 u = p9,v = 节 ,其 中 yw， dd,7 € A. 所以, u 十 V=0 十 及 = 
了 ,而且 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


Futv)= /Df(") = JJ + FV) = Fut Fv. 
可 见 , 下 是 V 上 的 线性 算 子 . 对 任意 4 = 方 + x, 我 们 有 


19g) = f(D) + fp)f(g), f(p)f(q9) = F(p9) = Fx, 


从 而 /+x) = f( 罗 ) +Fx ,也 就 是 说 , f 具有 性 质 (15), 显然 是 个 仿 射 变换 . 

反之 亦 然 : 如 果 f 是 个 以 为 线性 部 分 的 仿 射 自 同 构 , 而 且 只 要 过 = 大 , 则 必 
有 大 ( 友 ) = AF 二) . 而 /06) = f(t 十 敬 ) = f(7) 十 下 ( 闻 ) , 因此, 天 ( 肥 ) = f(r)f(s). 我 
们 就 证 明了 

定理 9 双 射 映射 1 :A 一 A 的 性 质 (15) 是 仿 射 映射 的 固有 特征 . 

现在 看 一 个 特殊 情形 , ,6,7 三 点 在 同一 条 直线 上 (通常 说 是 共 线 三 点 ), 且 方 么 和 . 
于 是 , 可 以 找到 一 个 数 和 使 得 

7 = Mpd. (15 ) 


定义 2 公式 (15/) 中 的 数 入 被 称 为 共 线 三 点 D dr 的 最 简 比 例 , 并 记 为 [p, 9 让 ]. 

显然 , 由 定理 9 可 以 得 到 

推论 空间 A 的 仿 射 变换 f 保持 点 的 共 线 性 质 并 保持 共 线 三 点 组 的 最 简 比 例 . 

公式 (15') 还 可 以 写成 “加 法 型 "公式 7 -5 = 和 A(g 一 四 , 这 直接 意味 着 , 在 直线 [1]; 。 
上 所? 可 以 写成 ?= (1 一 入 z+ 和 i 的 样子 . 特别 地 , 在 仿 射 几何 中 , 处 于 线段 pg 内 部 
的 点 i,0 < 入 < 工 , 内 点 的 比例 是 有 意义 的 . 前 面 我 们 已 经 指出 过 , 线段 的 长 度 是 欧 
几 里 得 几何 的 概念 , 而 线段 的 中 点 是 个 仿 射 概念 . 

5. 欧 几 里 得 空间 的 仿 射 变换 在 我 们 的 周围 世界 到 处 呈现 出 仿 射 变换 作用 的 影 
啊 . 最 简单 的 例子 是 松紧 带 的 压缩 . 我 们 还 要 更 仔细 的 考察 某 些 事实 . 在 第 4 章 82, 我 
们 已 经 约定 , 把 量 w = |det(aij)]? 理解 为 以 0P1,… ,op 为 边 的 平行 六 面体 .P(60p1,…， 
opn) 的 体积 vw, , 其 中 (ai;) 是 由 欧 几 里 得 空间 V 中 的 标准 正 交 基底 (fi,… ,入 ) 回 基 
底 e; = ,i = 1,… ,n 的 转换 矩阵 . 另 一 方面 , 如 果 g 是 以 9 为 线性 部 分 的 仿 射 自 同 
构 , 那么 , 同 量 9 e1,… , Gen (严格 地 说 , 是 与 这 些 同 量 匹配 的 线段 ) 构 成 的 平行 六 面 
体 的 体积 是 风 = |det (op 其 中 抢 阵 (op) 可 以 按 下 面 的 规则 计算 出 来 . 设 


vf; = >》 giif;. 
j=1 
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那么 ， 


Dbirfi := Gek = > aakGf = > aik > 97if; = 2 (》 91iaik) 广 ， 
7 i 1 了 7 t 
也 就 是 bj = > gjiQig ， 从 而 
了 = G4， 


进而 有 
vn = |det(bj;k)| = |det G|: wv, = | det g| :vn. 


我 们 就 引出 了 下 列 结论 

定理 10 在 n 维 欧 几 里 得 空间 的 仿 射 变换 之 下 ,7 个 向 量 构成 的 平行 六 面体 的 
体积 就 被 乘 以 一 个 转换 行列 式 的 绝对 值 . 换言之 , 在 仿 射 变换 之 下 , 平行 六 面体 的 体 
积 比 保持 不 动 . 

同样 地 , 也 可 以 归纳 出 对 于 欧 几 里 得 空间 其 他 任意 形体 的 体积 . 

下 列 命 题 有 直观 几何 意义 . 

定理 11 n 维 欧 几 里 得 空间 (EE , V ) 中 所 有 非 退 化 的 仿 射 变换 广 都 是 个 乘积 

i) 施 以 某 个 向 量 的 平移 ; 

ii) 保持 某 个 固定 点 6 不 动 的 旋转 ; 

iii) 沿 着 相交 于 点 0 的 相互 重 直 的 轴 的 m 次 压缩 (或 伸张 ) 的 复合 仿 射 变换 六 

证 明 实际 上 , 按照 定理 2, f = 如 :9 , 其 中 9(o) = 6， 对 某 个 点 6 . 如 果 9 是 变 
换 g 的 线性 部 分 , 那么 , 按 第 3 章 83 的 定理 15, 9 = DKH , 其中, D 是 V 上 的 正 交 线 性 
算 子 , 而 Xt 是 个 正定 的 对 称 和 矩阵 . 相应 于 第 3 章 83 的 定理 6, 我 们 在 E 中 选择 直角 坐标 
系 {0;e1,… ,en}, 此 基底 之 下 , 算 子 7t{ 有 规范 形式 


Hei 三 Aiei AN >0， 7171=1,.…,n. 


于 是 有 
f=ta:d:h, d(0+x)=0+Dx, h(0+x)=0+Hx, (16) 
因此 , d 是 空间 E 的 一 个 旋转 , 而 h 是 仿 射 变换 , 它 可 以 写成 一 个 乘积 形式 
h = hihz:…h,. (17) 


这 里 , hx 是 以 XH 为 线性 部 分 的 仿 射 变换 : 
Hres 一 @i ， 当 ; 天 k 时 : Hrer 一 入 Ke. 


公式 (16) 和 (17) 给 出 了 所 要 求 的 仿 射 变换 f 的 分 解 . 口 
6. 凸 集 回顾 一 下 点 的 重心 组 合 的 定义 (81 的 第 5 目 ) 


DP = A0Do 十 A1D1 十 … 十 Ampm, A0o 十 和 1 十 … 十 Am = 二 1， (18) 


83 和 群 与 几何 . 177 . 


和 重心 坐标 的 定义 , 我 们 现在 可 以 看 出 , 当 m=1 时 , 点 六 = Xopo 十 和 Py ，MNo 十 和 二 1 
就 取 遍 了 整个 直线 I 六. 当 m=2 时 , 点 六 = Xopo 十 和 十 和 opo ， 和 No 十 入 十 各 = 二 1， 
和 i > 0 束 取 遍 了 以 po,1, po 为 顶点 的 开 三 角形 . 
事实 上 , 三 角形 的 内 点 六 就 是 线段 p06 的 一 个 内 点 , 而 gd 是 线段 17 的 一 个 内 点 . 

即 , 有 

:Dp = 和 0Do 十 Ad ， 和 0 十 和 = 王 1， Xo>0, 入 >0， 

4 三 Q151 十 Qa2Dp2 ，Qal 十 az 三 1，al >0，a2 > 0. 
可 见 ， 

DP = XoDo tt Aan + G2p2) = Mopo + A1D1 十 X2Do2， 


其 中 Xi = Xaa > 0, 和 2 = Aaz > 0 , 且 和 0 + 入 十 和 2 = 1 (直接 计算 或 由 $1 习题 4). 

反之 , 如 果 P = Xopo + XiDi 十 和 opo 及 M0 十 和 十 姑 二 1 
和 >0,i=0,1,2 ,所 以 ,= Xopo+X ,其 中 = Xi+》Xa > 
0 , 和 0 二 + 入 =1 ,进而 g 二 QD 十 oPoyo = 入 /AT+TN)as = 而 
入 /( 和 A 十 入 )， 因 此 , al > 0，as > 0， al 十 a2 = | 也 就 是 
说 , 4 是 线段 1p2 的 内 点 , 而 P 是 以 po ， 广 ,Do 为 顶点 的 三 角 
形 的 一 个 内 点 (图 8). 

用 类 似 的 方式 推断 m=3 的 情形 , 我 们 就 得 到 了 四 面体 , 而 对 任意 m < n 的 情形 ， 
就 得 到 单纯 形 . 于 是 就 有 了 下 面 的 

定义 3 称 所 有 形 如 (18) 的 具有 正 的 重心 坐标 Mo, 和 1 ，:.: ，Mm 的 点 的 集合 是 
以 Po ， D1 ，:… ,Pm 为 顶点 的 m 维 开 单 纯 形 . 对 于 点 系 P0 ,D1 ，:… ,Pm 的 非 负 的 重 
心 坐 标 , 相应 地 , 称 为 是 以 po, Pl ，:… ,Pm， 为 顶点 的 闭 单纯 形 . 

定理 12 在 仿 射 自 同 构 之 下 , 任何 单纯 形 的 像 仍 然 是 个 单纯 形 ， 所 有 的 m 维 的 
单纯 形 在 份 射 几何 里 都 是 又 合 的 . 

证 明 这 差不多 就 是 显然 的 . 设 f : A A 是 个 仿 射 变换 , 它 的 线性 部 分 是 线性 
算 子 三 :V 一 V. 把 f 作用 到 和 ; > 0 的 等 式 (18) 的 两 部 分 上 , 并 利用 81 的 命题 2 中 的 i)， 
我 们 就 导出 等 式 


f(D) = Nf (Po) + A DI) + + Amf (Pm), 


这 意味 看 , f(P) 是 以 jpo) , f( 训 ) ，… ，f (Bm) 为 顶点 的 单纯 形 的 一 个 点 . 定理 的 最 
后 面 的 论断 只 是 定理 8 的 论断 稍 加 改动 而 已 . 口 


定义 4 设 (A,T) 是 个 仿 射 空间 , 说 子 集 M C A 是 凸 的 , 如 果 它 能 整个 地 包含 
它 的 任意 两 个 点 P ,9 所 形成 的 线段 DG. 

单纯 形 是 凸 集 的 一 个 重要 例子 . 明显 地 , 任意 多 个 凸 集 的 交集 仍然 是 个 凸 集 . 

定义 5 包含 一 个 给 定 的 集合 M 的 所 有 凸 集 的 交集 被 称 为 集合 M 的 凸 闭 
包 且 用 C(M) 代 表 . 
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显然 , C(M) = M 的 充 要 条 件 是 M 本 身 是 个 凸 集 . 严格 地 说 , 以 po ， 访 ，… ,pm 
为 顶点 的 mm 维 单纯 形 就 是 所 给 的 这 组 点 的 凸 闭 包 . 

命题 1 设 MM 是 个 凸 集 ,D E A .那么 

C(MU?)=Upg, gEM. 

证 明 按 定义 , 线段 bg ，4d e M 属于 每 一 个 包含 M 和 yp 的 凸 集 ， 可 见 UY 2 C 
C(M UD). 

反之 , 结论 可 以 由 Upg , de M 的 凸 性 推出 来 , 我 们 就 来 检验 这 一 点 . 

设 g1 ,加 E M ,那么 任意 点 71 € pt ，7o € pg 
对 V7 < M72 ， 我 们 可 以 指出 , 7* e pg , 其 中 g 是 M 中 的 F 
某 个 点 . 首先 ， 设 点 , 抽 ，o0 不 在 一 条 直线 上 , 那么 ， 4 
它们 属于 自己 的 仿 射 闭 包 , 2 维 平面 I = A(», 和 H， qo) ， 
我 们 有 理由 在 它 上 面 运用 普通 的 初等 几何 学 . 特别 地 ， A 4 
我 们 注意 到 , 直线 II ; 与 线段 41 0o 相交 于 某 一 点 0. 由 图 9 
于 MM 的 上 同性, 可 知 g e M (图 9). 在 这 种 情形 re pg, 这 | 
就 完全 证 明了 断言 . 如果 ,1 ，o 位 于 同一 条 直线 上 , 那么 , 可 以 简单 地 由 0 ，0e 
取 一 点 作为 gq. 品 

定理 13 ”在 有 限 个 点 的 点 系 记 ,i 二 0 ,1,… , m 的 凸 闭 包 S = CO(po ,人 ，…， 
Pm) 上 (也 就 是 在 单纯 形 上 ) 的 仿 射 线性 函数 1 必然 在 它 的 某 一 个 顶点 上 达到 极 大 值 


max f (B) = max f (pi). 


证 明 ” 当 m=0 时 , 定理 的 断言 是 平凡 的 . 然后 , 我 们 对 m > 0 用 归纳 法 . 按 归纳 
法 假定 , 可 以 认为 , 在 凸 集 M = C(po ，…. ,Pm_1) 上 函数 的 极 大 值 max f (5;) . 由 命 
题 1, 所 有 的 点 3 e 5 必然 属于 某 个 线段 pg , 9 e M , 而 且 , 这 意味 着 


SPiN 0O<A<L. 
如 果 和 大 是 函数 /六 的 线性 部 分 , 那么 ， 


f(3) = f(bm) + AF (Bmd), FPmd) = f(0) — fpm), 
所 以 ， 
1(8) = (1 — Nf (Bm) + Af(G) < max{f (Bm), f(0)} < max f (pi). - 


并 不 复杂 的 定理 13 与 线性 规划 分 支 有 密切 的 关系 , 而 线性 规划 有 实践 意义 . 
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习 题 
1. Pp 元 域 (p 是 个 素数 ) 上 仿 射 直线 的 自 同 构 群 A1(F,) 的 阶 数 为 p(p 一 1) . 问 : A1(Fs) 同 构 于 
怎样 的 群 . 
2. 如 果 欧 几 里 得 平面 上 的 一 个 固有 运动 f 满足 


Dr- 1 NN (1 1) 
人 V2 1 1 》 f(0) = 》 》 
试 给 出 了 的 几何 描述 . 

3. 试 决定 4 维 的 欧 几 里 得 点 空间 中 固有 运动 的 分 类 . 


84 市 有 指数 有 限度 量 的 空间 


1. 指数 有 限度 量 我们 已 经 约定 , 带 有 纯 量 乘积 的 空间 是 指 把 向 量 空间 Y 连同 
一 个 固定 的 二 次 型 
f(x ,X) = 2 57 


一 起 加 以 研究 对 应 于 正定 型 。 (通常 的 或 埃 尔 沙特 的 的 欧 几 里 得 空间 和 埃 尔 米 特 ( 西 ) 

空间 已 经 得 到 了 我 们 足够 详细 的 研究 . 带 有 由 一 个 不 定型 9 对 应 的 所 谓 的 指数 有 限 
的 度量 的 空 s 间 同样 也 起 重要 作用 . 正如 在 第 1 章 84 中 已 经 知道 的 , 通过 选择 空间 V 的 
适当 的 基底 (e; ), 非 退 化 二 次 型 可取 标准 形式 


q(x) 一 21 十 :十 73 — Tsp1 (1) 
(现在 认为 基础 域 是 RR ). 在 V 上 的 纯 量 乘积 就 是 
(x|y) :一 T1Y1 十 十 TsYs 一 Tes+lys+1 —*— Tnyn. 


为 了 停留 在 处 理 实数 领域 , 我 们 只 讨论 向 量 x 的 模 (长 度 ) 的 平方 |xll* = (x|x), 在 1 < 
s <n 一 1 的 时 候 , 它 可 能 是 正 的 , 也 可 能 取 负 值 . 如 果 ||xll* =0, 则 说 向 量 x 是 迷 
向 的 . 

在 与 回 量 空间 V 相伴 的 仿 射 空间 E 中 , 点 2(z1,… ,zn) 与 点 d(y1,… ,Yn) EE 之 
间 的 “距离 ”的 平方 定义 为 


2p,G) = (7) — > (yi— 7) 
”i=1 i=s+1 
仍然 把 二 次 型 (x|x) 称 为 向 量 空 间 V 上 的 度量 型 , 而 把 p?(,4) 称 为 仿 射 空间 E 
的 一 个 度量 型 . 当 1 < s < n 一 1 时 , 说 空间 E 是 个 伪 欧 几 里 得 空间 . 当 s = 1 时 , 仍然 
说 它 是 个 闵可夫 斯 基 空 间 ( 有 时 把 它 当 作 s=n 一 1 的 情形 对 待 , 这 是 非常 本 质 的 : 用 --g 
代替 9 即 可 ). 在 ”= 4 的 情形 , 闵可夫 斯 基 空 间 对 应 物理 学 上 的 时 空 连续 统 , 后 者 在 
与 狭义 相对 论 有 关 所 有 问题 中 都 起 重要 作用 . 
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2. 伪 欧 几 里 得 运动 ”依照 在 83 第 4 目 中 讲述 过 的 一 般 概 念 , 伪 欧 几 里 得 几何 由 伪 
欧 几 里 得 运动 群 决定 , 这 个 群 派生 出 一 个 平行 移动 (位 移 ) 子 群 T 和 某 个 固定 点 % € EE 
的 稳定 子 群 O(s,n 一 s) (保持 6 点 不 动 的 子 群 ). 当 s = n 时 , 有 正 交 群 O(n) = O(n,0). 
通常 情况 下 ,“ 伪 正 交 ” 群 O(s,n 一 s) 由 保持 二 次 型 (1) 的 线性 算 子 上 :Y 一 站 组 成 . 同 
样 可 以 说 , O(s,n 一 s) 是 型 v 的 自 同 构 群 . 

选取 空间 V 的 一 个 规范 基底 (e1,:… ,en) , 型 (1) 的 和 矩阵 是 


而 算 子 Fe O(s,n 一 s) 的 矩阵 FF 满足 
trF.T .Fo=1,. 


为 了 理解 这 一 点 , 只 需 回顾 一 下 二 次 型 在 一 个 给 定 的 基底 向 男 一 个 基底 转换 时 的 矩 
阵 , 在 这 里 是 向 基底 (Fe1,… , Fen) 转换 . 显然 , 就 如 同 在 正 交 群 的 情形 一 样 , det 大 = 
det 瓦 = 士 1 . 如 果 det 下 = 1 ,就 说 三 是 二 次 型 g 的 固有 自 同 构 , 而 伴 有 Df = 三 的 
仿 射 变换 f : E 一 正 则 说 成 是 固有 的 伪 欧 几 里 得 运动 . 我 们 还 要 注意 , 二 次 型 g 的 自 
同 构 下 把 迷 向 的 向 量变 成 迷 向 向 量 . 这 是 因为 q(x, Fx) = q(x,x) = 0.， 

3. 洛 伦 茨 群 正如 已 经 指出 过 的 , 带 有 符号 差 为 (1, 3) 的 非 退 化 的 对 称 和 矩阵 的 4 
维 的 实 向 量 空间 占有 特殊 地 位 . 

定义 1 和 群 O(1,3) 称 之 为 洛 伦 茨 群 并 用 工 代表 它 . 

在 这 种 情况 下 , 表达 方式 


TY = (eo, el, €2, €3) ) 
X 三 teo 十 Ziel 十 Z2e2 十 Z3e3， 


2 
xl = q(x) = -71 — 2 — 7 


是 标准 的 . 
一 种 特别 的 情形 , 2 维 空间 中 保持 度量 


(ulu) = 

的 自 同 构 作成 的 1 维 的 洛 伦 芯 群 Li 是 足够 吸引 人 的 . 群 Li 刻画 沿 一 条 直线 的 物理 运 
动 (现在 , 在 我 们 这 里 , zx 不 是 一 个 向 量 , 而 是 向 量 u = teo + zel 的 坐标 ). 显然 , 所 有 
的 迷 癌 问 量 都 与 eo + el 和 eo 一 ei 成 比例 . 所 以 , 对 于 算 子 往来 说 , 由 于 它 的 非 退 化 
性 , 它 只 有 两 种 可 能 


fF(eot+e1)= a(e0o+e1), Fl(eo —e1)= Pleo 一 el 
fF(eot+ei1)= a(eo —e1), fF(e0— ei1) = P(eo 十 el). 
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研究 这 两 种 可 能 性 中 的 一 个 , 比如 , 第 一 个 . 有 


/eo = tr ce 
I a—pB a+pb 
e€1 一 5 eo0 了 1 . 
算 子 下 的 矩阵 
a+B a—b 
-2 天 
2 2 


的 行列 式 det 玉 = a6 . 我 们 限于 固有 的 洛 伦 次 变换 的 情形 , 也 就 是 有 apB = 工 . 对 于 


坐标 变换 , 我 们 得 到 
, ca- 十 a a li—a 
tt) 2 2 | | 
x/ al—a arI+awl > 


2 2 
从 而 1 1 
Qa 十 CQ Q 一 CQ 
t= t+ 一 一 一 
2 (+ 
一 1 一 1 
; QQ-+a/a 一 0Q 
一 t . 
2 (4 ra) 
我 们 引进 表达 式 
a—a-! oa 一 1 p 
aa orl (2) 


还 有 一 个 不 至 于 引起 混淆 的 事实 : 在 我 们 这 里 , 正如 前 面 已 经 说 过 的 , v 是 个 纯 
量 , 而 不 是 向 量 . 所 研究 的 这 个 量 对 应 物理 上 的 速度 , 而 速度 都 直接 用 符号 v 代表 . 
注意 , 我 们 总 有 |v| < 1 , 从 而 , 由 关系 式 (2) 导 出 来 的 表达 式 


li-? y= 1l—w 
1+v 1+v 
a+a-! 加 1 
2 Viv 
是 有 意义 的 . 
最 后 , 我 们 得 到 
1/ 二 t— VT /二 2Z 一 (3) 


这 个 雅致 的 公式 以 把 光速 取 成 单位 1 时 的 尺度 列 出 来 的 . 在 通常 的 尺度 下 , 变换 
的 形式 是 ， 
1 二 t— vr/c 7 Z 一 1 人 (3) 


~ Vi- w/e ~ Vi-vw/e 
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它们 对 应 的 二 次 型 是 c2t2 - xz? .为 简便 计 , 我 们 将 使 用 公式 (3)， 值 得 注意 的 是 , 麦 
殉 斯 韦 电 学 方程 并 没有 改变 应 用 洛 伦 芯 和 爱 因 斯 坦 变 换 的 结果 . 数学 家 庞 加 莱 首 先 
指出 了 它 的 意义 , 然后 假定 , 所 有 物理 定律 在 洛 伦 芯 变 换 之 下 都 不 应 改变 ( 当 n=4 时 ). 
这 应 该 算是 狭义 相对 论 的 开始 . 我 们 不 停留 在 物理 解释 上 , 而 是 讨论 公式 (3) 的 进 一 
步 的 结果 . 只 要 注意 到 , 在 速度 v 接近 于 零 (与 光速 比较 , 很 小 ) 的 情况 下 , 变换 (3) 就 可 
以 采用 伽 里 略 变换 
一 二 7 一 人 

的 形式 . 但 是 , 在 一 般 情形 , 点 的 位 置 可 由 两 个 坐标 (t, z) 一 一 时 间 和 空间 来 刻画 . 我 
们 假定 (zx1,t1), (x2,t1) 具有 相同 的 1 = 二 . 在 第 一 个 (不 动 的 ) 坐 标 系 中 对 应 第 二 个 坐 
标 系 中 不 同 的 站, 龙 . 由 此 可 以 得 到 , 比如 说 , 长 度 变 换 定律 


Z1 一 VOtl 2o 一 Mt Z1 — Xo 


Vi—w Viv Viv 
反 过 来 , 当 z1 = To,ti 天 to 时 ， 我 们 就 得 到 时 间 变 换 定律 . 
如 果 f 是 个 由 参量 v 决定 的 洛 伦 蒋 变换 (3), 那么 ， 


gul ' dua 三 qv: 
我 们 来 计算 参 变 量 (速度 )v . 设 
1 上 一 V1Z ; 2Z 一 Vit 
VT VER 
1 t’ — v2 1 ZL — vot’ 
~ 1’ ~ Vi 
就 得 到 
1 一 01Z 一 UV2(Z 一 WU __t— (V1 十 Vvz)Z/(L 十 ViV2)， 
Vi Vi V1-((w w+woo)j 
这 就 意味 着 ， : 
Vi 十 v2 
1+vv’ 
这 就 是 最 简单 的 速度 复合 定律 . 
4. 真 洛 伦 茨 群 ”所 说 的 由 二 次 型 
q(x) = 7272 — 2, (4) 


对 应 的 真 洛 伦 蒋 群 . 我 们 将 在 下 面 详细 地 说 明 它 的 实质 . 对 于 1 维 情形 的 洛 伦 
茨 变换 , 我 们 已 经 得 到 了 一 个 显 形式 的 公式 (3). 一 般 地 保持 g(x) 的 变换 的 公 
式 看 起 来 相当 繁杂 . 为 此 , 我 们 选择 群 L 的 另 一 种 描述 方式 . 也 就 是 研究 所 有 


的 2 阶 埃 尔 米 特 和 矩阵 
t— Zz3 2 一 2X1 ， 
P= | ) . (5) 
Z2 十 ?21 了 十 Z3 
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构成 的 空间 . 这 里 , x = (t,x1, za Za) 是 4 维 实 空间 R4 的 向 量 . 向 量 与 埃 尔 米 特 矩 阵 
之 间 的 对 应 
Paxt+pBy 一 am 十 OF 


是 相互 单 值 的 , 而 且 是 线性 的 . 每 个 复 和 矩阵 


人 小 a6 -By=1, 
YY 0 


也 就 是 群 SL2(C) 的 每 个 元 素 提 供 一 个 埃 尔 米 特 矩 阵 空间 上 的 变换 Fa4 ， 
TaA(P.) = A.P..A*. 
容易 看 出 
{Fa(PJj* = A*P*A* ~ Ta(P.), 
(其 中 4* = 4 ) 就 是 通常 的 埃 尔 米 特 共 箔 . 因为 ， 


La(TB(Px))= ABP.B*A* = ABP.(AB)” = Tasp(P), 


所 以 ， 


Lalp=LABp, 


而 且 , 算 子 Ta 还 是 线性 的 
ra(aP. + BP,) = oarTa(P) + Bra(P,). 


有 反 过 来 注意 到 
det A. det PP : det A* = det P., 


这 是 因为 , 按 条 件 det A = det4* =1. 而 
det 已 . 王女 一 Z1 一 Z2 一 23. 


这 就 意味 着 , F4 不 改变 二 次 型 (4). 特别 地 , det Fa = 士 1 . 事实 上 , 根据 拓扑 学 的 简 
单 结 果 ( 函 数 det 的 连续 性 和 群 S72(C) 的 连通 性 ) 可 以 推出 det Fa = +1 . 我 们 可 以 
对 此 事 就 信以为真 , 尽管 不 需要 太 大 的 努力 就 可 以 证 实 这 一 点 . 

方程 式 


妃 一 2 一 2Z2 一 23 一 0 (6) 
在 R4 中 决定 了 一 个 锥 面 一 一 一 个 特殊 的 2 阶 曲面 (或 者 , 如 同 我 们 下 一 章 要 讲 的 , 二 


次 曲面 ). 在 这 个 曲面 上 , 包含 经 过 坐标 原点 且 经 过 曲面 上 任意 一 点 的 整个 直线 . 由 
条 件 t > 0 得 出 一 个 锥 面 (6) 的 所 谓 的 上 部 空 腔 . 
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其 次 , 不 等 式 


t>0, t—7x?—7z2—7rz2>0 


给 出 了 和 矩阵 PB 正定 的 充 要 条 件 , 或 者 ， 同样 的 ， 对 应 的 二 次 型 的 正定 ( 见 第 1 章 84 的 
第 8 日 ) 的 充 要 条 件 . . 
显然 , 这 些 正 定性 条 件 对 矩阵 


TA(P)=A:P..A* 


也 是 保持 不 变 的 . 这 意味 着 , 线性 算 子 Fa 不仅 保 持 锥 面 (6) 不 变 , 而 且 也 保持 它 的 上 
部 空 腔 不 变 . 

ra 的 性 质 可 以 被 概括 成 

1) FT4 是 二 次 型 (4) 的 自 同 构 ; 

2) det TA=1; 

3) Ta 保持 锥 面 (6) 的 上 部 空 5 腔 不 变 . 

定义 2 ”所 有 满足 条 件 1) 一 3) 的 及 4 -及 4 的 线性 算 子 均 被 称 为 真 洛 伦 茨 变换 ， 而 
所 有 的 这 种 变换 构成 的 群 L+ 就 被 称 为 真 洛 伦 茨 群 . 

实际 上 , 同 态 映射 T 是 个 满 同 态 ( 见 习题 3). 现在 来 计算 核 KerT. 设 , 对 任意 埃 尔 
米 特 矩阵 已 有 

P=A.P..A” 


(条 件 r4 = 2 ). 特别 地 , 当 e = (1 , 0 , 0 ,0) 时 , 我 们 有 Ps = 有 旦 44*= 忆 ,从 
而 4* = A-!. 这 样 一 来 , 就 有 
AP. = P.A. 


选取 不 同 的 无 关 的 矩阵 忆 . ,就 可 以 得 到 4 = a . 又 因为 det 4 = 1 , 所 以 a.= 土 1 
由 此 可 见 , KerT = { 土 B}. 

我 们 就 得 到 了 如 下 的 论断 | 

定理 1 在 行列 式 值 为 1 的 2 阶 复 矩阵 与 固有 的 洛 伦 英 变 换 之 间 的 对 应 T : A 
TA 是 群 SLo(C) 到 所 有 的 真 洛 伦 茨 变换 构成 的 群 L+ 的 一 个 同 态 映 射 , 每 个 真 洛 伦 
蒋 变 换 恰 由 两 个 复 和 矩阵 4 和 -4 对 应 , 它们 只 差 一 个 负 号 . 

鉴于 定理 1, 常常 把 SL2(C) 称 为 洛 伦 蒋 群 尽管 更 准确 的 说 法 应 应 该 是 它 的 
商 群 SE2(C)/{ 土 B} 才 对 . 

因为 , 按 定 义 , 二 次 型 g(x) 对 于 洛 伦 芯 变 换 是 不 变 的 ， 所 以 这 个 这 抽 把 由 方 各 


万 一 2 一 2 一 Z3 一 c， ceR. 


给 出 的 曲面 5 转化 成 自己 . 如 果 c > 0, 则 5。 是 个 双 叶 双 曲 面 , 如 果 c < 0 ， 5。 就 是 
一 个 单 叶 双 曲面 ; 最 后 , So 是 个 锥 面 (这 个 从 解析 几何 学 中 3 维 空 s 间 借用 来 的 术语 在 
下 一 章 我 们 会 频繁 地 使 用 ). 在 这 些 曲面 中 的 每 一 个 上 都 是 具有 同样 意义 的 运动 , 也 
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束 是 R* 上 的 正 交 算 子 决定 的 球面 S"-! 上 的 运动 (所 谓 运动 就 是 一 个 保持 点 之 间距 
离 的 变换 ). 
双 叶 双 曲 面 


刀 一 2 一 2 一 2 一 1 t>0 


的 上 部 空 腔 连同 在 其 上 决定 的 运动 群 L+ (或 者 SL2(C) ) 可 以 表示 成 罗 巴 切 夫 斯 基 空 
则 A3 的 模型 之 一 . 我 们 目前 不 想 在 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 的 概念 上 作 更 充分 地 停留 , 而 把 
注意 力 转 向 一 种 情况 . 我 们 只 对 那样 一 种 空间 5 的 运动 群 G 感 兴趣 , 对 任意 点 De 5, 都 
可 以 经 过 一 个 运动 ve G 变 到 任意 其 他 的 点 de 9 , .9(D) = 0 ,或 者 , 等 价 地 , 任意 
点 9 € 5S 都 相对 于 某 个 ve G 而 言 是 某 一 个 点 Po 的 像 我 们 在 83 中 已 经 注意 到 了 
在 仿 射 空间 A 上 群 Af(A) 的 传递 性 , 而 Iso(E) 在 欧 几 里 得 空间 上 的 作用 也 有 传递 性 . 
群 O(n) 作用 在 球面 5"-! c R" 上 , 显然 , 也 是 可 传递 的 (怎样 简要 地 证 明 这 些 说 法 ). 

现在 , 我 们 说 , 洛 伦 欧 群 L+ 在 A3 上 是 传递 的 . 对 于 点 x = (t, xz1 ，za ，z3 ) € 
A3, 如 同 过 去 一 样 , 我 们 把 它 和 埃 尔 米 特 和 矩阵 PP. 一 起 相提并论 ( 见 (5)). 正如 我 们 已 
经 知道 的 , 任意 一 个 这 样 的 矩阵 都 可 以 表示 成 


1 0 
P=A.A4*=A4 4 
0 1 


" 是 一 个 行列 式 为 1 的 复 矩 阵 . 这 就 意味 着 , 借助 于 运动 FA， 


的 样子 , 其 中 4 = 人 ， 


由 固定 的 矩阵 ， 可 以 得 到 PP. 


点 xo = (1， ; 0,0) 的 稳定 子 群 Lt . 可 以 作为 所 有 满足 条 件 


人 


也 就 是 44* = 的 Ts 的 集合 . 又 因为 det 4 = 1 , 所 以 , 我 们 得 到 结论 
Le 兰 97(2)/{ 士 玉 } 兰 $0(3) 


(最 后 面 的 那个 同 构 将 在 [BA 焉 ] 中 建立 . 目前 , 它 对 我 们 来 说 还 不 是 必需 的 ). 空间 A3 
的 运动 还 被 称 为 双 曲 面 旋转 . 
习 证 
1. 更 充分 地 讨论 一 下 算 子 下 Ee Li 作用 的 第 二 种 可 能 性 . 
2. 证 明 , 对 于 第 4 目 中 定义 的 线性 算 子 P4 ,行列 式 det TA 二 1. 


. 186 . 第 4 章 ” 仿 射 空间 与 欧 几 里 得 点 空间 


3. 证 明 , 同 态 映 射 
TT:SL2(C)— Lt 
实际 上 是 个 满 射 , 也 就 是 一 个 到 整个 群 L+ 上 的 映射 . 
4. 花费 一 些 时 间 阅 读 教 学 参考 书 [2?] 中 的 812， 以 加 强 自己 对 素 有 的 闵可夫 斯 基 空间 和 洛 伦 蒋 
群 的 物理 观点 . 


在 这 一 章 里 , 我 们 将 要 在 仿 射 空间 和 欧 几 里 得 空间 中 研究 读者 在 解析 几何 教程 
中 已 经 熟悉 了 的 几何 图 形 , 用 术语 来 说 就 是 曲线 , 曲面 , 等 等 . 但 是 , 在 前 一 章 的 结 
尾 , 我 们 已 经 看 到 , 突破 3 维 空间 的 限制 是 很 有 必要 的 . 高 维 空间 中 2 阶 曲面 的 彻底 分 
类 并 不 非常 复杂 : 在 我 们 的 安排 之 下 形成 了 适当 的 分 支 结构 , 尽管 直观 的 几何 想象 
能 力 大 概 会 退 居 到 次 要 地 位 . 主要 的 是 用 投影 的 观点 来 研究 几何 对 象 . 
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1. 仿 射 空间 上 的 二 次 函数 ” 设 A 是 域 &〖 上 与 向 量 空间 V 相 伴随 的 一 个 m 维 仿 射 空 
间 . 我 们 把 8 视 为 一 个 1 维 的 仿 射 空间 RR,. 例如 , 实数 集合 RR 同时 也 是 一 条 实 的 仿 射 直 
线 R。 = 民 , 1 维 的 仿 射 群 就 可 以 作用 其 上 ( 见 第 3 章 $1 和 83). 

类 似 于 双 线 性 函数 1 : V x V 一 兄 也 可 以 定义 双 仿 射 函数 ， 

定义 1 称 函 数 : A x A 一 是 双 仿 射 的 , 如 果 B$(P, 9) 在 固定 点 P 或 固定 点 4 时 ， 
它 就 是 一 个 仿 射 映射 im a E Ra (或 者 a E Ra). 称 双 仿 射 函 数 是 对 称 的 . 如 果 

我 们 不 去 证 明 这 样 一 个 事实 , 如 果 选 择 某 一 个 点 5 e A 作为 “原点 "并 设 》 = 6 二 
x,g 二 0 十 y, 那么 , 任意 双 仿 射 函 数 B 都 可 以 表达 成 

BP(0+ Xx,0+y)= (xy) 十 1(x) +l(y)+ po (1) 

的 形式 , 其 中 f 是 V 上 的 双 线 性 函数 , 而 po = @(o,0) 是 个 纯 量 . 固定 向 量 y = a 目 令 


h(0)= l(a)+wpo, Dh(x) = f(x,a) + i(x), 
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我 们 不 难 相 信 , 实际 上 的 变换 
DP=0+xm h(0+x) = h(0)+ Dh(x) 


是 仿 射 -线性 的 , 它 以 函数 Dh :TY 一 为 其 线性 部 分 . 
为 简便 起 见 , 根据 上 面 说 的 那些 充分 理由 , 我 们 可 以 把 (1) 当 作 双 仿 射 函数 的 定 
义 . 很 容易 相信 , 对 称 的 双 仿 射 消 数 鲁 可 以 写成 


BP(O+x,O+y) = f(x,y) + U(x) +l(y) + po, (2) 


它 带 有 对 称 的 双 线 性 函数 f: V xy 一 兄 线性 函数 : V 一 RR(1' = 站 以 及 一 个 纯 
量 oo = B(0,0) ER. 

定义 2 设 Q(D = EB(P, 力 , 其 中 瑟 形 如 (2), 我 们 就 称 Q : A 一 只 是 A 上 的 一 个 二 次 
函数 . 

设 g 是 V 上 的 二 次 型 : g(x) = f(x,x). 与 (2) 对 应 , 应 有 


(Oo 十 x) = q(x) 十 21(x) + po (3) 
在 A 中 取 一 个 以 6 为 原点 的 坐标 系 {0; ei1,… ,en}, 我 们 就 得 到 二 次 函数 Q 在 点 二 6 十 
X,XX 二 1el 十 … 十 znen 的 值 的 坐标 记 法 


Q(0+ XxX) -Vy Pij TiTj + 2 > PiTi 十 %20， (4) 
i,j=1 i=1 
在 这 里 , 系数 vi; 组 成 一 个 对 称 矩 阵 = (gi;;)， 比较 (3) 和 (4), 我 们 发 现 , 在 其 他 坐标 
系 之 下 也 可 以 用 同样 的 方式 来 刻画 Q(), 即 写成 次 数 < 2 的 多 项 式 形式 ， 尽管 它们 是 
男 外 的 一 些 系数 . 
设 z1,… ,zx/ 是 点 = 0' 十 x/ 在 坐标 系 {0'; ei,… ,e4} 之 下 的 坐标 . 正如 我 们 已 经 
知道 的 (参见 第 4 章 81 的 (3)), 原来 的 坐标 可 以 用 新 的 坐标 表示 出 来 


Nn 
7 四 
= > QijT; 十 bi, $= 1,:..……,n, 


这 里 4 = (os) 是 个 非 退 化 矩阵 ， 二 次 型 4 在 新 的 坐标 系 之 下 的 矩阵 是 !4 . .A( 见 
第 1 章 84 的 (5) 式 ). 特别 地 , 矩阵 的 秩 相 对 于 仿 射 变换 是 不 变 的 , 从 而 可 令 


rank @ := Tank g =7. 


2. 二 次 函数 的 中 心 点 ”现在 , 还 可 以 引进 一 个 有 用 的 概念 . 为 此 ， 我 们 研究 @ 在 
点 9 二 访 十 y 二 0 十 Xx 十 y € A 处 的 值 . 由 (3) 可 以 直接 得 出 


Q(d9) = QPD+yY) = QO0+Xx+y) = q(xX+y)+2(x+y)+ po, 
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也 就 是 
QU = QP) + aq(y) + 2 {f(x,y) + L(y)} (5) 


( 记 住 , f 是 与 g 配 极 的 双 称 的 双 线 性 型 ). 
定义 3 称 点 PE A 是 一 个 关于 二 次 函数 Q@ 的 中 心 (或 者 , 一 个 中 心 的 点 ), 如 果 


QP+yY)= QP)+ qly), Vy EV. (6) 
用 C(@) 代 表 二 次 函数 @ 的 所 有 的 中 心 的 集合 . 对 于 C(Q) 关 8 的 二 次 函数 Q, 就 称 它 


是 中 心 的 . 
比较 (5) 和 (6) 即 可 表明 , 条 件 = 6 十 x e C(Q) 可 以 写成 


f(x,y)+i(y)=0, Vy ET (7) 
特别 地 ， 当 公式 (3) 中 的 线性 函数 为 零 时 ， 零 6 就 是 中 心 的 ， 换 名 话说， 如果 坐 标 原 
点 6 是 个 中 心 点 , 那么 , Q(o 十 x) 的 表达 式 就 不 舍 z1,… ,zn 的 一 次 项 . 对 于 6 € C(@)， 
点 0 = 0 十 b 为 中 心 点 的 条 件 (7) 必 形 如 f(b,y) = 0. 这 意味 着 g(b) = f(b,b) = 0. 回 
顾 oo = Q(o), 我 们 就 由 (3) 得 到 等 式 Q(5') = Q(5). 这 样 一 来 , 就 有 z 

00 € C(Q) = Q(0) = QO. (8) 


怎样 辨认 一 个 由 公式 (3) 或 公式 (4) 给 出 的 二 次 函数 Q 是 不 是 中 心 的 呢 ? 进 一 步 ， 
如 果 它 是 中 心 的 , 又 如 何 找 出 C(Q) 呢 ? 

为 了 给 出 这 些 问题 的 答案 , 应 当 从 条 件 (7) 出 发 , 等 价 地 , 也 容易 看 出 , 可 以 从 方 
程 组 

f (es, Xj) 十 !(ei) 王 0， 71=1,2,..……,n 
出 发 . 于 是 , 对 于 中 心 点 六 一 二 0 十 x 决定 的 问 量 x = ziel 十 . se 的 坐标 就 得 到 方 
程 组 ， 
pi507 = —p i 一 1,.… ,Nn, (9) 


并 助 克 罗 内 克 - 卡 佩 利 定 理 可 以 确信 该 方程 组 的 相 容 性 . 在 方程 组 (9) 相 容 的 情况 下 ， 
集合 C(@) 或 者 是 一 个 点 (det F 关 0 情形 ), 或 者 , 由 刚刚 提 到 的 那个 定理 推出 , 它 是 
个 n 一 r 维 的 仿 射 子 空间 . 这 个 空间 的 方向 平面 0 与 线性 方程 组 


Spiz; =0, 2 一 1,.…,n, 


的 解 空 间 重 合 . 从 而 
U=FEKerg= Kerf 


(回忆 一 下 , Kerdg = {x EVif(x,y) =0,vy eV}. 
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我 们 就 证 明了 
C(Q@) 由 线性 方程 组 (9) 决 定 的 点 P = 二 0 十 x 组 成 .如果 二 0 十 XxX/ 是 一 个 中 心 点 , 那么 


C(Q)=0 +U 


刚好 是 以 U = Kerg 为 方向 平面 的 仿 射 空间 . 其 次 , C(Q) = 8 二 7 < miC(Q) 是 仿 射 
不 变 的 , 它 只 由 函数 @ 决 定 ， | 
3. 把 二 次 函数 化 成 规范 型 ”如 果 存 在 仿 射 自 同 构 g e Aff(A) 使 得 Q' = Q .9, 就 
称 A 上 的 两 个 二 次 函数 Q@ 和 Q@' 是 在 A 上 仿 射 等 价 的 . 
对 于 Q@(D) 的 最 简单 的 表达 的 愿望 , 可 以 由 下 面 的 定理 来 实现 . 
定理 2 设 Q 是 域 RR 上 的 n 维 仿 射 空间 A 上 的 一 个 秩 为 r 的 二 次 函数 . 如 果 C(Q@) 是 
个 空 集 , 当然 , 这 也 意味 着 r < n, 那么 , 借助 适当 地 选择 坐标 系 {0;e1,… ,en}, 二 次 
函数 Q@ 可 以 化 成 
Q(6+X) = aazZ4 + + Orr 十 27r+l， (10) 
其 中 ai…… ,ar 是 纯 量 ; 这 种 情况 下 , Ker q 就 是 方程 组 Yl 二.… = zr = 0 的 解 空间 (g 是 
与 @ 相 关联 的 二 次 型 ). 
如 果 Q@ 是 中 心 的 , 那么 , 选择 适当 的 中 心 点 0 为 原点 的 坐标 系 , 就 可 将 其 化 成 
Q(0+ xXx) = alz1 十 … 十 arz2 po; (11) 
在 这 种 情形 , 对 任意 点 5 Ee C(Q) 都 有 Q(6') = po. 而 且 (10) 型 和 (11) 型 的 二 次 函数 不 
证 明 定理 本 身 要 比 它 的 叙述 简单 些 . 开始 , 在 V 中 选择 一 个 对 于 二 次 型 q 的 规 
范 基 底 ( 见 第 1 章 84). 在 对 应 的 坐标 系 {0'; ei,… ,e4} 之 下 , 函数 gq 形 如 
Q(o +X) = 71 ++ orz + iri + + 2 r+ 
其 中 ai 寺 0,… ,ar 冯 0. 把 原点 移 到 0”, 导出 来 坐标 变换 是 


1  _  / / ， 
2Z1 一 2 十 Di]/ai， i=1,...,7, 


A/ / 。 
一 7X;, 2 一 了 十 1 7 


得 到 在 线性 部 分 z,.… ,zx 前 面 的 系数 均 为 零 , 所 以 
Q(6) = nzy? + re 


如 果 不 是 所 有 的 B’ 都 等 于 零 (前 面 已 设 84, #0), 那么 , 再 一 次 做 坐标 的 仿 
射 替 换 


A/ 。 
Xi 二 Ti, 2 一 上 ,7, 


/i A/ A/ Vl // 
7r+l 一 DrikTritk 十 … 十 BnTn, 十 7 /2， 
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Zr 十 2 = ZT 二 1 “Zrtk 一 ZrTK_1， 
Zr 十 Hi = TER 2 之 二 
就 把 化 成 了 如 (10) 的 形式 . 在 @ 的 另外 一 种 相反 的 情形 , 用 准确 的 表达 方式 就 获得 
如 (11) 的 形式 . 
换言之 , 我 们 可 以 认为 @ 已 经 化 成 了 如 (10) 或 者 (11) 的 形式 . 因为 q(x) = aizx? 
十 .… 十 orz 所 以 , Ker 9 是 Y 的 一 个 由 方程 组 zl; = … = zr = 0 给 出 的 n 一 + 维 的 子 空 
间 . 设 P = 6 + x 是 个 中 心 点 , 5 十 y 是 任意 点 , 那么 , 对 型 (10) 有 


QPD+Y) = QO6+X+Y) = >》 ,ori + Ys)? + 2(zrt1 + Yrt1) 


q(y) + 2>》， QiTiYi, 
i 二 1] 
而 对 型 (11) 有 
QB+Y) = QP) + q(y) + 2 > , oriy. 
i=] 
点 2 的 中 心性 条 件 (6) 需 要 对 任意 的 y e V 都 满足 , 在 刚刚 说 过 的 后 一 种 情况 下 可 归纳 
为 zl ,2zr = 0, 也 就 是 归结 为 x € Ker 4. 而 第 一 种 情形 , 由 于 存在 自 由 项 2yr+1 一 0， 
它 一 般 是 不 能 被 满足 的 , 从 而 C(Q) = 口 
推论 在 实数 域 了 上 ， 每 个 二 交感 于 适当 地 选择 A 的 坐标 系 {Tojiel,…: 
en} 都 可 以 简化 成 规范 型 
Q(O+X) 三 04 十 :十 太一 2 一 一 02 十 2zr+l， (12) 
QO+X) = T+ e+e — Tet — r+ po (13) 
而 且 是 唯一 确定 的 . z 
证 明 因为 与 8 相关 联 的 二 次 型 的 正 惯性 指数 s 以 及 秩 r 对 于 非 退 化 线性 变换 都 
是 不 变 的 ( 见 第 1 章 84 的 定理 5), 所 以 , 定理 2 就 给 出 了 所 需 的 一 切 . 口 
可 以 用 男 外 的 叙述 方式 补充 一 些 推 论 . 
A 上 两 个 二 次 函数 Q,， 8' 仿 射 等 价 , 当 且 仅 当 , 它们 具有 相同 的 秩 和 相同 的 符号 
差 , 并 且 , 或 者 它们 双双 都 是 非 中 心 的 , 或 者 同时 都 是 中 心 的 且 在 相应 的 中 心 点 上 取 
得 同一 个 值 . 
4. 欧 几 里 得 空间 上 的 二 次 水 数 ” 在 (点 的 ) 欧 几 里 得 空间 (E, V) 的 情形 , 很 自然 
地 要 人 研究 相对 于 上 自 同 构 群 Iso(E) 作 用 的 二 次 函数 的 等 价 性 . 
定义 4 称 E 上 两 个 二 次 函数 Q1, Q2 是 Iso(E) 等 价 的 , 如 果 存 在 一 个 运动 g € Iso(E) 
使 得 Q@2 = Q1 .9, 也 就 是 Q2(P) = Q1(9(D)). 
定理 3 n 维 空间 EE 上 的 任意 二 次 函数 Q 都 可 以 借助 在 EE 中 选择 适当 的 直角 坐标 
系 {0 ;el,… ,en} 简 化 成 下 列 两 种 形式 之 一 : 


Q(0+x)=Arzi++ r+po, oc€0(Q), (14) 
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Q(0+ xXx) 一 Aiz1 十 …: 十 和 XrZ2 + rr 人 > 0. (15) 


所 有 的 实数 Xi 都 不 等 于 零 , 上 述 形式 , 不 计 变 量 zi 的 变 号 顺序 , 是 唯一 确定 的 . 
证 明 设 @ = (0' 十 x) = g(x) +21(x) +Q@(o). 我 们 从 在 欧 几 里 得 向 量 空间 V 中 
选择 标准 正 交 基 (e1,… ,e) 开 始 , 让 g 在 这 个 基底 之 下 具有 规范 形式 


gy) = NR, AN#0 y= > ye 
4 一 二 4 一 工 


这 种 选择 可 由 第 3 章 83 的 定理 7 给 予 保障 .如 果 @ 是 中 心 函 数 , 那么 , 在 必要 的 情形 ， 
用 6 代替 6 (可 如 同 在 仿 射 情形 一 样 地 找到 ), 我 们 可 以 导出 表达 式 (14). 在 中 心 函数 的 
情形 , 我 们 有 


QO +y= > NR+2Y piyit+ pb. 
i=1 i=1 
先 完成 坐标 变换 (移动 原点 ) 
zi = Yi Pi/ Ni, 2 一 1,2,... ,7, 
Zi = Yi), i 二 7 十 1,.… ,Nn, 
我 们 就 可 以 得 到 | 
Q(0+ 2) = >》 Xi 十 2 > Mizi 十 210， 
2 一 上 


2 一 7 十 上 


这 里 ,， 由 于 Q 的 中 心性 , 对 于 i > 7, 不 角 所 有 的 i 都 等 于 零 ， 我 人 匀 | 入 线性 也 数 》 jiz 


2 二 7 十 1 
的 “ 模 ”: 
/= Virit+ + >0, 
从 而 可 得 坐标 变换 
Ti — Zi), 2 一 1,2,.…,7, 
- Hk HO0 
Jr 十 1 二 > 一 Zk 十 一 ， 
k=7r 二 1 H H 
n 
Ti 一 2, Qij27, “7=7++2,.… ,Nn, 
7 二 ?十 1 


它 可 以 由 (mn 一 7) x (mn 一 7) 阶 矩阵 4 


prti/p hrt2/h 1 Kn/h 
A= Qrt+2,ri+l Qr 十 2,r 十 2 °°*’ GQr+t2,n 


CQm,r 十 1 CQm,r 十 2 " Qn,n 
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来 实现 . 

因为 我 们 只 想 利用 直角 坐标 架 , 所 以 矩阵 4 需要 选择 成 正 交 和 气 阵 ， 它 的 第 一 列 
元 素 的 平方 和 为 1, 根据 假定 , 元 素 osj 可 由 我 们 安排 ， 所 以 4 是 可 以 构 作 出 来 的 ( 见 
第 1 章 $3 的 第 5 目 中 与 此 相关 的 内 容 ). 替换 之 后 , 就 有 


亿 nN 
Q(O 十 X) = >》 和 Xizt 十 20zr+l， X 二 > Tiei 
i=1 


2 二 1 


这 正 是 公式 (15) 所 要 求 的 . 

我 们 用 下 面 的 想法 来 证 明 型 (14) 和 型 (15) 的 唯一 性 .依据 关于 化 秩 为 -的 二 次 
型 q 到 主轴 上 去 的 定理 , 数值 A 是 唯一 确定 的 ， 数 po = Q(0) 与 中 心 6 的 选择 没有 关 
系 ( 见 (8)). 

剩 下 来 , 我 们 还 需要 证 明 , 常数 jy, > 0 的 选择 与 个 人 意愿 没有 关系 . 假设 在 某 个 直 
角 坐 标 系 {0 ;ei,… ,e4} 中 , 有 


Q(0 + Xx) = > NM(T2) +2pzin WW>0. 
设 F 是 V 上 的 对 称 的 线性 函数 , 对 应 的 双 线性 函数 是 了 , 与 4 配 极 ( 见 第 3 章 83 的 第 1 目 ) 


f(x,y) = (Fxly). 


它 的 矩阵 
F = diag(M1,.…: ; Ar, 0 , 0) 


在 基底 (e;) 之 下 和 在 基底 (e’) 之 下 具有 同样 的 形式 . 这 意味 着 
Im 大王 (el ,er )= (ee1,.…. ,er )， 
因此 , 由 (ei) 回 (e') 的 转换 矩阵 形 如 
2 8) 
0 BB, 
其 中 Bi1 是 r x r 阶 的 正 交 和 矩阵 ,Bs 是 个 (n 一 +) x (n 一 门 阶 的 正 交 和 矩阵. 计算 坐标 原点 
的 位 移 和 Q@ 的 表达 式 中 的 指数 > r + 1 的 坐标 的 缺 项 , 就 得 到 


> Miz = 3 Mi(21) 十 2z， 
2 一 工 4 一 工 


2HU2Zr+1l 一 20 711 一 27， veER. 


从 而 


pi tg 
7T 人 十 二 。 
pH 几 
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由 于 B 的 正 交 性 , 在 表达 式 zr+i = 》 oz 二 vo 中 应 当 满足 等 式 》 o2 = 1, 在 我 们 这 
种 情形 可 导出 关系 式 


(W/1) =1 
从 而 就 得 到 了 我 们 所 需要 的 = 风 因为 uw/ 和 4 都 是 正 的 . 口 


习 题 
1. 假定 2s 光 7 > 0, 找 出 在 n 维 的 实 仿 射 空间 上 中 心 的 二 次 函数 的 等 价 类 的 个 数 . 
2. 找 出 在 了 及 上 形 如 


zi 二 2 > ws +2 Dot 


il<i<ij&n 


的 二 次 函数 Q 的 中 心 集 C(Q@). 


82 仿 射 空间 与 欧 几 里 得 空间 中 的 二 次 曲面 

1. 二 次 曲面 的 一 般 概念 A 上 的 每 个 二 次 函数 Q@ 都 可 以 建立 一 个 与 点 So 的 空间 
图 形 的 对 应 . 这 个 图 形 被 称 为 二 次 曲面 (或 二 阶 曲 面 ( 超 曲 面 )). 它 的 定义 是 满足 方程 
式 Q(C) = 0 的 所 有 点 的 几何 位 置 (集合 ). 当 n = 2 时 , 也 称 二 次 曲面 为 圆锥 曲线 (二 阶 
曲线 ). 可 以 研究 任意 域外 的 二 次 曲面 (实际 上 ， 可 能 会 在 不 同 的 问题 上 遇 到 它们 )， 
但 是 , 最 自然 的 是 把 R 取 成 代数 封闭 域 C. 然而 , 出 于 理解 的 直观 性 (同样 也 出 于 某 些 
条 件 下 提出 的 问题 ), 我 们 限制 在 & = 及 条 件 下 . 刚 开 始 , 我 们 暂且 把 “ 零 ? 二 次 曲面 排 
除 在 研究 范围 之 外 , 这 样 会 更 方便 一 些 , “ 零 ” 二 次 曲面 就 是 没有 任何 一 点 位 于 其 上 的 
二 次 曲面 . 比方 说 , 二 次 函数 zx? + z2 二 1 就 定义 了 一 个 零 曲线 . 更 准确 地 说 : 在 将 来 ， 
总 是 假定 , 由 方程 式 Q(O) = 0 决定 的 二 次 曲面 So 是 个 非 空 集 合 , 且 


rank S59 :=7=rank =rankg>d0, 


我 们 同样 默认 , n > 2. 

定义 1 称 二 次 曲面 是 A 的 二 重子 空间 , 如 果 它 与 另 一 个 仿 射 平面 重合 . 

例如 , n 维 空间 A 上 的 方程 x? 十 … 十 x? = 0 等 价 于 方程 组 zl = 0,… ,zr = 0, 可 见 ， 
决定 了 一 个 n 一 r 维 的 子 空间 . 二 重子 空间 的 定义 与 坐标 系 没 有 关系 ， 因此 决定 So 的 
二 次 函数 & 可 以 取 成 规范 型 . 正如 在 定理 2 的 推 ; 他 中 从 的 一 样 , 任意 二 重子 空间 都 
可 以 由 前 面 研究 过 的 形 如 z? + …: + z2 = 0 的 方程 给 定 . 需要 注意 , 二 重 ( 线 性 ) 子 空 
间 zz +z3 = 0 与 二 重子 空 5 间 223 +4 十 37x2 = 0 在 3 维 空间 中 对 应 同一 条 直线- 二 = 0,7x2 = 0. 
情况 将 要 完全 改变 , 我 们 着 手 处 理 令 人 满意 得 多 的 不 同 于 二 重子 空间 的 情形 . 

定理 1( 瞧 一 性 定理 ) 如 果 二 次 曲面 9 不 是 二 重子 空间 那么, 它 的 任意 两 个 广 
程式 (在 同一 坐标 系 之 下 ) 必 然 是 成 比例 的 , 即 


oo = 5 = S09, > 2 = MQ1, AMER”*. 
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证 明 按照 条 件 , 我 们 的 二 次 曲面 由 两 个 方程 式 : Qi( 力 和 Q@Q。( 力 给 出 . 只 需 在 81 的 
公式 (12) 和 (13) 上 稍微 看 一 下 就 足以 相信 5 上 不 会 少 于 两 个 不 同 的 点 .进一步 , 一 定 
存在 六 4 € 5S, 尽管 经 过 它们 的 直线 不 一 定 整 个 地 含 在 5S 中， 事实 上 , 若 不 然 , 与 
第 4 章 $1 的 定理 4 相对 应 , 二 次 曲面 5 就 可 以 归结 为 仿 射 空间 (平面 ), 也 就 是 二 重子 空 
间 . 容易 看 出 , Inn 3 = {8, 引 是 一 个 由 两 个 点 组 成 的 集合 . 

我 们 以 上 述 的 性 质 固定 这 两 点 p, 9 € S 且 选择 为 坐标 原点 , 而 向 量 区 作为 向 量 空 
间 V 的 基底 (e1,… ,en) 的 最 后 边 的 那个 向 量 . 于 是 , Is ;就 是 由 坐标 为 (0,.… ,0, 8) 的 
点 组 成 . 而 点 的 坐标 是 (0,… ,0,0), 点 6 的 坐标 就 是 (0,……. , 0, 1). 

再 把 @i 按 坐标 z, 的 降 寡 写 出 来 


CI1(D 十 式 ) 一 672 十 9(Z1)…: , Tn—1)Tn +h(z1,.…: , Tn—1). 


这 里 ,，g 是 一 次 多 项 式 , 而 h 是 z1,… ,zn_1 的 二 次 多 项 式 (g 和 h 都 不 一 定 是 线性 多 项 
式 ). 由 于 I1;s 与 S$ 相 交 于 不 同 的 两 个 点 , 这 意味 着 三 项 式 


6z2 + g(0)zn + h(0) 


有 两 个 不 同 的 实 根 , 也 就 是 g(0)? - 45h(0) > 0( 事 实 上 , 6 #0, g(0) 0, h(0) = 0). 
对 5 略 作 改动 , 从 一 开始 , 我 们 就 可 以 假定 5 = 1. 同样 的 事实 对 Qs 也 成 立 , 所 以 ， 


Qi(D + XX) 一 72 十 0i(Z1， ) Tn—1)Tn 十 Ai(Zl， 四 ) Zn 一) ?2 一 1,2, 
而 且 A1(0) > 0, A2(0) > 0, 其 中 
Ai(zZ1…… ,Tn_1) = gi(X1,:.* ,Tn_1)* 一 4hi(T1,..* ,Tn-1), 2 一 1,2, 


是 Qi 关于 变量 zn 的 判别 多 项 式 , 系数 在 R(x1,… ,zn_1) 中 . 
按照 我 们 规定 的 任务 , 需要 证 明 , 9。 = Q1. 我 们 任意 选择 1,… , 和 n_1 e 及 后 将 
其 固定 , 再 来 研究 A 中 的 平面 


ZX1 二 tAi, “Xn-l 二 tAMn-1, t € RR. (1) 
那么 , 对 于 
X 王 tAliel 十 … 十 tn len-1l 十 Znen 
将 会 有 
QiP+X) = 27+ %i(t)rn + hi(t), (2) 
其 中 - 
Gi(t) 一 gi(tA1, “， ,tAn—1), hi(t) 一 hi(tA1, .…， ,tAn 1)， (3) 


同样 地 , 我 们 设 
Ai(t) = 5i(t)? — 4hi(t), i = 1,2. 
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按 条 件 , A1(0) > 0, A2(0) > 0. 从 而 可 以 找到 e > 0, 使 得 , 当 |t| < = 时 , 不等式- 
A1(t) > 0， A,(t) >0 


得 到 满足 . 换 一 种 说 法 就 是 对 任意 上 < s, 多 项 式 (2) 都 有 两 个 不 同 的 实 根 . 但 是 , 根 
据 条 件 , 这 些 多 项 式 的 根 的 集合 对 固定 的 t 都 是 重合 的 一 一 它 就 是 5 与 子 空间 (1) 的 交 
集 . 刚好 二 次 标准 多 项 式 有 唯一 的 一 个 根 . 所 以 , 它们 的 系数 是 重合 的 


页 从 = 区 h(t)=ho(t), lt<e. (4) 


但 是 , 有 无 穷 多 个 te 及 | < a, 从 而 , 对 所 有 的 t, 等 式 (4) 都 成 立 . 特别 地 , 当 t = 1 时 
可 把 (4) 写 成 多 项 式 函数 形式 


0O1(A1 , An—1) = g2(A1,.… , An—1), 
hi(M, ,Mn 1) = ho(M1, ，Xn 1). 


由 [BA TIT] 我 们 知道 , 两 个 次 数 都 为 mm 的 多 项 式 函 数 户 : 入 号 (和 ), 只 要 在 k > 
m 十 1 个 不 同 的 和 处 相等 , 那么 , 作为 多 项 式 ,它们 就 是 相同 的 . 即 户 (X) = fo(X). 
推广 到 现在 的 多 元 多 项 式 情形 , 下列 断言 成 立 ( 见 [BAT ] 第 6 章 81 的 习题 2). 如 
果 多 项 式 有 (Xi,… ,Xn_1) 和 fo(Xi,… ,Xn_1) 决 定 相 同 的 多 项 式 阴 数 R" 一 了 R， 
那么 , 它们 是 相同 的 , 即 它 们 的 系数 对 应 相等 . 要 证 明 这 个 断言 , 只 要 把 多 项 
式 按 某 一 个 变量 的 需 改 与 , 然后 对 n 用 归纳 法 . 

利用 这 个 论断 , 我 们 可 由 (5) 推 出 等 式 


(5) 


91(Z1， 机 , Tn—1) 一 02(2Z1， 0 , Tn_1), 


Pi(Z1 ,Zn 1) = ho(71,.** ,Tn-1), 


这 说 明 , Qi = Q>. 口 

2. 二 次 曲面 的 中 心 ” 可 以 直接 看 出 来 , 图 10 上 
描述 的 二 次 曲面 相对 于 坐标 原点 是 对 称 的 . 更 一 般 
的 几何 图 形 反 映 出 

定义 2 称 点 0 为 仿 射 空间 A 中 的 二 次 曲面 5 的 
中 心 (或 对 称 中 心 ), 如 果 对 任意 点 0 十 X, 点 0 一 XxX 总 
是 和 它 一 起 同时 属于 So. 称 二 次 曲面 9 是 有 中 心 的 ， 
如 果 它 有 一 个 中 心 ; 如 果 S5S 没 有 中 心 , 就 说 它 是 无 中 
心 的 . 

假设 中 心 在 点 5 的 有 中 心 的 二 次 曲面 5 不 是 一 
个 二 重子 空间 . 再 设 


Q(O 十 x) = q(x)+2l(x)+ée0=0 
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是 它 的 方程 式 . 由 5 的 中 心性 , 二 次 函数 Q1(6 + x) := Q(6 - x) 确定 了 同样 的 二 次 曲 
面 9: 
Qi1(0+ x) = q(x) 一 21(x) + e0 =0. 


根据 定理 1, 应 有 成 比例 的 性 质 
Q1= A MER, 


又 因为 g 关 0, 所 以 , 这 里 只 能 有 和 = 1 且 1 = 0 时 才能 成 立 ， 但 是 , 由 第 2 目 , 我 们 已 
经 知道 1 = 0 正 是 点 6 对 于 @ 的 中 心性 条 件 . 我 们 就 推导 出 了 这 样 的 结论 , 二 次 曲面 (不 
是 二 重子 空间 ) 的 中 心 与 给 出 这 个 二 次 曲面 的 二 次 函数 @ 中 心 是 重合 的 . 对 称 的 二 次 
曲面 9o 的 中 心 的 集合 C(So) 与 相对 于 二 次 函数 @ 的 中 心 点 的 集合 C(Q) 是 重合 的 ， 而 
且 ( 当 非 空 时 ) 是 个 仿 射 子 空间 ($1 的 定理 1). 我 们 已 经 研究 过 它 在 任意 坐标 系 下 描述 
方式 , 所 以 任意 二 次 曲面 5 的 中 心性 问题 都 可 以 获得 有 效 解决 . 

3. 仿 射 空间 中 的 二 次 曲面 的 规范 型 (典范 型 ) 下 面 的 定理 是 基本 的 

定理 2 ”在 m” 维 实 的 仿 射 空间 中 二 次 曲面 的 方程 式 经 仿 射 自 同 构 变 换 可 以 化 成 ， 
而 且 仅 能 化 成 下 列 标准 型 之 一 . 

在 坐标 原点 处 具有 对 称 中 心 的 可 中 心 化 的 二 次 曲面 情形 穷尽 以 下 类 型 : 


Tor 014 十 十 2 — X31 z=1, 0<s<7,; 


Tx1+ 二 22 一 X21 一.… 一 22=0, r/2<s<r. 
无 中 心 的 二 次 曲面 情形 , 穷尽 以 下 类 型 : 
Tlsr :21 十 十 22 — X341 一 :一 22 一 一 27r1 r/2<s<r. 


证 明 几乎 就 是 显然 的 : 只 要 利用 $1 定理 2 的 推论 并 注意 到 对 任意 M 关 0 都 
有 SxQ = SQ. 这 就 给 出 了 , 在 81 的 表达 式 (13) 中 用 -1 替代 po( 如 果 它 不 等 于 零 ) 的 
可 能 性 . 在 Fr 中 条 件 s > 0 排除 了 零 二 次 曲面 情形 . 在 用 中 等 式 s = 7 对 应 二 重 
子 空间 . 口 
定义 3 称 有 mn 型 的 二 次 曲面 为 椭 球 面 ， 称 Ts 型 s < n 为 双 曲 面 , TI_1,n_1 型 为 
椭圆 抛物 面 , 而 TTsn -1 型 为 双 曲 抛物 面 , 所 有 这 些 曲 面 都 是 非 退化 的 ， 
当 r < n 时 , 天 -型 和 居 ,型 以 及 r <n 一 1 时 的 17 型 都 被 称 之 为 柱 面 ， 而 将 ,型 
称 为 锥 面 . 把 锥 面 和 柱 面 合 起 来 称 为 退化 的 二 次 曲面 . 
锥 面 (图 11) 可 以 作为 这 样 一 种 二 次 曲面 5 用 不 变 的 方式 加 以 刻画 , 即 S 上 有 一 点 0， 
它 具 有 性 质 
0O+XESO+MxXES, VA ER. (6) 


. 198 . 第 5 章 二 次 曲面 


图 11 
在 这 种 情形 , 点 5 可 称 为 是 锥 面 的 项 点 ( 它 自动 地 成 为 对 称 中 心 ), 而 这 些 直线 6 二 
Xx 就 都 被 称 之 为 锥 面 的 母线 . 只 有 I' ,型 的 二 次 曲面 具有 锥 面 性 质 (6)( 在 已 给 定 的 情 
形 , 锥 面 的 顶点 就 是 坐标 原点 ) 
柱 面 3 则 可 以 作为 这 样 的 二 次 曲面 (图 12) 加 以 刻画 , 即 有 向 量 u z 0, 使 得 


DPES=>Dp+AuES vA €R. (7) 


图 12 


换 句 话说 , 沿 着 u 的 平移 t 把 柱 面 5 变 成 自己 : tu.(5) = S. 因为 ty ty 一 如 Hu， 
所 以 , 具有 性 质 (7) 的 所 有 问 量 构成 一 个 向 量子 空间 UV C V. 形 如 十 U, De 5 的 平面 
被 称 为 是 柱 面 5 的 母线 . 如 果 V = U@W, ge 5, 那么 , 每 个 母线 ;十 U 与 平面 4 十 W 相 
交 于 唯一 一 点 7 (起 = u+w u E Uw € W, 从 而 十 4 = 二 9 一 Ww = 人 四 . 所 以 , 子 空 
间 U Cc V 与 柱 面 $ 的 二 次 曲面 

S =SN(g+W) 


是 唯一 确定 的 . 称 二 次 曲面 99 是 柱 面 5 的 底面 . 
如 果 六 = 0 十 x € So 日 +aue 5o, 也 就 是 Q) = 0 且 @G + au) = 0, 那么 ， 
由 $1 的 关系 式 (5), 我 们 有 


d(au) + 2{f(x,au) + l(au)} = 0. 
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ogq(u) +2a{f(x,u) +i(u)} = 0， va E R, 
从 而 有 
qW=0, f(x,u)+il(u)=0. (8) 
设 u EU 且 


V=U@W, W = (el ,em,) U = (em+1,** ,en). 
那么 , 由 关系 式 (8) 可 以 得 到 , 在 表达 式 


Q(0+ xX) = 2 上 22 十 po 


中 ypiy 和 所 有 j > m 的 pj 都 等 于 零 . 可 见 , 在 二 次 曲面 的 标准 方程 中 没有 子 空间 U 中 
基底 向 量 对 应 的 坐标 . 这 就 得 到 如 下 的 结论 : 

如 果 r = rank Q@， 那么 Sg 是 个 柱 面 台 在 可 中 心 化 的 二 次 曲面 情形 7 < n, 在 不 
可 中 心 化 的 情形 r < n 一 1. 其次, dim U = n 一 r 或 相应 地 n 一 r+ 一 1, 而 柱 面 So 的 
底面 59 是 个 非 退 化 的 二 次 曲面 ， 或 者 是 个 r 维 的 仿 射 空间 的 锥 面 (可 中 心 化 的 二 次 曲 
面 ), 或 者 是 7 十 1 维 的 仿 射 空间 锥 面 (不 可 中 心 化 的 二 次 曲面 ). 

定义 4 根据 柱 面 的 底面 的 情况 分 别称 之 为 椭圆 的 ， 双 曲 的 或 抛物 的 同样 ,可 
尺 讨论 二 次 曲面 5950 上 的 中 心 . 

应 该 注意 到 , 可 以 这 样 来 区 分 锥 面 和 柱 面 , 看 它们 的 顶点 是 有 限 点 还 是 无 
穷 远 点 . 

4. 二 次 曲面 的 类 型 ”我 们 称 r = rank 9 是 二 次 函数 & 以 及 其 对 应 的 二 次 曲面 So 的 
秩 , 其 中 % 是 与 Q 相 关联 的 二 次 型 . 人 们 常常 称 这 个 数 是 二 次 曲面 Se 的 小 秩 , 还 可 以 
引进 一 个 大 秩 与 "并 列 在 一 起 .为 了 给 出 这 个 定义 , 依照 二 次 曲面 在 任意 一 个 坐标 
系 {0; el …… ,en} 之 下 的 一 般 方程 式 


Co 十 Xi) -Vy Pij TiTi +2 > ii 十 0 三 0 (9) 
,7 二 1 ?一 工 


可 以 构造 出 两 个 矩阵 , 即 二 次 型 q 的 矩阵 FF = (wijy) 和 加 边 矩 阵 


(P11 (Pin Pl 
5 ss 
pnl pnn Pn 
Pl “°° Pn PO 


于 是 , 按 定 义 ,r = rank f, 而 ?= rank F. 为 方便 起 见 , 我 们 设 


Pint1l = Pntli:= Pi, = 1,2,..,n; On+ln+l := 90， 
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从 而 , FF = (oz)?+1 且 F 就 是 二 次 型 6 
n 二 +l 
d(x) = QO6+xX) = >》 girir; 
i,j=1 
的 秩 . 
可 以 认为 zn+l = 1.， 坚持 这 些 假定 再 由 {0;，e1,… , en} 向 新 的 坐标 架 {0';e@',…， 
e4} 做 形式 的 转换 , 我 们 得 到 


/ / / 
T1 = Q117T1 二 二 QinTn TT Q1,nt+1lTn+l1) 
— / / / 
Tn = Qn1T1 二 QnnTn + Qn,nt+liTn+1) 


__/ 
Tnt+l 一 Xn+1 


(zn+1 = X441 = 1). 转换 矩阵 (aij)? 当然 是 非 退 化 的 . 显然 ， 在 新 的 坐标 之 下 ， 二 次 
型 4 的 矩阵 转化 为 
F'= A.F.Ah. 


因为 det 4 关 0, 所 以 ?是 相对 于 仿 射 变换 的 一 个 不 变量 ,而 且 , 特别 地 , ?很 容易 按 着 
二 次 曲面 Se 在 其 标准 形式 下 的 方程 式 计 算出 来 ， 我们 看 到 , 二 次 曲面 Se 是 退化 的 ， 
也 就 是 说 , 如 果 F < n 十 1, 或 者 , 同样 的 , 如 果 det F = 0, 则 So 必 为 锥 面 或 者 柱 面 . 

前 面 我 们 对 于 小 秩 r 的 仿 射 不 变性 已 经 加 以 关注 . 标准 方程 式 中 以 土 1 为 系数 的 
平方 项 的 个 数 由 特征 多 项 式 xp(t) 的 正 根 和 负 根 的 个 数 决定 , 二 次 曲面 的 中 心性 可 由 
条 件 det 已 夭 0 推 导出 来 . 如 果 det = 0, 那么 , 或 者 没有 中 心 (rank F < rank F), 或 
者 有 无 穷 多 个 (rank F = rank F), 后 者 对 应 柱 面 二 次 曲面 的 情形 . 换言之 , 二 次 曲 
面 的 标准 形式 可 以 完全 刻画 出 来 而 不 需要 把 它 的 方程 式 Q(D) = 0 地 简化 成 标准 
我 们 再 引进 一 些 在 研究 二 次 曲面 时 以 极其 自然 的 方式 产生 的 概念 . 假如 想 找 出 
二 次 曲面 (9) 与 经 过 点 Po = (x9,… , 7x0) 的 直线 


zi = 2? + oit, i = 1,2,...,n (10) 


的 交集 . 把 (10) 代 入 (9), 我 们 得 到 一 个 关于 t 的 二 次 方程 式 
QV +2QWt + Q2 = 0, (11) 
它 的 系数 是 
QQ = gq(o), 
QD = 2 Qilbo)o, Ci) = 53 = 和 PijTi 十 pi 


QQ = Q(po). 
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这 里 的 a = (aa，…… ,Qn) 是 直线 (10) 的 一 个 方向 向 量 , 而 zl,… ,zn 是 流动 (当前 ) 点 5 
的 坐标 . 

定义 5 如 果 g(a) 二 0， 就 称 向 量 a 一 (Q1) “*， , Qin) 是 对 于 二 次 曲 面 9o 的 一 个 渐 近 

向 量 . 方程 式 
q(a) =0 
就 给 出 了 所 谓 的 二 次 曲面 So 的 渐 近 方向 的 锥 面 . 

如 果 直 线 (10) 不 是 一 个 渐 近 方向 , 即 q(a) 关 0, 那么 , 有 两 个 根 ( 可 能 是 复 共 斩 的 )， 
它们 对 应 直线 和 二 次 曲面 的 一 对 交点 (可 能 是 虚 的 )， 渐 近 方 向 直线 , 或 者 与 二 次 曲 
面 不 相交 , 或 者 相交 于 一 点 , 或 者 , 最 后 , 它 完全 包含 在 So 中 (在 最 后 一 种 情形 ， 直 
线 (3) 是 二 次 曲面 So 的 直 纹 母线 )， 

假设 po = (x3,… , 双 ) 是 二 次 曲面 的 一 个 点 ， 也 就 是 8 = Q(po) = 0， 如 
采 对 于 ; = 1,… ,n 都 有 Qi(Po) = 0, 则 称 zo 是 二 次 曲面 $6 的 一 个 奇 点 ， 奇 点 的 坐 
标 x9,.… , x0 可 由 方程 组 


>》 piri + pi=0, $= 1,2,..……,n, >》 pirzi;+ po=0 
J=1 j=1 
得 出 来 . 
显然 , 奇 点 只 能 在 退化 的 二 次 曲面 中 出 现 , 而 且 , 当 F = ”时 , 至 多 只 能 存在 一 个 
奇 点 . 在 一 般 情形 , 奇 点 在 一 个 n 一 7 维 的 平面 上 . 方程 式 


2 Qi(Po) (zi — 72i)=0 


给 出 二 次 曲面 So 在 它 的 非 奇 异 点 的 切 平面 . 

5. 欧 几 里 得 空间 中 的 二 次 曲面 ” 设 E 是 个 n 维 的 欧 几 里 得 空间 . V 是 与 其 相关 
联 的 R 上 的 向 量 空间 .如同 在 一 般 的 仿 射 空间 一 样 ， 用 方程 9(p) = 0 可 给 定 二 次 曲 
面 So CE. 

81 中 关于 下 上 二 次 函数 的 Iso( 卫 )- 等 价 性 的 定理 3 的 一 个 显而易见 的 套用 是 
“定理 3 在 n 维 欧 几 里 得 空间 下 中 , 二 次 曲面 的 方程 式 通过 选择 直角 坐标 系 {6; 
e1, .… ,en} 可 以 化 成 一 个 而 且 只 能 是 一 个 标准 型 . 也 就 是 说 , 以 坐标 原点 0 为 对 称 中 
心 的 可 中 心 化 的 二 次 曲面 , 穷尽 形式 


2 

TX 必 s 二 1 TX 

下 十 … 十 到 一 于 一 .… 一 二 1， 0<s<r”, (12) 
Q&Q1 Cs Qs+1 C7 

2 2 2 2 

7 7 Ts41 7 人 

坊 十 … 十 党 一 一 一 . 五 三 0， 可 <5<7 (13) 
Q1 Us Qst+1 Qr 


而 不 可 中 心 化 的 二 次 曲面 穷尽 形式 


2 2 2 
也 人 3 1 ZT 
污 十 十 入 一 玉生 一 … 一 了 十 22r+1 二 0， 
Q1 ds Qsr1 dr. 
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( 零 二 次 曲面 和 二 重子 空间 除外 ). 
应 当 把 定理 3 的 叙述 加 以 补充 , 描述 一 下 量 a;. 在 情形 (12): 


I>0, i=1,...,r, (127) 


其 中 0 了 po = Q(o), 而 … ,和 是 对 称 和 矩阵 忆 = (92iz) 的 特征 根 ( 固 有 值 ). 总 可 以 选 
择 变 元 zi 的 标号 顺序 使 得 表达 式 


Q(0+X) = Azf + + Arr? + po 
对 于 量 和 i;, po 满足 不 等 式 


Al10 < 0, “… AsPpo < 0; Ai0 > 0, 2 > 3. 
在 情形 (13), 可 以 令 
1 
1 一 一 一 一 )》 一 1,2,.… ,7, 13’ 
a Ey >0 1 一 工 2 7 (13) 
同时 , 显然 . 把 必要 性 情形 方程 式 的 两 端 均 乘 以 -1, 就 总 能 满足 条 件 s > r/2. 
在 情形 (14), 我 们 可 以 认为 


Al1UH>0， As1>0 Mn <0, i>s, 
所 以 ， 
~ >0,， i=1,... 7. (147) 
非 退化 的 二 次 曲面 的 仿 射 名 称 : 椭 球 面 ((12),s = n, 图 13), 双 曲 面 ((12), 0 < 
s <7 = mw 图 14, 图 15), 椭圆 抛物 面 ((14), s = n -1, 图 16), 双 曲 抛物 面 ((14), 0 < 
s <7 二 n 一 1, 图 17) 都 可 以 照搬 到 欧 几 里 得 二 次 曲面 上 来 , 可 是 , 出 现 了 连续 不 
变量 ( 参 变量 ) 一 一 所 说 的 半 轴 a;. 它们 的 Iso(E)- 不 变性 是 在 $1 的 定理 3 中 构建 的 量 和 ， 
wo， HK 的 Iso(E)- 不 变性 的 推论 . 例如 , 用 仿 射 的 观点 看 , 给 定 了 n, 所 有 的 椭 球 面 都 等 
价 于 单位 球面 . 从 欧 几 里 得 空间 的 观点 来 看 ,甚至 球面 也 有 自己 的 不 变量 ， 就 是 半 
径 尺 = al =… = an( 具 有 相等 的 半 轴 的 椭 球 ). 以 al > az > … > an > 0 为 半 轴 的 椭 
球 , 显然 , 可 以 认为 内 切 于 以 ai 为 半径 的 球面 , 因为 中 心 到 椭 球 上 点 (x1,… ,zn) 的 路 
离 等 于 Vx? 十 … 十 x2, 而 且 


Qi 二 


也 就 是 zf 十 … 十 菩 < a3, 而 且 在 点 (a1, 0, … , 0) 处 达到 相等 . 类 似 地 , 以 ax 为 半径 
的 球面 内 切 于 这 个 椭 球 面 . 
在 双 曲 面 情形 , 半 轴 o。++， … ，on 被 称 为 极 小 半 轴 . 这 个 术语 表达 这 样 的 事实 ， 


行 的 几何 学 方法 , 更 有 利于 在 高 维 图 形 中 给 出 具有 直观 性 的 元 素 , 
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用 超 平 面 z;= 常 数 < a; 截 取 椭 球面 , 就 在 n 一 1 维 空间 中 又 给 出 了 一 个 椭 球 面 . 而 
双 曲 面 的 截面 的 差别 可 以 说 是 五 花 八 门 的 ， 当 nm = 2 时 , 双 曲 线 z?/a? - z3/a3 = 1 
当 n = 3 时 , 双 叶 双 曲 面 和 单 叶 双 曲面 
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我 们 可 以 把 它们 表达 在 平面 图 上 (图 14, 图 15). 
当 n = 4 的 时 候 , 三 种 不 同类 型 的 双 曲 面 借助 截取 可 得 到 双 曲 面 和 椭 球 面 . 比如 ， 
在 相对 论 中 经 常 遇 到 的 双 叶 双 曲 面 


rT? 22 3 3 
12 12 2 3， 


面 x;== 常 数 ， ?2 > 1 的 截 口 通常 是 个 双 叶 双 曲 面 ， 而 超 平面 z1= 常 数 ， |z1| 之 QT 的 截 口 给 
出 一 个 椭 球 面 . 有 多 种 类 型 的 抛物 面 , 我 们 既 不 停 下 来 分 析 抛 物 面 , 也 不 分 析 圆 锥 和 
圆柱 (椭圆 的 , 双 曲 的 和 抛物 的 ). 


习 题 

1. 证 明 , 在 民 上 的 3 维 仿 射 空间 A 中 , 任意 二 次 曲面 都 可 以 在 适当 的 坐标 系 下 , 由 下 列 的 方程 
式 之 一 给 出 来 : 

(1) zi 十 2Z2 十 Z3 = 1; 

(2) z1 十 Z2 一 Z3 一 1 

(3) z1 十 z2 一 z3 一 一 1; 

(4) z1 — £2 = 273; 

(5) z1 十 z2 = 273; 

(6) zi 十 z2 十 Z3 一 一 1; 

(7) z+ 十 z2 一 z3 一 0; 

(8) zi 十 z2 十 z3 一 0; 

(9) zi 十 z2 = 一 1; 

(10) zi 十 z2 = 1; 

(11) zi = 272:; 

(12) zf 一 za = 1; 

(13) zt — x2 = 0: 

(14) zf —1=0; 

(15) z1 十 z2 = 0; 

(16) zi1+1=0; 


(17) zt = 0. 
2. 设 S 是 欧 几 里 得 点 空间 EE 的 一 个 二 次 曲面 . 如 果 在 直角 坐标 架 {0; e1,.…… , en} 之 下 它 的 方 
程式 是 


Nz 十 2 》 Hazi 十 po = 0， 
i=1 i=1 


那么 , 就 可 以 讨论 二 次 曲面 5 的 主 方向 标 架 ( 回 忆 一 下 二 次 型 的 “主轴 ”). 试 找 出 二 次 曲面 
(1) 2z2 十 内 一 3z2 十 12zy 十 4zz 十 8yz 十 18 = 0; 
(2) 6z“ 十 5 十 722 十 4zy 一 4zz 一 8z 一 10y 二 14z 一 6=0 

的 主 方 向 . 


833 射影 空间 . 205 . 


3. 实 二 次 型 q(x) 极 值 问 题 中 , 习题 3.3.8 可 以 给 出 本 质 的 几何 意义 . 我 们 回忆 一 下 , 当 ||v|| = 

1 时 , 值 q(v) 的 意义 , 或 者 g(v) /vl| 的 意义 . 就 可 以 验证 
mex a(v) = min lv 人 

( 当 交 换 min 和 max 位 置 时 , 可 得 类 似 的 结果 ). 比方 说 , 设 n 二 2 且 g(v) = az 十 26zy 十 7 内 二 1 是 
个 椭圆 方程 式 . 如 果 入 i;, i 二 1, 2 是 特征 多 项 式 和 2 一 (a 十 Y) 和 十 (ay 一 BB) = 0 的 根 , 且 (zi, Yi) 对 
应 实 的 极 值 点 ， 那 么 , 23 十 包 = 1/Xi, 也 就 是 说 , 其 中 一 个 根 对 应 坐标 原点 到 椭圆 的 最 小 距离 的 
平方 (第 二 个 根 对 应 最 大 距离 的 平方 ). 同时 , 可 以 得 到 椭圆 主轴 ( 主 方向 ) 的 正 交 性 以 及 关于 椭圆 面 
积 的 公式 7 / Vay 一 .5 (说 明理 由 !). 

4. 变量 t 取 怎样 的 值 时 , 二 次 曲面 

2 十 Z2 十 73 十 2tzirz2 十 2tlzlz3 十 21Zo2zas 一 全 王 0 

是 个 椭圆 面 . 

5. 找 出 二 次 曲面 

2Z3 十 5z2 十 Z3 十 2zlza 十 2z27z3 十 6z173 一 27c1 十 6r2 十 273 三 0 

和 平面 271 一 x2 十 Za 三 0 相交 的 曲线 的 仿 射 类 型 . 

6. 什么 时 候 两 个 双 曲 面 有 共同 的 渐 近 顶点 . 

7. 莫斯科 的 舒 赫 夫 塔楼 令 人 想起 何 种 二 次 曲面 ? 
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射影 几何 的 发 展 , 特别 是 在 19 世 纪 的 上 半 叶 ， 对 整个 数学 都 产生 了 本 质 上 的 影 
响 . 我 们 将 只 涉及 与 它 有 关 的 不 太 多 的 事实 , 可 以 参阅 教学 参考 书 [2] 或 专门 的 文献 
加 以 补充 . 

1. 射影 平面 的 模型 ”在 域 R 的 仿 射 平面 上 , 任意 两 点 均 可 位 于 唯一 的 一 条 直线 
上 , 而 任意 两 条 不 平行 的 直线 必 相 交 于 一 点 

让 我 们 回想 一 下 在 解析 几何 中 射影 平面 P? = f?2 的 构造 , 在 它 上 面 

i) 任意 两 个 不 同 的 点 必然 位 于 唯一 的 一 条 直线 上 ; 

i) 任意 两 条 不 相同 的 直线 必 相 交 于 一 点 . 

为 了 构造 P?, 我 们 从 域 A 上 任意 一 个 3 维 向 量 空间 7 开始 , 且 定 义 了 = P(V), 认为 
点 pe P(V) 是 V 的 1 维 子 空间 (直线 ), 而 直线 L Cc P(V) 是 V 的 2 维 子 空间 . 如 果 仿 射 子 

空间 p 被 包含 在 中 , 那么 , 点 bp 就 位 于 射影 直线 L 上 (或 者 与 L 关 联 )， 关 联 性 i) 显 然 是 

满足 的 : 如 果 p 六 g 都 是 点 , 那么 , 它们 在 V 中 就 是 不 同 的 直线 , 它们 的 和 必然 是 个 2 维 
子 空间 L, 也 就 是 P(V) 的 一 条 直线 . 其 次 , 两 条 不 同 的 射影 直线 L 和 MM 本 来 在 V 中 就 是 
不 同 的 2 维 子 空间 , 所 以 它们 在 V 中 的 和 L + M 就 应 该 是 整个 空间 V， 进 而 , 由 第 一 
章 82 的 公式 (7), 我 们 有 


dim(LNM)= dmL+dimM—dim(L+M)=2+2-3=1. 


这 意味 着 ,，L Nn M 是 个 1 维 的 仿 射 子 空间 ,也 就 是 有 唯一 的 一 点 p < P(V), 射影 直 
线 L 和 MM 相交 于 p. 关联 性 让 可 以 用 同样 的 办 法 被 满足 . 
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根据 上 面 的 氢 述 , 可 以 导出 射影 平面 的 一 种 实现 方式 , 为 了 接近 它 , 我 们 索性 将 
其 称 为 仿 射 空间 的 束 . 我 们 用 下 面 的 模型 来 获得 射影 平面 刻画 的 已 知 的 直观 性 . 
议 呈 = 及 是 实数 域 . 在 欧 几 里 得 空间 E = R3 中 选取 2 维 球面 


S72:72+ 2 =1. 


经 过 R5 的 原点 6 的 每 条 直线 和 单位 球面 两 个 径 对 点 , 而 每 个 包含 原点 6 的 平面 与 球面 
相交 都 得 一 个 大 圆 . 

在 射影 空间 RP? 中 , 可 以 选择 径 对 点 对 (t,t) 为 点 (图 18), 而 选择 S2 上 的 大 圆 为 直 
线 , 当 大 圆周 与 直线 相交 于 t 和 t' 时 , 就 认为 p = (t, 妇 属于 L. 完全 是 显然 的 , 两 个 不 
同 的 大 圆周 只 能 相交 于 一 个 径 对 点 对 (t,t). 关联 性 i) 和 i) 都 得 到 了 满足 . 

可 以 把 我 们 的 研究 限制 在 下 半球 面 52 上 , 它 由 所 有 满足 xz? 二奶 十 z?2 = 1,z < 0 的 
点 (zy z) 组 成 (图 19). 它 的 界面 就 是 满足 方程 式 z2 + = 1 且 z = 0 的 赤道 S1 C 52. 
球面 52 的 径 对 点 对 中 至 少 有 一 个 点 属于 52, 而 且 只 有 它们 是 赤道 S1 的 径 对 点 才能 使 
点 对 的 两 个 点 同时 属于 352. 换言之 , 点 p e RP? 是 本 球面 52 的 一 个 点 , 前 提 条 件 是 把 
赤道 上 的 径 对 点 对 当成 一 个 点 . 在 RP? 上 认为 直线 L 就 是 $2? 上 的 大 圆周 与 52 的 交集 . 
特别 地 , 赤道 81 在 把 径 对 点 等 同 起 来 之 后 本 身 就 是 一 条 直线 . 


图 18 


考察 仿 射 平面 II, 它 与 半球 面 9 相 切 于 南极 点 (0, 0， -1), 这 个 以 6 为 原点 的 半球 
面 树立 在 I 上 . 这 意味 着 , 点 f e 52\S1 与 位 于 连接 点 6 和 点 t 的 直线 上 的 点 t+ e II 相对 
应 . 显然 , 射影 


0r:52\91 一 工 


是 双 回 单 值 的 . 映射 c 把 RP? 上 的 每 一 条 直线 , 也 就 是 S52 上 的 大 圆周 的 弧 , 对 应 HE 的 
直线 . 映射 c 一 把 点 变 成 点 时 保持 关联 性 , 映射 o-! 的 像 就 是 RP? 中 除了 代表 半球 5? 的 
赤道 5 的 直线 Lo 上 的 点 以 外 的 所 有 的 点 的 集合 . 这 样 一 来 , 射影 平面 可 以 由 仿 射 平 
面 得 到 , 只 要 补充 某 些 新 的 投影 直线 Lo, 即 所 说 的 无 穷 远 直线 . 仿 射 平面 上 任意 平行 
直线 的 集合 必然 是 52 经 过 赤道 的 直径 的 终点 的 大 圆周 弧 的 集合 在 o-! 之 下 映 过 来 的 . 
于 是 , 赤道 上 径 对 应 的 点 对 (t,t ), 按 约定 , 也 就 确定 了 是 直线 Lo. 可 见 , 在 仿 射 平面 
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上 补充 的 无 穷 远 直线 也 就 是 在 I 上 补充 了 在 它 上 面 不 相交 的 平行 直线 对 的 交点 . 必 
须 注意 , 无 穷 远 直线 Lo 不 是 仿 射 直线 . 

与 射影 平面 不 同 , 射影 直线 RP1 是 经 过 普通 平面 固定 点 0 的 直线 束 (图 20). 在 固 
定 的 经 过 点 6 的 圆周 SI 上 , 每 个 直线 束 对 应 一 个 点 ( 它 和 31 的 交点 ). 点 6 对 应 5S1 在 6 点 
的 切线 . 也 就 是 说 , 圆周 就 是 射影 直线 的 一 个 模型 . 


O 


图 20 


2. 任意 维 的 射影 空间 ”完成 了 射影 直线 和 射影 平面 的 直观 表达 , 就 可 以 很 容易 
地 引入 在 任意 域 上 的 维 数 更 高 的 射影 空间 的 概念 . 可 以 把 它 理解 为 一 个 点 集 , 它 带 
有 某 些 可 分 离 的 子 集 ( 可 称 为 射影 子 空间 ), 它们 服从 一 些 自 然 的 公理 或 者 关联 性 关 
系 . 公理 化 方法 (也 称 综合 法 ) 有 自己 的 优越 性 , 但 太 过 于 迁 回 了 , 而 且 也 不 太 适 应 其 
他 教程 的 内 容 . 因此 , 我 们 选择 一 个 直接 的 人 口 , 本 质 上 等 价 于 与 仿 射 空 间 连 起 来 加 

定义 1 把 域 人 上 n 十 1 维 向 量 空 间 V 的 ( 齐 次 的 或 向 量 的 ) 直 线 的 集合 P" = Rp" = 
P(V) 称 为 域 R 上 的 n 维 射影 空间 . 把 空间 V 的 直线 称 为 空间 f" 的 点 . 如 果 U CV 是 V 
的 一 个 m 十 1 维 的 子 空间 , 那么 ,V 中 所 有 包含 在 U 中 的 直线 组 合 的 集合 P(U) CP(V) 被 
称 之 为 空间 P" 的 m 维 射影 子 空间 (也 说 是 射影 线性 流 形 或 射影 平面 ). 当 m = n 一 1 时 ， 
就 称 为 射影 超 平面 . 可 以 认为 , P({0}) = C 是 空 集 . 

也 可 以 用 另外 的 方式 表达 这 同一 个 定义 , 例如 说 , 在 V 的 对 于 {0} 的 余 集 V* 上 依 
据 等 价 关系 

X~y 人 SAER, XxX=N\y, 


做 出 商 集 P(V), 即 可 称 之 为 A 上 癌 量 空间 V 的 向 量 生成 的 射影 空间 . 
由 x e V*(x eV 是 个 非 零 疝 量 ) 决 定 的 等 价 类 x 就 是 射影 空间 P(V) 的 一 个 点 . 换 
名 话说 , 按 定 义 
Mx =X VAER. (1) 
映射 I : x 上 被 称 之 为 V* 到 它 的 商 集 P(V) 上 的 标准 映射 . 应 当 强 调 , 在 P(V) 上 
”并 没有 定义 线性 运算 , 例如 , 我 们 就 不 能 规定 xX@3 = x 十 y. 2 维 向 量子 空间 Uc V 可 
以 定义 P(UD) 的 射影 直线 , 而 3 维 向 量子 空间 就 定义 的 是 射影 平面 . 如 果 U Cc W, 即 U 是 
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丸 外 一 个 子 空间 环 c V 的 向 量子 空间 , 那么 , P(V) c P(W), 因为 V 中 的 每 一 条 被 包 
含 在 U 中 的 直线 一 定 也 被 包含 在 WW 中 ， 如 果 P(UV) c P(W), 则 说 射影 子 空间 P(I) 属 
于 P(W) 或 者 与 P(W) 关 联 . 令 


P(U)NP(UV') = 了 (TmZ 


是 有 意义 的 . 

对 于 每 个 集合 5 C P(V) 必 然 存 在 一 个 最 小 的 包含 S 的 射影 子 空 间 : 如 果 5 = 
{多 1, 文 2,…-}, 那么 U = (x1, x2,…) s. 通常 称 9 是 P(D) 的 一 个 生成 系 . 包含 P(V) 和 P(U") 
的 最 小 的 射影 子 空间 , 显然 应 该 是 P(U +U'). 每 个 子 空间 P(W) 均 可 看 成 一 个 独立 的 
射影 空间 , 对 于 UC W, 可 派生 出 子 集 P(U). 

3. 齐 次 坐标 ” 设 (eo,e1,:… ,en) 是 向 量 空间 V 的 一 个 基底 . 如 果 


X= éf0e0+ hiel+'… 二 nen ETY”， 
那么 , 我 们 直接 把 &0, &1,… ,& 称 为 点 相对 于 基底 (e;) 的 齐 次 坐标 . 域 久 中 任意 nz 十 1 个 
不 同时 为 零 的 元 素 组 (&;) 必 定 是 P(V) 中 某 个 点 相对 于 基底 (e;) 的 齐 次 坐标 组 . 两 个 这 
样 的 组 (é;)， (pi) 都 是 P(V) 中 同一 个 点 相对 于 同一 个 基底 (ei) 的 齐 次 坐标 组 ， 当 且 仅 当 ， 
在 R& 中 有 某 个 入 尖 0, 使 得 局 = X&i, i = 1,2,… ,n. 这 个 事实 , 我 们 将 用 记 法 
X= (6 :6 :0 
来 表达 , 它 表 明 , 在 给 定 的 基底 之 下 , Xe P(V) 与 相互 平行 的 齐 次 坐标 组 等 价 类 之 间 


有 相互 单 值 的 对 应 
如 果 (eb, ei,… ,eg) 是 Y 的 任意 一 个 另外 的 基底 , 同时 ， 


e -yoiet，0 < nn, 
i=0 
那么 (&0,&1，,… , 64) 是 XxX 对 于 基底 (el) 的 齐 次 坐标 组 , 当 且 仅 当 , 能 找到 和 e 8*, 使 得 
= 2 6 7j) 0<1i<n. (2) 
一 0 


实际 上 ， 
(和 :和 
这 只 要 回顾 一 下 第 1 章 由 新 坐标 向 原 坐标 的 转换 法 则 就 足够 了 . 
我 们 还 应 注意 , 由 定理 4( 第 1 章 83) 得 到 的 , 在 给 定 的 基底 之 下 , 所 有 的 子 空 
间 P(U) c P(V) 都 可 以 由 齐 次 线性 方程 组 


Q1060 十 Q1161 十 …… 十 Qinén = 0, 


ar0go 二 Qariti 二 二 Qarnén= 二 0 
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给 出 . 
4. 仿 射 图 在 以 (e;) 为 基底 的 向 量 空间 V 中 , 我 们 选 出 向 量子 空间 


Wo = (ei1, €2,.… ,en), 
而 在 仿 射 空间 (E = V,V) 中 选 出 超 平面 
Eo -eg 十 功 _ {eo+xlxe Wo}. 


正如 我 们 已 经 知道 的 , 如 果 ， 对 6 =a= eo+a,b=eo+b’ 令 
b=b’— a 
则 对 (Eo, Wo) 就 是 个 仿 射 空间 . 不 包含 在 Ww 中 的 直线 (x) Cc V 与 Eo 相交 于 唯一 一 点 . 实 
x ¢ Wx te0+.. +éen, 6 #0. 


这 就 意味 着 和 x = XeEoeo 十 … 十 Xenen = eo 十 y，y € 历 的 充 要 条 件 是 Xeo = 1. 
建立 直线 (x) 到 这 个 交点 (x) mn Eo 的 对 应 . 我 们 得 到 一 个 直线 (x) Z 区 与 仿 射 空 
间 Eo 之 间 的 一 个 双 射 对 应 | 
下 : (x) 呈 (xX) NM Eo. 


换 句 话说 , 更 引出 双 射 映射 
®o : P(V) \ P(VW) 一 Eo. (4) 


把 P(V) \ P(Vo) 理 解 为 以 P(Wo) 为 远离 ( 抛 出 ) 超 平面 的 射影 平面 P(V). 

定义 2 把 仿 射 空间 Eo 与 映射 $0 一 起 (但 ,有 时 就 简明 地 说 是 P(V)\P(VD)) 和 Eo 等 
同 起 来 , 称 之 为 射影 空间 P(V) 的 仿 射 图 这 时 , 就 把 P(WW) 称 为 相对 于 图 Eo 的 无 穷 远 
超 平面 . P(WW) 所 包含 的 点 和 平面 同样 都 被 认为 是 无 穷 远 的 . 

我 们 选择 坐标 . 按照 P(V) \ P(WV6) 的 本 意 , 它 由 交 = (&0 :6 : :和 ) 且 6 关 0 组 
成 .在 Eo 中 选择 仿 射 坐标 系 {é0;e1,… ,en} 这 里 eo = eo 理解 为 Eo 中 的 点 , 而 
把 el1,……, en 理解 为 和 Eo 相关 联 的 向 量 空间 WW 的 一 个 基底 . 为 了 找 出 Xx 的 仿 射 坐 
标 , 需要 找 出 直线 (x) = (toeo + &iei 十 … 十 &en) 与 Eo 的 交点 . 我 们 已 经 看 到 , 这 
个 点 形 如 

ot de tt en 

这 意味 着 , 在 图 Eo 的 坐标 系 {é0; e1,… , en} 之 下 ， 氮 广 的 仿 射 坐标 就 是 6 /6o，… ,6n/60. 

这 样 一 来 , 把 xX es P(V) \ P(W6) 看 成 点 B0(%) < Eo 的 坐标 , 我 们 就 得 到 P(V) 的 仿 
射 ( 非 齐 次 ) 坐 标 系 , 的 的 确 确 , 它 只 定义 在 P(V) \ P(W) 上 . 在 这 个 集合 的 点 和 它们 的 
非 齐 次 坐标 之 间 存 在 一 个 双 射 对 应 . 
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如 果 , U 是 V 的 一 个 m + 1 维 的 向 量子 空间 , 那么 , m 维 的 射影 平面 P(0) 或 者 相对 
于 Eo 是 无 穷 远 离 的 (U.c Ww) 的 情形 , 或 者 它 的 像 | 


Bo(P(U))=UNEKo =eo 十 Co0 


是 图 Eo 上 的 m 维 仿 射 平面 . 另 一 方面 , 任意 一 个 m 维 仿 射 平面 eo + Uo C Eo 对 应 m 维 
射影 平面 P(UV), 其 中 = (eoUo)， 推 导出 来 的 这 个 论断 表明 ，GBo 不 仅仅 是 P(V) \ 
P(Vo) 与 Eo 之 间 的 一 个 双 射 的 点 的 对 应 , 而 且 也 是 同一 维 数 平面 之 间 的 一 个 对 应 . 在 
这 个 意义 之 下 , P(V) 可 以 由 Eo 补充 无 穷 远 离 的 超 平面 得 到 . i 
用 向 量 e; 替 换 eo, 而 用 超 平 面 


Vi = (eo…… ,8i_1, Eit1l, en) 


殖 换 六， 我 们 就 得 到 另外 的 仿 射 图 (E;, ®;). 它 要 求 点 (&0 :&:…:&) 中 天 0. 在 
以 {6i; e0,… ,ei_1,eitl,… ;en} 为 坐标 系 的 Ei 中, 点 (&0 :6&1 :……: &n) 的 仿 射 坐标 就 是 


(¥ TH 和 
和 9 Ei ? 5 村 


取 遍 序列 eo, e1,… , 中 其 余 的 向 量 , 我 们 就 得 到 n+1 个 图 


(Ei;, ®;), i = 0,1,.… ,Nn. 


它们 的 并 集 与 P(V) “重合 ”. 事实 上 , 对 任意 点 XX = (&0,&1,… ,én) € p(V 站 它 至 少 有 
一 个 坐标 é; 不 等 于 零 , 这 就 意味 着 $;(X) e EE;. 按照 把 P (V) \ 下 (用 ) 与 也 ;等 同 起 来 的 作 
法 , 我 们 有 加 
Pn =P(V)= | JE 
. i=0 
容易 看 出 , 用 个 数 更 少 的 图 是 不 能 将 P" 和 覆盖 的 . 
5. 代数 ( 流 形 ) 乱 的 概念 ”我 们 说 , 多 项 式 


f (to,t1,:…: , tn) 和 Rf lto,t1,*…: , tn] 


f=fot+fit+:……+t fm, 
其 中 六 是 /中 所 有 ;次 单项 式 之 和 我 们 可 以 看 出 , 由 条 件 


= /Xeo，， ” : ,Aén) 
ye. “" , Sn) + 入 万 (60 ,En) 十 十 和 (co , én) 
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在 域 R 为 无 穷 域 的 情形 ， 必然 得 到 (6 ,上 ,én) = 0 对 任意 i = 0,1,:… ,m 都 成 立 . 
由 此 可 见 , 如 果 f 在 某 一 个 点 Xe 了 PP(V) 转 化 为 零 , 那么 , 组 成 的 所 有 的 单项 式 在 同一 
点 也 都 转化 为 零 . 因此 , 自然 地 引进 下 面 的 

定义 3 满足 代数 方程 组 


的 点 (ao : .… : am) 的 子 集合 9 C Pp" 被 称 为 (射影 的 ) 代 数 流 形 ( 亦 称 代数 簇 )、 其 
中 g1,.… ,gk 是 齐 次 多 项 式 . 
更 准确 地 , 可 以 研究 P" 中 的 闭 的 代数 子 集 , 因为 流 形 可 适当 地 在 齐 次 单纯 理想 扎 
里 斯 基 拓扑 语言 基础 上 引入 . 但 是 , 我 们 不 去 细 说 它 . 代数 ( 流 形 ) 徐 (特别 地 , 当 # = 
C 时 , 复 的 代数 ( 流 形 ) 艇 ) 是 一 个 更 大 的 独立 的 数学 分 支 的 研究 对 象 , 就 是 代数 几何 学 
我 们 只 限于 一 个 方程 式 


g (Qo, Q1, “0 , Qn) = 0. 


的 简单 情形 . 找 出 交集 50 = Sn Eo 的 方程 式 . 如 果 € Eo, 关 = (ao : al :… : am), 那 
么 , ao 关 0. 因此 , 条 件 g(ao,… ,an) = 0 等 价 于 条 件 


(1 Qn 
(1 和 = 0. 
因为 ai/ao,… ,an/ao 是 点 z 的 仿 射 坐标 , 所 以 , 这 就 是 “ 仿 射流 形 So 的 方程 式 , 也 就 
是 流 形 S 在 Eo 的 方程 式 . 类 似 地 , 在 w 上 实施 , 就 得 到 5 在 E; 中 的 方程 式 . 
反 过 来 : 如 果 用 zi1,… ,zn 代表 Eo 中 点 的 坐标 且 由 方程 式 


f(zx1,.…- ,Zn) 一 0 


给 出 So, 其 中 /是 任意 的 , 不 一 定 是 m 次 齐 次 多 项 式 , 那么 
9g(ao, al ,Qn) = (a0)™f (2 | 和 ) 


Qo Qo 
就 是 个 齐 次 多 项 式 . 实际 上 , 由 f 中 的 单项 式 
(ZT1) (Tn), kit + kn <m, 
就 可 以 得 到 g 中 的 m 次 单项 式 (a0)™m- 呈 一 一 kr (Qj )*.… (Qn)*r. 因此 
gz 二 


从 而 推出 , 如 果 5S 由 P" 中 方程 式 g = 0 给 定 , 那么 , SNn Eo = So0. 
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例 1( 有 限 截 口 ) 以 下 我 们 默认 只 = 及 . 

1) 圆周 5 在 射影 齐 次 坐标 中 由 方程 式 a?+a32 = a3 给 定 , 在 图 Eo 中 它 有 方程 式 x? 十 
z2 = 1. 它 与 相对 于 图 Eo 的 无 穷 远 直 线 P (V6) 的 交集 5 NnP(W) 由 条 件 ao = 0 得 出 (这 
是 W 和 P (Ww) 的 方程 式 ). 由 a3 + a3 = 0 推出 ai = as = 0. 这 样 的 点 (Qo = ai = as = 
0) 确 实 是 不 存在 的 , 所 以 , 这 就 意味 着 SNnP(W) = Ci. 

2) 在 图 Eo 中 以 x? 一 z2 = 1 为 方程 式 的 双 曲 线 $ 的 齐 次 坐标 有 方程 式 af 一 a3 = ao. 
它 与 无 穷 远 直 线 P (Ww) 的 交集 由 条 件 ao = 0, 也 就 是 as = 土 ai 得 到 . 此 时 , ai 冯 0, 否 
则 三 个 坐标 就 全 都 等 于 零 了 . 取 定 al, 交集 的 两 个 点 可 以 写成 (0 : 1 :1),(0:1: 一 1) 形 
式 . 另 一 方面 , 在 图 Ei 中 , al 关 0, 从 而 在 图 中 5 的 方程 式 可 以 设 定 为 zf 十 x3 = 1(zl = 
ao/al， za = Q2/Q1), 即 SNnEi 是 圆周 有 昌 SNP(Vi)=&%. 

3) 抛物 线 zt = z2( 在 Eo 中 的 方程 式 ) 取 zl = ai/ao，za = az/ao 时 可 由 方程 
式 aoal = a2 给 出 . 与 P(W)(ao = 0) 的 交 只 有 一 个 点 (二 重 根 ), 即 (0 : 1 : 0). 实现 癌 为 
一 个 坐标 系 的 转换 , oo = fo - proai = Bo 十 Bi,Q2 = bo, 我 们 就 得 到 B68? + 22 = 0, 它 
在 新 的 图 Es 中 给 出 一 个 圆周 . 这 样 一 来 , 圆周 (或 椭圆 ), 双 曲 线 和 抛物 线 只 要 在 不 同 
的 仿 射 图 上 看 , 它们 在 射影 平面 上 都 是 同一 种 曲线 . 特别 地 , 这 个 在 解析 几何 学 中 熟 
知 的 结果 被 引 到 这 里 来 仅仅 就 是 给 出 所 讨论 的 概念 的 一 个 实际 例子 . 

6. 射影 群 设 P(V) 是 域 K 上 向 量 空间 V 生 成 的 射影 空间 , 从 而 点 Xe P(V) 就 是 
一 条 向 量 直线 (x) CV. 设 A :V 一 V 是 V 上 的 一 个 非 退 化 的 线性 算 子 . 它 把 直线 变 
成 直线 , 且 不 会 把 直线 变 成 0. 可 见 , 下 面 的 定义 是 有 意义 的 . 

定义 4 V 上 的 每 个 线性 算 子 A 都 引导 出 一 个 变换 A : P(V) 一 了 P(V)， 


~ 


A . 文 = Ax, (5) 
就 称 .4 是 个 射影 变换 . 
等 式 (5) 与 我 们 采用 的 点 X 的 定义 是 完全 一 致 的 , 所 以 ， 
A.Mx=i.Ax = Ax=A.X (6) 


由 (6) 可 推出 , 同样 地 , MA = .4. 事实 上 , 可 以 相信 

定理 1 等 式 B = A 成 立 , 当 且 仅 当 , B = 和 A. 

证 明 ”我 们 只 需 指出 , 5 = A > 8 = 入 4， 因为 ， 对 于 V 的 {ff 意 一 个 各 量 x 关 0， 
Bx = BX = AX = Ax, 所 以 ,一 定 有 某 个 由 x 决定 的 一 个 纯 量 和 关 0 使 得 Bx = 和 x Ax. 
如 果 y = ax 那么 


My :Ay = By = abBx = aMxAx = MxAy, 


从 而 有 和 Ay = 和 x. 如 果 x 和 y 是 线性 无 关 的 向 量 , 那么 , 向 量 .4x 和 .4y 也 将 是 线性 无 关 
的 , 再 由 关系 式 
Mx AX+ANy: Ay = Bx+ By 
= B(x+y)= Xx+y A(X+y)= MtryAx + MxtyAy, 
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了 驶 可 以 推出 xx = Xx+y = My， 这 意味 看 , 和 = 和 是 个 不 依赖 于 x 的 纯 量 , 进而 得 到 ， 
B= 和 .4. 加 


为 了 获得 射影 变换 .4 的 坐标 记 法 , 我 们 在 空间 V 中 选择 一 个 基底 (eo,e1,… ， 
en) 并 用 和 矩阵 A = (aij) 代 表 线性 算 子 4 在 这 个 基底 之 下 的 矩阵 : 


Ae; 一 >》 aijei: 
?一 0 
如 果 六 = (ao : Qi :…: an) 而 AX = (Bo :0 :0 那么 
Bi = A Yaij0y, i=0,1,..…,n, (7) 
7=0 


其 中 和 关 0 是 一 个 纯 量 . 这 可 以 由 等 式 


A-! >》 Piei = Ax = > QjAe;i = > > Qijei 


i=0 j=0 j=0 i=0 
直接 看 出 来 , 而 且 与 线性 算 子 作用 下 坐标 变换 原则 ( 见 第 2 章 ) 是 一 致 的 . 
现在 , 设 Eo 是 P(V) 中 的 仿 射 图 它 对 于 点 XX = (ao : al :…: amn)， ao 关 0 有 意 


义 . 如 果 在 (7) 中 给 出 Bo 承 0, 那么 , AX e Eo. % 的 仿 射 坐标 是 zj = aj/ao， 1 < jn 
而 对 于 点 AX 的 坐标 是 y; = Bj/Bo，1 < 7 < n， 如 果 把 标号 为 i = 1,2,… ,n 的 等 
式 (7) 用 Po 除 之 , 再 注意 到 右 侧 的 除数 和 分 母 o, 我 们 就 得 到 射影 变换 4 在 图 Eo 的 仿 
射 坐标 之 下 的 记 法 


Qil121 十 … 十 QinZmn 十 Qi0 
i 三 一， 
Q0121 十 … :十 QonZn 十 Q00 


其 特点 , 别 的 不 说 , 在 于 所 有 这 些 公式 的 分 母 都 是 相同 的 . 不 定 因子 人 也 消失 了 . 
说 明 当然 ,会 有 这 样 的 形式 , 使 得 射影 变换 A 完全 可 以 把 Eo( 精 确 地 说 , 集 
合 B51(Eo)) 的 点 变 到 不 属于 图 的 点 , 也 就 是 无 穷 远 点 ( 换 句 话说 , 属于 P(Vo)). 在 
这 种 情形 , 公式 (8) 就 失去 了 意义 . 如 果 aoo = 1; ao = 0，1 jn, 这 个 早 就 知 
道 的 事实 就 不 会 发 生 了 . 可 见 , 仿 射 变换 是 射影 变换 的 特殊 情形 . 
对 于 V 中 的 任意 向 量 y 关 0, 由 于 .4 的 非 退 化 性 ， 必 能 找到 这 样 一 个 回 量 x 使 
得 Ax = y. 这 意味 着 , 任意 向 量 y e 卫 ( 依 必定 是 某 个 向 量 # 在 射影 变换 .4 之 下 的 像 : 


1 <i<n. (8) 


Az 二 > Az = 和 Ax 寺 A(z -Xx)=0 污 z= Mx 这 = 广 . 换言之 , 所 有 的 射影 变换 都 
是 双 射 . 

定义 5 在 P(V) 到 P(V) 的 所 有 的 双 射 变换 构成 的 群 中 , 所 有 的 射影 变换 构成 一 
个 子 群 , 用 符号 PGL(V) 来 代表 , 并 称 之 为 射影 群 . 
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与 记号 PGL(V) 紧 紧 相 连 的 是 , 这 个 群 乃 是 完全 线性 群 GL(V) = GLi1(#) 的 一 
个 同 态 像 . 事实 上 , 映射 I : 4 ” .4 满足 同 态 条 件 r (4B) = r(4)r(B), 这 是 因为 


4 了 = ABx = ABx = A (BX) - (AB)x. 


由 定理 1 推出 , 核 Ker x 由 相似 算 子 XE 组 成 : A =E 二 4 = NXE. 因为, 映射 和 :入 瞩 
和 2 显然 是 群 镶 到 Ker r = {XE | 和 eR*} 的 同 构 , 所 以 , 在 上 述说 法 的 基础 上 , 可 得 

定理 2 空间 P(V) 的 所 有 射影 变换 构成 射影 群 PGL(V), 它 是 完全 线性 群 GL(V) 
的 一 个 同 态 像 . 同 态 映 射 r 的 核 同 构 于 域 R 的 乘法 群 R*, 而 且 有 短 正 合 列 


1 RGL(V) SPGLV) oO1. . (9) 


在 这 个 给 定 的 情形 , 就 是 不 出 现 这 个 正 合 列 , 事情 也 说 得 过 去 , 只 要 简单 地 知 
道 亚 是 个 同 构 通 人 , Im 更 = Ker 7, 而 7 是 个 满 射 . 但 是 , 我 们 乘 此 机 会 为 的 是 更 加 习 
惯 于 正 合 列 概念 的 本 身 , 它 被 广泛 地 应 用 于 现代 数学 . 

7. 射影 几何 我 们 知道 , 射影 群 PGL(V) 在 P(V) 上 作用 有 可 迁 性 , 也 就 是 它 
可 以 把 任意 一 点 变 成 任意 一 个 另外 的 点 . 与 一 般 概念 ( 见 第 4 章 82 的 第 4 目 ) 相 对 
应 , 群 PGL(V) 也 对 应 一 种 几何 学 . 这 个 几何 学 就 称 为 射影 几何 学 . 射影 几何 学 
的 课题 是 研究 在 P(V) 中 的 空间 图 形 的 , 在 PGL(V) 的 变换 作用 下 不 变 的 那些 性 
质 . 这 样 的 性 质 , 同样 地 , 被 称 为 是 射影 性 质 . 直线 的 平行 性 和 平面 的 平行 性 , 显 
然 , 与 射影 性 质 没 有 关系 . 毕 达 哥 拉 斯 定理 同样 也 不 是 一 个 射影 性 质 , 因为 它 不 
包含 长 度 和 角度 的 概念 , 我 们 需要 的 射影 性 质 不 仅 将 许多 欧 几 里 得 几何 学 的 定 
理 排 除 在 外 , 也 排除 了 仿 射 几何 学 的 许多 定理 . 无 论 如 何 , 射影 几何 是 一 种 内 容 
极其 丰富 又 是 极其 必要 的 几何 学 . 稍 后 , 我 们 将 建立 一 个 四 点 共 线 的 重要 射影 
性 质 . 而 眼下 , 我 们 先 注意 射影 群 PGL(V) 的 一 系列 性 质 . 

i) 按照 公式 (8) 后 面 的 说 明 , 群 PGL(V) 包 含 作 用 在 仿 射 图 Eo 上 的 仿 射 群 Af(Eo) 
作为 自己 的 一 个 子 群 (对 于 群 Af(EE;) ,i = 1,2,.… ,n 也 是 一 样 ). | 

ii) n 维 射影 空间 的 点 X0, 文 1,… ,nj41 可 以 说 是 位 于 一 个 普通 位 置 , 如 果 它 们 中 的 
任意 nn 十 1 个 点 都 不 在 一 个 超 平面 上 . 换 旬 话说, 任意 n 十 1 个 向 量 

XO, Kl Ki) Xi ,Xntl 

线性 无 关 . 

定理 3 设 X0, 关 ，… ,Xnt1 和 0,31,"… ,Yntl 是 两 个 点 组 , 都 是 处 于 普通 位 置 的 . 
那么 , 必然 存在 , 而 且 是 唯一 的 , 一 个 射影 变换 A e PGL(V), 使 得 AX; = y;， i = 
0,1,.… ,7 十 工 . 

证 明 按照 定义 , 有 


(X1, X2)… ,Xnt1) = V 一 (yl)y2 ,ynl)， 
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所 以 , 存在 一 个 非 退 化 的 线性 算 子 .4', 使 得 
Axi=y;, 1l1<i<nt+tl. (10) 


” 千 一 看 , 这 没有 提供 任何 寻求 .4 的 想法 . 但 是 , 条 件 .AX; = 用 向 量 的 术语 来 说 ， 
对 于 xi, yi eV 就 是 要 求 能 形 如 


因为 XI- 趟 即 就 是 可 以 用 条 件 Xo = 1 来 把 A 规范 化 
现在 , 定义 线性 算 子 8B: 


By;= Myi, l<i<nt+tl, (11) 
利用 我 们 指定 的 这 些 和 A, 从 中 挑选 , 使 得 满足 
BA’xo = yo. (12) 
由 这 一 组 点 处 于 普通 位 置 的 定义 , 可 得 
n 二 1 n 二 1 
X0 一 > Qixi, y0 二 2 Diyi, | 国 (13) 


并 且 所 有 的 系数 a;, 5; 都 不 等 于 零 . 与 (10) 相 对 应 , 有 


n 十 1 n 二 1 n 二 1 


nl 
Axo = s (5 Qi 二 =B (> or] 一 >》 QiBy:i = > QiAiyi. 
1 一 1 1 一 1 1 一 1 


借助 于 (13), 我 们 令 aixis = Bi;，1 < i < n+1, 让 它们 满足 (12)， 纯 量 X = 
oz 5 以 及 和 它们 在 一 起 的 变换 (11) 就 完全 被 确定 了 . 现在 , 设 


A= BA’, 


我 们 就 得 到 了 一 个 唯一 确定 的 线性 算 子 , 它 对 应 具有 所 有 要 求 的 性 质 的 射影 变换 A. 
口 

显然 , 定理 3 是 第 4 章 83. 关于 仿 射 变换 的 定理 8 的 一 个 类 似 物 . 

推论 在 射影 直线 Pl 上 的 两 个 三 点 组 X0, 六 ,和 0,y1y2( 每 个 组 中 的 点 均 两 两 
不 同 ) 上 可 唯一 地 定义 一 个 Pl 一 P! 的 射影 变换 , 它 把 序 分 别 变 到 y;,i = 0, 1,2. 

这 个 命题 意味 着 , 对 其 余 的 情况 , 一 个 点 位 于 两 个 另外 的 点 之 间 , 就 不 是 一 个 身 
影 性 质 . 由 定理 同样 可 以 得 到 (关于 A 的 唯一 性 的 命题 ), 并 不 是 所 有 的 在 一 条 直线 上 
的 四 个 点 都 可 以 变 成 给 定 的 点 . 

iii) 设 P(U), P(W) 是 P(V) 的 两 个 m 维 平面 . 那么 , 它们 必然 是 PGL(V) 同 余 的 , 也 
就 是 说 , 它们 能 够 在 射影 变换 之 下 由 一 个 变 成 另 外 一 个 
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事实 上 , 设 
U= 《4uou ,un)， 了 到 =(wowi ,Wm). 


把 {uo，. um 充 成 则 V 的 基底 (uo，， Um) 把 fwo,… ,wm} 扩 充 成 空 
天 (wo … Wn), 进而 研究 线性 算 子 A: V 一 V, 使 4ui = wi,i = 
0,1,.…. ,n. AAD ar 所 以 , A(P(UV)) = P(W). 
iv) 平面 P(U) C P(V) 上 的 所 有 的 射影 变换 态 都 可 以 开拓 成 整个 空间 P(V) 上 的 射 
实际 上 ， 和 uo,u…… ,Um 一 起 的 向 量 Duo, Dul , . . . Du， 同样 也 构成 子 空 s 间 U Cc 
V 的 一 个 基底 ， 按 前 面 说 过 的 过 程 把 它们 扩充 成 V 的 基 旗 


(Uo, ”UL Um+1, “"" , Un )， (Duo, “ , Dunm, Wm 十 1) , Wn) 


必 


-ui = Dui， 0<igm, 
-ui = Wi, m+1l<i<n, 
我 们 就 得 到 线性 算 子 4 : V 一 V, 它 对 应 射影 变换 A: P(V) 一 P(V), A 在 P(V) 上 
与 D 重 合 . 
8. 重 比 ( 交 比 ) 设 P" = P(V) 是 个 射影 空间 , 而 ii ，aio，ais，au 是 P(V) 中 位 于 直 
线 P! = 了 P(Z) 上 的 四 个 点 , 而 且 
A zd, Ud od, do za. 
(a1,a3) = (al,a4) = U = (a2,a3) = (a2, a4). 
我 们 把 2 维 向 量 空间 的 基底 (c, d) 向 它 的 另外 一 个 基底 (a,b) 的 转换 矩阵 
a=ac+pBd, b=7Yc+o6d 
的 行列 式 记 为 | 
(党 -| ;| 
cd/ y 6 | 


由 己 经 加 在 点 斌 上 的 条 件 , 下 可 以 建立 一 个 表达 式 


| 一 1 
[al, a2, as,a4] 一 (ss (2 * (15) 


al,a4 Aa2,a4 


(14) 


定义 6 把 表达 式 (15) 称 为 四 点 和 ,io, as, 4 的 重 比 ( 交 比 ). 
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进而 , 目 然 地 , 可 以 验证 , [aaip,as,a4] 仅 仅 与 秋 有 关 , 而 与 向 量 ai 的 选择 没有 关 
系 ( 回 忆 一 下 ， Aai = ii), 也 就 是 说 , 如 果 用 Xiai 来 代替 ai, [al, io,as,a4] 是 不 变 的 . 
实际 上 , 我 们 用 bl = ai 代替 al， 如 果 ail = al,as = ?al + 6a4, 那么 , bl = 
bl, as = ?YX bl 十 baa, 从 而 
_ /bi,as 
Cn) 


(rd 
al,a4 


此 时 , 显然 , 因子 


1 0 1 0 


YA! 56 


7 0 


一 1 
a2,a3 
(2 
也 是 不 变 的 . 在 用 和 Aas 代替 as 时 , 可 建立 同样 的 事实 . 
现在 , 用 bs = Xa4 人 代替 as4. 如 果 


al 一 Q1， ao2 一 32， 
a3 = 7al 十 0a4， a3 = 7Y az 十 0'a4， 
那么 ， 
al 一 al,， ao2 一 3o2， 
as 王 Tal 十 6 和 ba， as = 下 ao 十 6 入 ba， 
进而 就 有 
(和 _ 1 _ 1 0 _ (ea ) 
al, a4 ~y 56 ~y 6M-! ala4/ 
(2 _ 1 0 _ 0 = (时 这 ) 
a2,au4 了 6’ ~y 6'A-! a2,a4 


在 此 情况 下 , (15) 右 端的 关系 式 没 有 变化 . 当 用 Aas 替换 as 时 , 会 得 到 同样 的 情况 . 同 
时 用 Xai 代 替 a; 可 归纳 为 它们 中 的 一 连 串 的 替换 , 所 以 , 四 个 点 的 重 比 由 公式 (15) 准 确 
地 确定 . 

定理 4 在 射影 变换 之 下 重 比 不 变 , 即 对 任意 .4e PGL(V) 都 有 

Ma Aas, Aaa| = [aaa 3, 4] . (16) 

证 明 设 4e PGL(V), 而 U 是 V 的 一 个 2 维 子 空间 , V' = A(U). 由 于 .4 的 非 退 化 

性 质 , 任意 两 个 线性 无 关 的 向 量 在 .4 的 作用 下 仍然 是 线性 无 关 的 . 现在 , 如 果 
(a,b) = U = (c,d), 


那么 ， 
(Aa, Ab) = U’ = (Ac, Ad), 
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而 联系 到 基底 (a,b) 和 (c,d) 的 关系 式 : 
a 二 ac 十 6d，b= >yc 十 0d， 
在 平面 UV' 上 对 应 同样 的 相等 的 关系 式 
Aa=aAc+BAd, Ab=7yAc+ 6Ad. 


(33) _ /Aa,Ab 
cd/ Nec4d 太 
于 是 , 用 到 我 们 的 情形 上 , 就 得 到 
[Aa, Aaz, Aas, /Aa = 4 Aaz, Aas, Aaa| 
(人 (Sh) _ /ai,a3 \ /a2,a3 
_\Aai, Aas / \ Aas, Aas Nal,a4a/ \a2,a4 
一 [al , a2, a3, a4| 了 站 


给 出 重 比 , 并 且 在 P(V) 上 引进 一 个 坐标 系 . 也 就 是 说 , 设 U = (e,f) 且 a; = aie 十 if = 
1, 2,3, 4. 那么 


a 6 
7 0 


ai 一 (an : Bi), ? 一 1,2,3,4. | (17) 
(17) 式 的 意义 可 以 由 射影 空间 的 齐 次 坐标 的 一 般 定 义 中 看 得 清 清楚 楚 . 如 果 ai = 
al, as 二 Yai 十 6a4, 那么 
(2 = 6 (18) 
al,a4 


此 外 , 由 关系 式 
ase 十 6sf = Yoie + Bf) + 6(a4e + Baf), 


我 们 得 到 as = 7al 十 6a4, Bs = 7YD 十 604. 所 以 ， 


al bl 加 Ql BP1 加 Ql BP1 加 al fi 
as Bs| ?yaa+6aa FB1+6Bs | a4 564 oa Bal 
再 结合 (18) 式 , 就 给 出 了 
(Ee) - al 急 al Hl 
al)a4s/ | as bs Qa ba 
类 似 地 , 有 
(2 | aa pb ca2  [ 
52，34 Qs bs ca4 ba 


83 射影 空间 . 219 . 


这 样 一 来 , 按照 重 比 的 定义 6, 我 们 有 


Q1 01 | 22 bo 
~ ~ ~ ~ Q3 bs3| |a4 Ba 
[&1, a2, a3, a4| = | (19) 
al bi | aa2 bo 
Qa ba| as bs 
如 果 ai 关 0, 1 < i < 4, 且 zi = Bi/ai, 那么 , 由 (19) 式 可 以 推出 
1 7Z1 1 x 
lz 1zx 
[al a2, a3, Aaa| 一 - ; 
1 71 1 zo 
1 LA 1 TX3 
也 就 是 | 
Ew ao2， a3, a4| 一 (zs 一 Zijza 一 Z2) (20) 


(z4 — £1)(73 一 Z2) 
表达 式 (20) 或 者 它 的 等 价 的 表达 式 


w3 一 Y1 X47~— wl 


[a1, io, A3, ad] = 
Zo 一 Za 2Xo 一 04 
可 以 拿 出 来 作为 重 比 的 定义 , 但 这 不 是 很 方便 , 因为 , 形式 上 它 与 仿 射 图 的 选择 有 
关系 (条 件 a 了 0,1 < i < 4), 这 个 时 候 , 作为 表达 式 的 等 式 (19) 的 右 侧 部 分 只 有 当 
点 寺中 有 一 个 非 正常 的 (无 穷 远 的 ) 才 会 有 意义 . | 
如 果 , 按照 对 于 图 Eo 的 关系 选择 点 4 = (0 : 1) 作 为 无 穷 远 点 , 我 们 由 (19) 得 到 


3 一 1 


[Al, ao, a3, aa4] 一 。 
L322 


除 此 之 外 , 如 果 还 选择 is 作为 坐标 原点 (1 : 0), 而 选择 io 作为 单位 点 (1 : 1), 那么 , za = 
0， ww 一 1, 且 

[al ao, as, 54] 一 V1. (21) 
这 就 是 在 坐标 系 之 下 点 到 的 坐标 , 在 这 个 坐标 系 之 下 , 六 是 无 穷 远 点 , 各 是 零点 , 而 io 是 
单位 点 . 

这 个 论断 很 有 用 , 我 们 不 在 P!=P(U) 中 选取 点 , 而 是 选取 一 个 坐标 系 . 设 a ,ai， 
a3 是 直线 P!1 上 三 个 固定 点 , 1 关 a2. 令 e = valif = ja2z, 其 中 v, /是 纯 量 , 它们 使 得 aa = 
e 十 f. 于 是 , aa =(1 : 0), ao=(0 :1), as=(1 : 1). 现在, 如 果 ai = (a : 6) 是 P! 上 的 任 
意 一 个 点 , 那么 , 按 着 公式 (19), 并 且 在 其 中 取 


a1 =1,61=0; Q2 = 0,62=1; 


Q3=1,bs=1; Q4 = Qa, 64 = p, 
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我 们 得 到 
[al, ao, as,ad4| = a/b. 

可 以 看 出 , 点 融 给 出 的 齐 次 坐标 a, 6 的 关系 实际 上 是 由 重 比 [ai ,ao, ai, aa] 唯一 确 
定 的 , 这 样 一 来 , 就 有 

定理 5 在 射影 直线 P! 上 的 两 两 不 同 的 三 个 固定 点 A1， 32, 53 的 情形 下 , 每 个 
四 点 34 E 了 1 都 可 以 由 重 比 [al 352, a3,24| 唯 一 确定 . 

现在 , 我 们 已 经 准备 好 了 , 可 以 证 明 一 个 命题 , 从 本 质 上 来 讲 , 细 化 了 定 
理 3 的 推论 . z 

定理 6 在 nn 维 射 影 空 间 中 , 两 个 分 别 共 线 的 四 点 组 21, ip, Ba,84 和 bl, by, bs, ba 
是 PGL(V) 同 余 的 , 当 且 仅 当 ， 


[al ， 32， 33， 34| 一 [bi, bz, bs, ba 
证 明 条 件 (22) 的 必要 性 , 一 旦 有 b; = Aa&;, 由 (16) 即 可 推出 . 
现在 , 设 条 件 (22) 已 被 满足 ， 按 照射 影 群 的 性 质 3), 一 定 可 以 找到 一 个 射影 变 
换 B : P(V) 一 P(V) , 它 把 各 个 点 &; 所 在 的 直线 P (U) 变 到 各 个 点 b; 所 在 的 直线 P(W). 
再 依据 定理 3 的 推论 , 存在 直线 P(W) 的 射影 变换 D, 它 把 B8; 变 成 b;, i = 1,2,3. 利用 . 
射影 群 的 性 质 4), 把 D 开 拓 成 整个 空间 P (V) 的 射影 变换 A1. 变换 .4 = A1B 就 把 点 起 变 
成 了 bi, i = 1,2,3. 对 应 地 , 把 点 各 变 成 P(W) 上 的 某 个 点 &4. 根据 定理 4, 我 们 有 
[al , ao2， aa3， a4| 一 [By b>, bs, ia| ) 
再 考虑 到 (22), 就 可 以 给 出 
By b2>， bs, ba 一 [By b2>， bs, 可 。 
由 定理 5 可 以 推出 , sa=b4. 口 


习 题 
1. 在 著名 的 长 度 为 7 的 汉 明 码 五 中, 有 射影 平面 FoP2? 上 由 7 个 点 和 7 条 直线 构成 的 一 个 构 形 (7 二 
2 十 2 十 了). 这 个 构 形 可 用 图 21 表 现 之 . 
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关联 短 阵 .J 的 每 一 行 都 有 3 个 1: 它 指明 了 在 同一 条 直线 上 的 3 个 点 , 每 一 行 同样 也 是 一 个 玉 的 
权 3 的 代码 字 . 而 权 4 的 代码 字 组 成 矩阵 .J 


0110100 1001011 
0011010 1100101 
0001101 1110010 

J=|1000110|,7-=|o0o111001 
0100011 10111001 
1010001 0101110 
1101000 0010111 


和 矩阵 .7 是 把 矩阵 .J 中 的 1 换 成 0 而 把 0 换 成 1 得 到 的 . 在 万 中 总 共有 16 个 码 字 , 我 们 已 经 写 出 了 14 个 ， 
剩 下 的 两 个 就 是 0000000) 和 (1111111). 

(1) 验证 , 码 甩 实际 上 就 是 ?的 一 个 4 维 的 子 空间 , 它 是 由 线性 方程 组 

T1 十 X38 十 TX4 上 十 x5 二 0; Zi 十 T2 十 T3 十 TZ6 二 0， ZX2 十 83 十 ZT4 十 ZT7 二 0 
决定 的 (在 图 22 的 3 个 圆 中 , 每 个 方程 式 启 用 位 于 同一 个 圆 中 的 变量 ); 

(2) 证 明 . PGL(F2P*) 是 个 非 交 换 的 168 阶 的 群 , 它 可 以 用 作用 在 射影 平面 的 点 上 的 7 阶 置换 
群 来 实现 ; 

(3) 证 明 

PGL(F2P*) = Aut(H):= {0o €87|o(H)= HH}. 


图 22 


2. 设 I = FsP2 是 个 射影 平面 , 由 7 个 点 组 成 , 而 ,9 是 平面 HI 上 两 个 不 同 的 点 .存在 多 少 个 自 
同 构 能 把 万 变 到 0? 
3. 证 明 , 在 域 C 上 任意 一 个 射影 变换 都 至 少 有 一 个 不 动 点 . 
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1. 分 类 ” 设 V 是 个 n + 1 > 2 的 实 向 量 空间 .9 是 Y 上 的 二 次 型 ， f 是 与 g 配 极 的 对 
称 的 双 线 性 型 , 所 有 满足 方程 式 g(x)=0 的 向 量 x e Y 组 成 一 个 集合 C, 可 称 它 是 以 0 为 


顶点 的 (逆向 的 ) 锥 . 如 果 这 个 集合 不 仅仅 是 由 0 组 成 的 , 那么 , 在 集合 V\ {0} 到 射影 
空间 P(V) 的 映射 + 之 下 C \ {0} 的 像 为 C( 见 83), 即 被 称 为 射影 二 次 曲面 ( 当 n=2 时 , 称 


- 222 . 第 5 章 二 次 曲面 


为 射影 二 次 曲线 ). 这 个 定义 与 前 面 给 出 的 关于 射影 代数 流 形 的 一 般 定 义 是 完全 吻合 
的 . g(x) 只 有 在 某 个 齐 次 坐标 系 之 下 才 有 意义 . 如 果 二 次 型 g 是 非 退 化 的 , 那么 , 二 次 
曲面 C 也 说 成 是 非 退化 的 . 当 C 作 为 点 的 几何 轨迹 是 n - > 维 , + < n 的 射影 2 平面 (具有 
条 件 zi 十 … 十 22 = 0) 时 , 如 同 在 仿 射 情形 一 样 , 就 称 C 为 二 重子 空间 . 

在 V 中 任意 选择 一 个 基底 (eo,ei,… ,en), 在 相应 的 以 0 为 原点 的 坐标 系 之 下 锥 C 
由 形 如 , 

d (x) = >》 2i712201 一 0 (1) 
i,j=0 

的 方程 式 给 出 . 方程 式 (1) 也 同样 是 二 次 曲面 C 在 齐 次 坐标 之 下 的 方程 式 ， 如 所 周知 ， 
基 懈 (ei;) 是 可 以 用 这 样 一 种 方式 选取 的 , 即使 得 二 次 型 q 在 这 个 基底 之 下 取 规 范 型 . 可 
以 借助 于 线性 变换 4 e GL(V) 完 成 从 一 个 基底 向 男 一 个 基底 的 转换 , 而 .A 对 应 一 个 
射影 变换 A e PGL(V)( 见 83). 利用 可 将 方程 式 两 端 乘 以 -1 这 样 一 条 性 质 , 我 们 可 以 
认为 , 在 q 的 规范 型 中 正 的 平方 项 的 个 数 不 少 于 一 半 . 还 需要 回忆 对 于 实 二 次 型 的 惯 
性 定律 . 最 终 我 们 就 得 到 下 列 命题 . 

定理 1 nn 维 射 影 空 间 P(V) 中 , 所 有 的 非 二 重子 空间 的 二 次 曲面 C 都 等 价 于 一 个 
具有 圆锥 方程 式 


Z20 十 … 十 太一 2 r=0, [r/2]<s<r (2) 
的 二 次 曲面 . 

为 使 P(V) 中 的 两 个 二 次 曲面 射影 等 价 ,， 必 要 而 且 只 要 ,它们 的 方程 式 的 左 侧 具 
有 相同 的 秩 和 相同 的 符号 差 (已 假定 指标 满足 s < Ir/2]). 

2. 射影 一 次 曲面 的 例子 与 表现 我 们 看 到 , 射影 二 次 曲面 的 分 类 与 仿 射 几 何以 
及 欧 几 里 得 几何 相 比 , 最 为 简单 . $3 的 例 1 可 以 算得 上 是 一 个 极 好 的 解释 : 仿 射 的 不 
同 的 椭圆 、 抛物线 和 双 曲 线 却 在 不 同 的 仿 射 图 中 对 应 同一 种 射影 曲线 . 类 似 的 情形 ， 
在 高 维 情况 下 也 会 出 现 . 如 , 在 P3 中 ， 有 了 两 个 不 同 的 非 退 化 的 二 次 曲面 ， 它们 分 别 由 
方程 式 


2 2, 2 2 2 ， 2 2 ,2 
a 十 ai 十 a2 一 aa 三 0， ai 十 ai 一 az 一 aa=0 (3) 


对 应 . 

二 次 曲面 C: 8 十 3 十 3 一 2 = 0 可 引出 椭 球 面 、 双 叶 双 曲面 和 椭圆 抛物 面 : 第 
一 种 情形 对 应 图 Es = es + WW, 第 二 种 情形 对 应 图 Eo,E1 或 Es, 而 第 三 种 情形 的 对 应 
图 在 新 的 坐标 系 


Po=a0, B=al, Po=as—aQs3, Ps= Qos+toa 
之 下 给 出 会 更 方便 些 , 此 时 , 二 次 曲面 G 的 方程 式 可 记 成 形 如 
Bo + Bi + Bpbs = 0, 
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它 在 图 E’ = es 二 WW 中 对 应 椭圆 抛物 面 . 在 这 三 种 情形 下 , 仿 射 二 次 曲面 Cu。 与 无 穷 远 
射影 平面 P(V) 的 交集 是 有 区 别 的 : 

Co 中 P(V3) = 2, 如果 Cu。 是 个 椭 球 面 ; 

Ca MP(WV2) 是 个 圆周 , 如 果 C6 是 双 叶 双 曲 面 ; 

Ca 中 P(V3) 是 二 重点 (0 : 0 : 1 : 0), 如 果 C6 是 个 椭 球 抛物 面 . 

类 似 地 可 以 说 明 , 对 应 (3) 的 第 二 个 方程 式 的 二 次 曲面 可 引出 单 叶 双 曲面 和 双 曲 
抛物 面 , 不 难得 出 一 般 情 况 下 射影 二 次 曲面 在 仿 射 图 (下 ,再 ) 上 的 公式 (1)( 非 空 的 ,而 且 
不 是 二 重子 空间 ). 总 能 在 空间 V 中 选择 一 个 基底 (eo,e1,… ,en) 使 得 双 曲 面 E 和 Eo = 
eo 十 Ww 重合 . 于 是 B® = Bo ' 且 在 稚 标 系 {eo;e1， … ,en} 之 下 ,二 次 曲面 $ = CNE = 

$Bo(C) 由 方程 式 


Q (eo 十 y) = > (Pi YiYi 十 2 > (PiQ0Yi 十 %200 (4) 
2 二 1 ?一 ] 


决定 . 
条 件 (oi) 头 0 足够 使 以 (4) 为 方程 式 的 二 次 曲面 5 不 为 零 ,也 不 为 二 重子 空间 . 
际 上 ,在 相反 的 情况 下 ,二 次 函数 Q@ 必 然 在 某 个 坐标 系 {f0; 主 ,… ,二 之 下 形 如 


7T 
(P+) 
t=1 


其 中 e = 0 或 = 1， 于 是 , 射影 二 次 曲面 在 基底 (f;) 之 下 的 齐 次 坐标 必然 
是 5 孚 = 喊 者 2 学 0 但 是 这 文 不 可 能 . 


反之 所 有 的 仿 射 二 次 曲面 5( 非 零 的 日 不 为 二 重子 空间 ， 所 说 的 (都 是 PLD 中 
个 射影 二 次 曲面 的 精确 的 表达 . 实际 上 ,二 次 曲面 5 的 方程 式 (4) 在 坐标 系 {eo; e1,… ， 
oj) 之 下 对 应 形 如 (1 ) 的 一 次 函数 9 和 圆锥 C 因为 (qi;)? 天 0, 所 LA (pi;)? 0. 其 次 ， 如 


果 在 某 个 坐标 之 下 g(z) = 四 2 那么 , C 就 是 个 平面 ,这 是 不 可 能 的 , 因为 交集 5 = 


C 下 是 个 二 次 曲面 . 换 句 话说 ,g(x) = 0 是 射影 二 次 曲面 C 的 方程 式 且 5 是 C 在 仿 射 
图 E 中 的 表现 .5S 同 时 还 是 射影 二 次 曲面 C' c P(V) 的 表现 , C' 的 方程 式 是 qi (x) = 0， 
那么 ,依据 $2 的 定理 1， 对 应 的 二 次 函数 @ 和 Qi 就 应 该 是 成 比例 的 此 时 ，g 和 qi 成 比 
例 , 所 以 , C = C/. 

把 注意 力 集中 到 这 样 的 一 个 事实 上 , 即 在 射影 空间 里 , 柱 面 和 锥 面 之 间 的 所 有 差 
别 都 被 磨 光 了 . 事实 在 于 , 所 有 的 柱 面 的 直 母 线 从 仿 射 的 观点 来 看 都 是 平行 的 , 相交 
于 无 穷 远 点 . 我 们 说 , 3 维 的 仿 射 空间 中 的 锥 面 z? + z2 -- x3 = 0, 椭圆 柱 面 、 抛 物 柱 面 
和 双 曲 柱 面 都 不 过 是 3 维 的 射影 空间 中 同一 个 柱 面 o? + 82 - ?72 = 0 的 不 同 的 仿 射 图 
的 表达 而 已 . 
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3. 直线 与 射影 二 次 曲面 的 交 ”正如 我 们 所 期 待 的 那样 , 任意 射影 二 次 曲面 与 任 
意 直 线 必 有 非 空 的 交集 (与 仿 射 情形 不 同 ). 
也 就 是 说 , 设 二 次 曲面 C 由 方程 式 (1) 给 定 ， 而 直线 是 形 如 


Ti= Nait+vbi, i=0,1,: (5) 
的 方程 式 ,其 中 & = (ao :al :… : an),b = (bo : b1 : … : b) 是 在 直线 上 的 两 个 点 . 
把 (5) 代 入 (1) 中 之 后 ,我 们 得 到 方程 式 

aq(a)p* +2f(a,b)pv +a(b)w = 0. : (6) 


我 们 感 兴趣 的 是 解 (u,v) 关 (0,0), 因为 坐标 zo,… ,zw 不 应 当 同 时 转化 为 零 . 

如 果 

D= f(a,b)? — g(a)q(b) #0, 

那么 , 我 们 得 到 两 个 解 , 对 应 直线 与 二 次 曲面 C 的 两 个 不 同 的 交点 (可 能 是 复 共 斩 的 ). 

如 果 D = 0, 但 并 不 是 所 有 的 g(a), g(b), f(a, b) 都 等 于 稚 ， 那么 , 直线 与 二 次 曲面 
有 一 个 二 重 的 共同 点 .如 果 这 一 点 ;不 是 奇 点 ， 即 汉 天 0 至 少 对 某 一 个 ;成 立 , 那 
么 , 在 这 一 点 直线 与 二 次 曲面 相 切 . 

最 后 , 当 

q(a) = q(b) = f(a,b)=0 

时 , 方程 式 (6) 转 化 成 一 个 恒等式 , 且 直 线 (5) 整 个 地 位 于 二 次 曲面 C 之 中 , 成 为 它 的 一 
条 直 和 母线 . 

我 们 看 得 出 来 , 渐 近 方向 的 概念 对 于 射影 二 次 曲面 而 言 没有 任何 意义 . 

4. 关于 射影 二 次 曲面 的 一 般 说 明 1) 考察 点 a e P(V) 和 方程 式 


= 3 Pij QiT; = 0, (7) 


27=0 
其 中 , /是 个 双 线 性 型 , 与 q 配 极 . 如 果 所 有 的 zi 的 系数 都 能 转化 为 零 , 那么 


Po0Q0 十 10Q1 十"… 十 Ppn0Qn 一 0, 
oi. (8) 
Pona0 十 pinal 十 … 十 nnan = 0, 


而 且 因 为 所 有 的 齐 次 坐标 ai 不 同时 为 零 ， 放 (8) 等 价 于 条 件 det(2.)8 - = 0. 这 样 一 来 ， 

只 有 在 二 次 曲面 C 退 化 的 : 稍 形 (q(x) = = 0), 表达 式 (7) 才 能 是 其 上 带 有 2 的 一 个 恒等式 ， 
这 时 , 5 为 一 个 奇 点 . 

除去 上 面 所 研究 过 的 情况 , 我 们 看 到 方程 (7) 在 P( 广 中 确定 了 一 个 超 曲 面世 它 称 

为 点 a 关于 二 次 曲面 C 的 配 极 . 称 点 4 是 自己 配 极 的 HI 的 极点 . 明显 的 , 只 有 当 a e C 时 ， 
点 0 的 配 极 I 通 过 0. 
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任意 一 个 双 曲 面 工 : 


poxzo 十 PiX1 十 … 十 pnXn 三 0 


都 有 唯一 的 一 个 相对 于 任意 一 个 非 退 化 的 二 次 曲面 G c P(V) 的 极点 . 实际 
上 , 在 det(wpi;)3 关 0 的 情形 , 方程 组 


PoijQ0 十 %1701 + + pnian =p;, 0<I&n, 


有 而 且 只 有 一 个 解 . 

2) 二 次 曲面 完全 可 以 作为 一 个 一 般 的 代数 流 形 自然 地 用 复数 的 观点 加 以 研 
究 . 也 就 是 说 , 在 CP"* 中 的 复 的 射影 流 形 有 可 能 给 出 (在 没有 实数 解 的 情况 下 ) 更 
加 精致 化 的 拆 分 ,这 就 需要 回顾 有 关 实 系数 多 项 式 根 的 问题 . 在 [BA 工 ] 中 , 我 们 
知道 , 只 有 运用 复数 域 C, 才 允 许 给 出 这 一 类 问题 的 穷尽 解 . 在 参考 书 [2] 的 第 3 部 
分 引进 了 RP" 和 CP" 的 直观 比较 , 这 个 时 候 , 精髓 在 第 3 章 84 的 实数 域 R 上 的 射影 空 
间 P(Y) 的 复 扩张 P(VS) 起 重要 作用 .标准 嵌入 c VC 允许 把 V 中 的 每 一 条 RR 直线 
与 它 的 复 扩张 一 -在 VC 中 的 C 直 线 看 成 是 同一 个 东西 . 这 样 , 就 定义 了 藤 人 了 P(V) c 
P(V*). 在 P(VC) 中 的 点 就 是 实 的 射影 空间 P(V) 的 “ 复 点 ”. 


习 题 
1. 试验 证 , 在 空间 民 P* 中 有 八 类 射影 等 价 的 二 次 曲面 (包括 零 二 次 曲面 , 退化 二 次 曲面 以 及 二 
重子 空间 ), 在 适当 的 齐 次 坐标 系 之 下 , 这 些 等 价 类 可 由 方程 式 
(1) 6 二 + 妈 十 2 二 妈 =0; (2) 总 + 主 二 总 一 总 = 0 
(3) +62-6=0; (总 二 生生 = 0; 


(5) 上 十 纤 一 总 =0; (6) & +é£2=0; 
(7) 6&6 —=0; (8) £6 =0 
分 别 给 出 来 . 


2. 利用 习题 1 和 习题 5.2.1, 指出 (1) 一 (3) 型 的 二 次 曲面 的 仿 射 表达 . 


在 整个 的 教学 过 程 中 , 我 们 需要 和 这 样 一 些 数学 概念 打交道 , 如 , 域外 上 的 向 量 
空间 V, 与 V 共 绒 (或 对 偶 ) 的 线性 函数 空间 Y*, V 上 的 双 线 性 型 的 空间 Lo(V, f),V 上 
的 线性 算 子 空间 L(V) := L(V,V)( 经 常用 End V 或 者 Hom(V,V) 代 表 ), 等 等 . 甚至 , 还 
引进 了 半 线 性 变换 空间 ( 见 第 1 章 84 的 第 1 目 ). 照例 , 以 V, V*, L(V, 骨 以 及 其 他 空间 的 
元 素 的 各 种 计算 是 在 选择 了 基底 且 描 述 了 (向 量 , 线性 型 和 双 线 性 型 的 ) 坐 标 向 新 的 
基底 转换 时 的 变换 规律 之 后 才能 更 有 效 地 进行 . 现在 , 我 们 准备 用 统一 的 观点 研究 
所 有 上 述 的 概念 并 且 导 出 某 种 形式 体系 或 顺序 上 的 计算 , 这 些 东 西 产生 于 而 且 被 成 
功 地 运用 于 物理 学 和 几何 学 中 . 


81 张 量 计算 初步 
1. 张 量 的 概念 ”为 了 可 以 达到 更 广泛 合理 的 概括 性 , 我 们 仅 限 于 讨论 茶 些 特殊 
类 型 的 多 线性 变换 . 
定义 1] 设 RR 是 个 域 , V 是 上 的 向 量 空 间 , V* 是 V 的 共 轿 空间 , p 和 g 都 是 大 于 等 
于 零 的 整数 ， 
V?x(V) i=Vx:..…xVxV xV 
A A 


是 p 重 空间 V 和 g 重 空间 V* 的 笛 卡 儿 积 . 所 有 的 p 十 gq 重 线性 映射 
f:V?x(V*) I 一 只 


都 被 称 为 是 V 上 的 (p,q) 型 , p 十 g 价 (或 秩 ) 的 张 量 . 同样 , 也 说 f 是 一 个 p 次 共 变 且 gq 次 反 
变 的 混合 张 量 . 当 p = 0 时 , 就 简单 地 说 f 是 反 变 的 , 而 当 9 = 0, 则 说 是 共 变 的 . 
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特殊 的 , (1, 0) 型 的 张 量 就 是 通常 的 V 上 的 线性 函数 , 也 就 是 V* 的 一 个 元 素 , 而 (0， 
1) 型 张 量 就 是 V* 上 的 一 个 线性 函数 , 也 就 是 V* 的 一 个 元 素 . 但 是 , 由 于 有 限 维 空间 
的 目 反 性 (第 1 章 83 的 定理 2), 在 V 和 V** 之 间 存 在 自然 同 构 , 允许 把 po e V** 与 某 个 向 
量 xe eV 等 同 起 来 (或 者 把 向 量 x 与 线性 函数 ee V* 等 同 起 来 ). 这 个 等 同 可 以 在 线 
性 函数 的 记 法 

f(x) = (f,x) (1) 
之 下 实现 , 这 个 记 法 前 面 已 经 使 用 过 了 . 当 f 固 定时 , 这 是 V 上 的 一 个 线性 函数 ,而 
当 x 固 定时 , 它 就 是 Y* 上 的 一 个 线性 函数 . 换言之 , (0, 1) 型 张 量 可 以 认为 是 一 个 向 量 ， 
也 就 是 V 的 一 个 元 素 . 

进一步 , (2, 0) 型 的 共 变 张 量 显然 是 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 , 而 (0, 2) 型 的 反 变 张 
量 就 是 V* 上 的 一 个 双 线 性 函数 . 

最 简单 的 混合 型 张 量 , 即 (1, 1) 型 张 量 的 解释 是 贷 有 兴趣 的 . 按 定义 f(x,wu) 是 个 
对 x se V 和 对 w < V* 均 有 线性 性 的 函数 . 对 任意 固定 的 x, 函数 对 wu 而 言 是 线性 的 , 所 
以 , 能 够 找到 x e V, 使 得 

f (x, u) = (u, Fx) (2) 


(我 们 利用 了 记 法 (1)). 因为 f(ax + By,w) = ax 十 BFy 所 以 
(wox+ By)) = al Fx) + Plu, Fy) = (uaFx+ BFy), 


从 而 有 
F(ax+PBy) = afx+ PFy, 


也 就 是 说 , 是 V 上 的 线性 算 子 . 反 过 来 , 对 每 个 Fe L(V), 按照 公式 (2) 建 立 函 数 f: 
V x V* 一 人 它 对 于 x e V 和 wu e V* 都 是 线性 的 . 明显 地 , f 一 大 是 个 双 射 . 这 样 一 
来 , 每 个 (1, 1) 型 张 量 都 对 应 而 且 是 唯一 确定 的 V 上 的 一 个 线性 算 子 . 

还 要 约定 , 把 (0, 0) 型 张 量 理解 为 一 个 纯 量 ( 域 R 的 元 素 ). 我 们 可 以 得 出 这 样 的 结 
论 , 所 有 的 秩 < 2 的 张 量 , 对 我 们 来 说 , 都 是 熟悉 的 . 

V 上 所 有 (p,q) 型 张 量 的 集合 TP;? = Ta(V) 构 成 一 个 向 量 空 间 . 事实 上 , 如 果 f,g e 
T8(V) 且 a, 6 e€ %, 那么 , 自然 地 可 以 把 af + Bg 理解 为 一 个 张 量 , 它 由 公式 


(af + Bg)(vi1,.…: ) VDp)V1 , Ug) 


= Qf (v1,.… Vp; U1, ** , Ug) + Bf (V1, Vp; Ul,* , Ug) 


(3) 
来 定义 . 
2. 张 量 的 乘积 ”首先 , 设 

J:Vix:.£xV— Rg:Wix...xW,—R 


是 任意 的 多 线性 型 . 这 意味 着 , Vi, Wj; 是 相互 之 间 没 有 任何 关系 的 向 量 空间 . 
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定义 2 把 f 和 g 的 张 量 积 理 解 为 映射 
f@g:VxxVxWx..…xW,—R, 
它 用 公式 
(fg@a(v sy Ver; WI, ,We) = f(V1,*** ,Vr)g(W1,*** ,Ws) 


定义 . 要 从 本 质 上 强调 , 变量 Vi; 和 变量 wj 是 没有 关系 的 . 

显然 , fg 是 一 个 多 线性 映射 , 所 以 , 可 以 打 一 个 比喻 , 在 Vi,… ,Vr; W2,…… ,Ws 
固定 时 , 我 们 就 得 一 个 函数 , 它 与 g(w1,… ) 成 比例 , 对 wa 是 线性 的 . 

如 果 , 比如 说 , fj 和 9 是 Y 上 的 线性 函数 , 那么 


(f ® g)(x,y) = f(x)g(y) 


就 是 一 个 特殊 类 型 的 双 线 性 函数 , 而 且 , 这 个 平平 常常 的 例子 说 明 , 我 们 没有 任何 资 
本 期 待 等 式 f @ g = g @ f. 事实 上 ， 


(g ® f)(x,y) = f(y)9(x) # f(x)g(y) = (f ® 9)(x,y). 
同时 , 对 任意 三 个 多 线性 函数 (例如 , h : Ui x … x Ui 一 用, 结合 律 是 满足 的 
(f 8®g9) Bh=f8(g98h. (4) 
这 是 因为 , 作为 函数 , 左 侧 和 右 侧 都 与 
jw Vr)g lw ,Ws)h(u1,... , ut) 


重合 . 
现在 设 f 是 (p, gq) 型 张 量 , g 是 (7, s) 型 张 量 , 那么 f @ 9 就 是 在 笛 卡 儿 积 


yp x (V*) x V' x (V*)s 
上 的 多 线性 函数 . 把 这 个 笛 卡 儿 积 与 
VP?tr x (yat 
等 同 起 来 . 对 所 有 的 vi e V, wj eE V*, 用 公式 
(f ® 9)Vi, ,Vprr; Ul ,Ugts) 
=f(vi. ,Vou Ua) Vote Vopr; Ugtl;:* ;Ugts) (5) 


加 以 定义 , 我 们 可 以 把 f @ g 作 为 VY 上 的 (p 十 7,q 十 s) 型 的 张 量 进行 研究 . 
在 下 面 , 用 来 区 别 不 同类 型 变量 的 分 号 , 依照 惯例 , 将 会 省 略 挥 . 
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定义 3 称 由 公式 (5) 给 定 的 张 量 / @ 9 是 张 量 F 和 张 量 0 的 ( 张 量 ) 乘 积 . 

例 1 设 f,g,h 是 V 上 的 三 个 线性 函数 , 而 a 和 b 是 V 中 的 两 个 向 量 . 正如 我 们 从 前 
说 明 过 的 , 按 已 知 的 等 同 式 , 可 以 把 它们 说 成 是 三 个 (1， 0 于 号 最 /9 h 和 两 个 (0, 1) 型 
张 量 a, b, 在 这 种 情况 下 , 就 可 以 把 张 量 


上 一 J1@9@1@aGhb 
说 成 是 (3, 9) 型 的 . 如 果 x, y, ze Vu,v €E V*, 那么 ， 
t(x,y,2,u,v) = f(x)g(y)h(z)a(u)b(v), 


其 中 a(w),b(v) 应 该 理解 为 用 公式 (1) 确 定 的 表达 式 :a(w)=(a, 4)=(v, a)=u(a). 
由 公式 (5) 和 张 量 线性 组 合 af + Bg 的 定义 (3) 可 以 看 出 , 张 量 的 乘积 具有 分 配 律 


(af + Pg) Bh=af ht+pPg®h, 


6 
h®(af+i+pBg)=ah®f+t+bh® yg. (6) 


综 上 所 述 : 

1) 对 任意 类 型 的 张 量 定义 了 乘积 运算 @; 

2) 乘积 的 价 等 于 各 因子 的 价 之 和 ; 

3) 张 量 乘 积 是 结合 的 而 且 是 分 配 的 , 但 不 是 交换 的 . 

3. 张 量 的 坐标 ”我们 已 经 开始 感觉 到 要 清楚 地 区 分 V 的 元 素 和 V* 的 元 素 的 必要 
性 . 按照 经 典 的 理解 , 张 量 分 析 开 始 于 在 空间 T4(V) 中 选择 基底 , 并 用 自己 的 坐标 去 
刻画 张 量 . 通常 , 在 V 和 V* 选 择 ( 相 互 ) 对 偶 的 基底 


V = (el …… ,en), V* = (e',... ,e”), 


并 且 在 基底 的 向 量 之 间 按 上 面 说 的 办 法 排列 指标 . 为 有 直观 性 , 在 我 们 这 里 , 指标 在 
上 方 的 向 量 采 用 平常 的 字体 印刷 . 在 对 应 的 坐标 中 , 指标 的 排列 是 “对 立 ” 的 , 即 , 我 
们 设 x € V, x = > aocei f eV"*, f= 》 Bjei. 回顾 

a 了 


et 7] 
1,1=), 


= (f,x) = 2 ob: 


上 方 的 指标 绝对 不 可 以 与 能 够 判断 出 来 的 方 守 次 数 混淆 起 来 . 不 过 , 在 我 们 这 里 将 
不 会 遇 到 这 种 情况 . 

在 张 量 分 析 中 , 通常 按 所 谓 的 哑 指 标 来 引入 对 称 性 , 我 们 在 前 面 已 经 遇 到 它 一 
次 , 在 后 面 还 会 遇 到 它 一 次 . 所 以 , 一 些 经 常 接触 张 量 的 人 , 就 默认 逐次 做 和 , 而 把 求 
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和 号 约定 可 以 省 略 . 例如 , 把 x = azet 和 x = 5- aie; 等 同 起 来 . 我 们 不 赞成 这 个 约定 ， 
但 是 , 约定 按 不 同 的 指标 求 和 可 以 用 最 简单 的 一 个 和 号 来 代替 , 即 


而 且 不 申明 求 和 的 界限 ， 因 为 根据 上 下 文 , 很 明显 , 指标 取 什 么 值 (通常 由 1 到 n = 
dim V). 
设 给 定 了 一 个 (p, gq) 型 张 量 T, 它 的 值 可 表达 成 


Th := T(e;,,……: , ©i,) E71 ,+ , e7a (8) 


的 形式 . 
定义 4 称 数 TI 各 是 张 量 T 在 基底 (el， … ,en) 之 下 的 坐标 (系数 , 或 者 分 量 ). 
我 们 赋予 这 个 定义 惯用 的 思 思想 , 在 (p,q) 型 张 量 的 空间 T?;x 本 和 号 中 选择 一 适当 的 
基底 , 也 就 是 考察 被 称 之 为 可 分 解 的 (p, g) 型 张 量 


e1®@...®e? Be B®e,, (9) 


而 且 , 如 同 从 前 做 过 的 一 样 ， ee ja 与 V* 上 的 线性 函数 ey(f) = f(e;) = (f,e;) 等 
同 起 来 . 因为 (e’, ez) 一 0;， (ex, e* )- 一 Ok ) 所 以 


(e ® "Be en B..®ej)(e,.. ei, ej ,el) = 6 07601. 07 (10) 


2 J1 
构 作 张 量 
一 >》 Te 办 .……. ® e'? ©® ej @... ® @j,, 
4,7 
它 是 张 量 (9) 以 (8) 为 系数 的 线性 组 合 . 利用 公式 (3) 和 (10), 我 们 得 到 


] 】 971… :Ia 
Ti(ei,.* ,eipye2 ea) 一 了 ‘ip ) 


也 就 是 说 它 恰 恰 是 张 量 Z 的 坐标 ( 见 (8)). 但 是 , 张 量 7 的 坐标 是 完全 确定 , 因为 , 根据 
它 的 多 重 线性 性 质 , 对 任意 向 量 


21 ip 
以 及 线性 型 
ul 一 Yone’ ，,"** ,Ud 一 On e79 
J1 ja 
有 


T(x1, 站 , Xp L ” ,24 1) 一 2 全 én “p'? on “Tja: (11) 
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在 这 个 关系 中 只 要 我 们 回顾 一 下 双 线 性 型 1 :V? 一 名 并 将 它 记 成 f(x,y) = 
5 、 fi zi yj. 唯一 不 同 之 处 在 于 指标 的 标记 方式 . 现在 ， ee friy. 


” 如 果 张 量 T 和 张 量 T 的 坐标 重合 , 张 量 本 身 就 应 当 重合 


T=) Te @...@er@e BO. (12) 
i 


特别 地 ， 每 个 双 线性 型 /应 形 如 
f= 2 fije’ ® e7. 


剩 下 来 还 需要 指明 的 是 ， 对 应 不 同 的 配套 指标 … ,ip, 用,… ,jjq, 型 (9) 的 可 分 
解 张 量 是 线性 无 关 的 . 这 可 以 由 计算 它们 值 的 规则 (10) 直 接 得 到 . 事实 上 , 假 大 存在 
一 个 线性 关系 式 

>》 Nfer ®...®er Be 8...®e, =0, 
它 以 M2 € 为 系数 ， 即 可 转向 这 个 等 式 的 左 侧 如 同 前 面 处 理 张 量 九 一 样 , 可 以 
直接 导出 结论 , 1,7? = 0 
空间 T?; 4 的 维 数 等 于 (9 ) 中 不 同 的 基底 向 量 的 个 数 . 从 而 它 与 p + g 个 指标 i1，… ， 
ip, 族 ,"… ; 方 的 所 有 不 同 的 选择 的 个 数 "z+? 相 同 , 因为 每 个 指标 都 可 以 不 依赖 其 他 指 
标 从 1 取 到 ”. 张 量 坐 标 (8) 很 容易 理解 的 直观 性 使 得 可 以 把 它 排 成 一 个 空间 立体 表 的 
形式 . 立方 体 的 维 数 等 于 T 的 价 数 . 我 们 熟知 的 行 , 列 , 方 阵 都 是 这 种 (p+ q) 维 表 的 特 
殊 情 形 . i 
将 上 面 所 讲 的 总 结 为 下 述 论断 . 
定理 1 V 上 的 (p;g) 型 张 量 构 成 一 个 n?t4 维 的 向 量 空 间 T4(V), 它 以 


E118:..®er eB:..®ej, 


构成 一 个 基底 , 其 中 (el1,.… ,en) 是 空间 V 的 一 个 基底 , 而 (el,.… ,en) 是 空间 V* 的 对 
偶 的 基底 . 

存在 而 且 唯 一 地 存在 一 个 张 量 , 它 具有 预先 给 定 的 坐标 7 2 

4. 在 不 同 坐 标 系 中 的 张 量 我 们 需要 得 到 一 个 向 新 的 基底 转化 时 张 量 坐 标的 
替换 规则 . 设 (ei,… ,e) 是 空间 V 的 另外 一 个 基底 , (e?,… ,e”?) 是 V* 中 与 之 对 侦 的 
基底 . 而 4 = (ag) 是 (ey] 向 (gg) 的 转换 矩阵 和 矩阵 4 = (ai) 的 元 素 是 这 样 表达 的 , 上方 
的 指标 是 指 行 数 , 而 下 方 的 指标 是 指 列 数 . 在 这 些 表示 中 


人 ae hen 
用 B = (%) 代 表 由 (e’) 同 (e e 中 的 转换 矩阵 的 转 置 矩 阵 , 我 们 应 当 记 
ek 一 > 及 et. (14) 
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这 样 才能 按 着 “不 同 层次 ”同时 表示 指标 的 原则 严格 对 应 . 再 引进 一 个 辅助 
矩阵 B-! = C = (ci): 
e -D4 4 


J 


利用 基底 的 对 偶 性 质 , 可 以 得 到 
一 Cae ， e;) = e*, e’) = (e*, > _ajes) = a7. 


由 此 可 见 , C = 4, 而 且 


e = 


其 次 , B = 4-!, 同时 我 们 可 以 看 出 由 (ei) 向 (e“) 的 转换 和 矩阵 就 是 矩阵 :B = (4-0 = 
th-1 它 被 称 为 4 的 转 置 逆 和 矩阵 . 
现在 , 来 求 出 我 们 的 张 量 7 在 基底 


elil 四.….Qe' Q@ej， @@.G@ey 
之 下 的 坐标 7'3 加 . 按 定义 ( 见 (8))， 


。 。 ff fl 
eo. . 7 7 1 / 
T= > Te ® Be = Te 8...®e), 
1 2 9 
2,7 


CE p 1 了 1… jg J1* “Ja ?1 
_y ( (> 0 PT Qy j2)e B® ej,. 


换言之 , 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 2 当 由 空间 V 和 V* 的 对 偶 的 基底 (e;), (ei) 向 相同 的 空间 的 新 的 对 偶 的 基底 

按 公式 (13) 和 (14) 转 换 时 , (p, gq) 型 张 量 T 的 坐标 按 公 式 

Th = Do Ry (15) 
通常 说 , 公式 (15) 中 矩阵 4 = (o?) 在 张 量 坐标 的 上 指标 起 作用 ,而 矩阵 已 = (好 ) = 
4-1 在 下 指标 上 起 作用 . 

在 刚 开始 时 给 出 的 张 量 的 定义 现在 可 以 换 一 种 说 法 . en, 中 型 张 量 了 
是 与 空间 的 每 一 个 基底 联系 在 一 起 的 一 组 np+4 个 纯 量 T25 3 “(在 下 方 有 p 个 共 变 指标 ， 
而 在 上 方 有 gq 个 反 变 指标 ), 使 得 在 不 同 的 基底 之 下 对 应 光孝 组 个 此 之 间 用 关系 (18 

联系 起 来 . 

前 面 在 多 重 线 性 型 语言 上 的 陈述 的 张 量 的 作用 很 容易 在 坐标 基准 上 加 以 记叙 . 

比如 说 , 5S 和 7 是 同型 的 张 量 , 那么 , 它们 的 线性 组 合 wS + 86T 可 被 称 为 是 以 


QI ‘Ja + BTA 2 


21… “Lp 
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的 张 量 . 任意 型 张 量 (932 多 ) 和 任意 型 张 量 (Ra 准 ) 的 乘积 张 量 的 坐标 是 


TR (16) 


这 个 定义 , 实质 上 , 与 基底 的 选择 没有 关系 , 因为 把 变换 (15) 用 到 (16) 的 左 侧 就 会 在 右 
侧 的 因子 Q 和 之 间 引 出 成 比例 的 量 af , 

例 2 考察 V 上 的 线性 算 子 . 我 们 已 经 看 到 ( 见 例 1), 可 把 解释 成 (1, 1) 型 张 量 
这 与 矩阵 表达 是 一 致 的 . 如 果 V = (e1,… ,en) 且 Fes = 3 /iei, 那么 , 按 公式 向 新 


的 基底 


e'k 一 > arei, Ek 一 > bi.e,, 》 bia; = 0! 


转化 时 , 将 会 有 
> _f'ke, 一 Fe 和 一 >》 akFes 一 akfie; 一 > ,ak fi ose. 
s i 区 is 
进而 有 
fk= > akfibs, (17) 
2,J 


这 刚好 应 当 对 张 量 忆 =(j) 一 次 共 变 加 一 次 反 变 . 公式 (17) 的 另 一 种 表达 我 们 在 表达 
线性 算 子 在 不 同 基底 之 下 的 形式 时 已 经 遇见 过 了 . 

张 量 在 数学 和 物理 学 中 大 部 分 作为 服从 于 变换 原则 (15) 的 自然 客体 的 几何 对 象 . 
此 外 , 对 于 物理 学 , 最 重要 的 不 是 张 量 本 身 , 而 是 张 量 场 (曲率 张 量 , 引力 场 张 量 , 等 
等 ) 简单 说 来 , 可 以 把 张 量 场 理解 为 一 个 从 空间 V 到 所 有 给 定 类 型 的 张 量 的 集合 的 
一 个 映射 . 详情 可 见 [2] 第 4 章 88. 

5. 空间 的 张 量 积 张 量 的 张 量 积 运算 允许 自然 地 加 以 推广 , 这 在 微分 几 
何 学 , 群 的 表示 理论 和 数学 物理 中 有 各 式 各 样 的 应 用 . 不 追求 最 大 的 概括 性 , 
对 我 们 来 说 未 必 有 追求 一 般 性 的 必要 , (而 如 果 要 那样 做 , 这 种 引入 的 预先 设 
立 的 目标 是 什么 ? ) 我 们 只 限于 有 足够 的 兴趣 去 构造 向 量 空间 的 张 量 积 . 这 个 
构造 在 [BA 亚 ] 中 可 以 找到 应 用 . 

定理 3 设 V, W 是 域 RR 上 的 向 量 空间 .那么 , 存在 号 上 一 个 向 量 空间 T 和 一 个 双 
线性 映射 "Tr:V x W 一 工 ,， 满足 下 列 条 件 : 


k 
(T1) 如 有 果 v1， VE 和 V 是 线性 无 关 的 , 且 w1， … ,Wk GE W, 那么 ， YT(vi, wi) 一 


i=1 
0=> wi=0,.…,wex = 0; 
k 
(T2) 如 果 wi1,… ,Wk E W 是 线性 无 关 的 , 且 Vi,… ,Vk ET 那么 》T(vi wi) = 
i=1 
0=>vVv1i=0,.… ,vk = 0; 


(T3) 7 是 一 个 满 的 映射 , 也 就 是 


T= (7r(v,w)|lv eV,w ee W)e. 
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此 外 , 对 于 (7,T) 在 如 下 的 意义 下 是 具有 泛 性 的 , 如 果 任 意 一 个 向 量 空间 7 和 任 
意 一 个 双 线 性 映射 7':V x W 一 T' 作 成 的 对 (7',T'), 那么 , 一 定 可 以 找到 唯一 的 一 个 
线性 映射 o :人 一 了 使 得 对 任意 ve 人 岂 we 琵 都 有 Tvw) = o(7T(v,w)). 

证 明 下 面 仅 仅 给 出 一 些 必要 的 论断 的 草稿 . 

i) 如 果 V = (e1,… ,en)s,W = 但 ,fm)a 那么 , (T1) 一 (T3) 综 合 起 来 等 价 于 
唯一 性 条 件 : 癌 量 (ei;,fj)， 1 < i gn,1 < j<m 构成 空间 T 的 一 个 基底 . 

i) 对 于 域 A 上 任意 一 个 mn 维 向 量 空间 T, 映射 + 和 v = 》 aie;， w= 》 Bf 

a 7 


可 以 由 关系 式 
w) 一 >》 ijtiy 


;J 
来 定义 . 其 中 (tij|1 < i < n,1 < 7 < m) 是 T 的 基底 . 按照 1), 对 (7, 了 T) 满 足 条 件 (T1) 一 
(T3), 而 且 , 所 有 的 对 都 可 以 用 这 种 方式 得 到 . 
ii) 对 于 所 有 的 具有 一 个 双 线 性 映射 : V x W 一 T' 的 对 (7',T'), 我 们 可 定 
义 一 个 线性 映射 c : 了 一 TT， 令 a(》 Tijti) = NjT (esfj), 14; E 只 依照 i) 和 ii)， 
T'(V,W) = > aiBjT (ei,fy) = o(7 oiBjtiy) = o(T(V, Ww)). 反 过 来 :如 果 , alr(v w)) = 
7'(Vv,w), 那么 ， ol(tiy) = o(7T(ei,£;)) = 7 (ei, £;). | 
iv) 设 , 存在 两 个 都 具有 泛 性 的 对 (7,T)，(7,T'), 我 们 容易 发 现 c : T 一 T' 和 oo : 
7 一 T 实 际 上 是 互 逆 的 同 构 映 射 : go/ oo = er,o 00' = er. 这 样 一 来 ， 丰 兰 了 同时， 
同 构 映 射 c : T 一 T' 具 有 本 定理 的 叙述 中 的 性 质 . 口 
定义 5 称 给 定 的 空间 V, W 唯 一 确定 的 (精确 到 同 构 ) 对 (7,T) 是 这 两 个 向 量 空间 
的 张 量 乘积 . 
不 难说 明 , 在 预先 设 定 dimn T = nm 时 , 系统 (T1) 一 (T3) 中 的 条 件 (T1) 和 (T2) 是 可 
以 省 略 掉 的 , 剩 下 这 三 个 条 件 中 的 一 个 条 件 就 足以 定义 张 量 乘积 了 . 
记 T = V @s W 或 简单 地 记 为 V @ W, 我 们 还 应 当 理 解 ， 向 量 空 间 T 已 经 附加 
了 从 管 卡 儿 积 V x W 到 T 的 映射 (v, w) 一 v 8 w, 它 满足 (T1) 一 (T3)， 换言之 , 张 量 
积 V % W 的 元 素 力 是 有 序 对 Vv ® w, vey, we 全 以 8 的 元 素 为 系数 的 形式 上 的 线性 
组 合 . 这 个 时 候 , 被 设计 好 了 的 下 列 条 件 被 满足 


(Vi+V2)®BWwW—-viBw—v2®w=0, 

Ve(Wi+w2)—-V®@WiI—Vv®wo=)0, 
NNBOw—ve@AMW=0,A 和 ER, . (18) 
MV BwW)=AMVOW=v® MWw. 


由 定理 3 可 以 直接 看 出 来 , 双 射 映射 v@wmwa@v (ugvg@wmug@lvg 
Ww),V @ 和 入 己 和 A@Vv 忆 Av 可 以 建立 起 向 量 空间 之 间 的 同 构 ， 


VeoWSWeV, 
(USV SWESEUS(V YW), 
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VE®OARSEROVESEV 
可 把 它们 称 为 标准 同 构 (这 些 同 构 符 号 不 可 用 等 号 代替 ). 同样 , 分 配 律 也 是 满足 的 
(UVU@V)®SWEi(UVeoW) OVe®W), 


US®S(VO@W)SE(UVoV) GU SW). 


在 研究 结构 时 , 下 面 的 举措 应 该 是 把 空间 和 它 上 面 的 线性 算 子 综合 在 一 起 . 
定义 6 设 A:V 一 记 B: 玉 一 W 是 两 个 线性 算 子 . 称 线性 算 子 


A®B:V@OW—V®W, 
是 其 子 .4, 6B 的 张 量 积 , 它 按 规则 
(A®B)(v®w)= Av® Bw (19) 


起 作用 . (而 且 , 按照 线性 性 质 , (A®@B)(5_ (vi ®®wi)) = Avi® Bw:). 
明显 地 , 这 个 定义 与 关系 式 (18) 是 一 致 的 . 例如 


A(Vi+v2)® Bw— Avi®Bw— Av»® Bw 
一 (Avi+ Av2)® Bw— Avi® Bw— Av>® Bw=0. 


所 以 , A@ BB 在 V @W 上 的 作用 是 确切 给 定 了 的 . 我 们 同样 地 注意 到 , 由 (19) 可 直接 计 
算出 关系 式 
(A®B)(C®D)= AC® BD, 


(A+C)®B=A8®B+C®SB, 
A®(B+D)=A®B+AQD, 
A®AMAB=AA®B= A(A®B). 
我 们 把 它们 留 给 读者 去 验证 . 
和 从 前 一 样 , 设 V = (e1,… ,en)，W = 二,…: ,fx). 在 基底 
(el 四 五 ,… , el ® fn,,* ,en @ fi,.…- ,en ® fn,) 
之 下 , 算 子 4@ 8 的 矩阵 4 @ B 是 nm x nm 维 的 . 我 们 记 下 


Ae; = Qi, Bf; = brijfy,, 
i/ 了 


(A®B)(ei; Bf;) = > Qibliier Bfy. 


Ta 
,J 
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这 就 是 谨 ， 由 4 = (Qii), B = (873), 可 以 得 到 


Q11 已 al 已 :1:. QnmB 
A@ B= (Qa)) = Q21B Q22B 1:: QonB (20) 
Qn1IB Qn2B 1:.: QnnB 
特别 地 , 对 于 迹 , 我 们 有 公式 
trA®B=atrB+i..…++ anntrB = trA :trB. (21) 


可 以 顺便 指出 


det A® B= det((A® En)(En ® B)) 
= det(A® Em) . det(En, ® B)= (det A)™(det B)”, 


所 以 , 线性 算 子 4 和 8 的 非 退化 性 可 以 导出 它们 的 张 量 乘积 4 @ 8 的 非 退 化 性 . 
公式 (21) 和 (22) 在 群 表示 论 中 经 常 使 用 . 
习 卉 


1. 克 罗 内 克 符号 . 验证 , 果 是 Ti1(V) 的 一 个 元 素 , 它 代表 空间 V 到 自己 的 恒 等 映 射 . 
2. 度量 张 量 . 设 V=(e1,.…. ,em》R 是 带 有 纯 量 乘积 的 欧 几 里 得 空间 , 由 正定 的 双 线 性 型 


(22) 


(x |y)= g(x,y) = >》 gi7'7’, gi; = g(ei,e;) 
2 了 7 


给 出 这 个 纯 量 积 (遵循 在 几何 学 中 采用 的 惯例 , 这 里 我 们 用 字母 g 和 符号 gij). 通常, 称 Go 二 (gj) 是 
空间 V 的 ((2, 0) 型 的 ) 度 量 张 量 . 这 样 一 来 , 度量 张 量 的 分 量 就 是 纯 量 积 对 于 V 的 一 个 适当 的 基底 
的 格拉 姆 矩阵 的 元 素 . 

现在 , 我 们 回忆 一 下 与 欧 几 里 得 空间 V 标 准 同 构 的 对 偶 空间 V*, 且 把 V 的 基底 (ei) 和 空间 V* 的 
对 偶 基底 (e ) 等 同 起 来 :(ei |+) 二 e'( 见 第 3 章 81 的 (13)). 如 果 g%5 二 g(e',e’), 那么 , G9 = (g5) 同 
样 地 被 称 为 是 空间 V 的 度量 张 量 (现在 已 经 是 (0, 2) 型 了 ). 这 个 时 候 , gij 和 952 是 度量 张 量 G 的 共 变 
坐标 和 反 变 坐标 . 

试验 证 , G0Go = 万 , 也 就 是 

>》 959gj 一 05. 
J 


3. 纯 量 域 的 提升 . 设 V 是 个 以 (e1,.… ,en) 为 基底 的 实 向 量 空间 , V 是 它 的 复 化 空间 ( 见 第 3 
章 84 的 第 3 目 ). 因为 复数 域 C 是 实数 域 民 上 的 向 量 空间 . (1, 让 是 它 的 一 个 基底 , 我们 就 可 以 构造 一 
个 向 量 空 间 
C®OV=(l®el,...,l®en,i®del,...,1i® en). 
试验 证 , 及 线性 映射 
R@V —V:1®ex Pek, 1@ek 上 7ek 


82 ” 张 量 的 卷 积 , 对 称 化 与 交错 化 237 . 


定义 了 C@V 与 V ‘之 间 的 同 构 映射 . 
更 一 般 地 , 设 由 是 域 @8 的 子 域 , 了 是 域 六 上 的 向 量 空间 . 开始 时 把 看 成 人 上 的 一 个 向 量 空间 , 我 
们 构 作 张 量 积 L Ba TY. 此 后 , 在 其 上 引进 & 上 的 向 量 空间 结构 , 该 结构 中 , 用 a € & 做 纯 量 乘法 是 


a(D@X) 一 (ab)@Xx a,bEeL,xETV. 


证 明 这 个 定义 的 适 定 性 . 

4. 设 , dim Y > 1, dim 人 > 1. 试 说 明 , 在 张 量 积 V@ W 中 存在 这 样 的 元 素 , 它 不 能 简单 的 
表达 成 V @ Ww 的 形式 . 

5. 设 4, B 都 是 可 北方 阵 , 试 给 出 A @ B 的 逆 和 矩阵 . 


6. 把 矩阵 
BiiA PizA :1:: PimA 
B21A pz4 1:. bomA 
与 分 块 矩 阵 (20) 加 以 比较 . 


7. 对 于 阶 数 分 别 为 mn 和 和 mm 的 带 有 复 系 数 的 方 阵 4, B, 利用 它们 可 以 被 化 成 三 角形 和 撼 阵 的 性 质 
证 明 公 式 (22). 


1. 张 量 的 卷 积 ” 设 线性 算 子 三: Y 一 VV 在 基底 (el,…… ,en) 之 下 的 矩阵 是 FF = 
(有 i), 可 以 用 不 变 的 方式 定义 算 子 的 迹 ( 见 第 2 章 82): 


trF= 》 fi. 


迹 的 不 变性 , 即 它 不 依赖 于 基底 的 选择 , 很 容易 从 $1 的 公式 (17) 看 出 来 ， 把 (fi) 解释 
成 (1, 1) 型 的 张 量 , 因为 在 基底 (e!) 之 下 , 我 们 有 
> = > of 0 2 有 = 2 fi = 2 fi =trF. 
i,j,k k i i 

在 张 量 分 析 中 , 一 个 与 迹 相关 联 的 算 子 会 对 应 更 一 般 的 对 合算 子 . 为 了 给 出 它 
的 定义 , 最 简单 地 , 暂时 把 (p, q) 混 合 型 张 量 T 与 作为 一 个 p+q 重 的 多 线性 型 在 任意 问 
量 xi1,… ,xp EV 以 及 wi,… ,ug EeE V* 处 的 值 等 同 起 来 . 把 除 xw 和 ws 外 的 所 有 变量 都 
固定 , 我 们 得 到 多 线性 型 


fxr, us) := TT xxr ,Wes ). 


定义 1 称 和 
T= >》 flex, e*) (1) 
k 
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是 张 量 7 按 共 变 六 指标 和 反 变 s- 指 标的 卷 积 . 

在 和 (1) 中 , 每 个 被 加 项 f(ex,e*) 都 是 x1,… , 充 ,，… ,全 ,,… , Ug 的 多 重 线性 型 (一 
如 既往 , 6 表示 删 掉 符号 a)， 依赖 于 V 的 基底 的 选择 但 是 7 不 依赖 于 基底 的 选择 . 实际 
上 , 如 果 ex = 》 okei 4 = (ai), 那么 , em = 一 “其 中 B = ( 岂 ) = 4-1 ( 见 81 的 


第 4 目 ), 所 以 


2 flek, e*)= > ,akb?f (ei,e’) 


2,7,k 


一 > (2 biay)f (ei, e7) = 一 251e: e7) = 二 2 f (ei,e’ 一 了 
这 就 证 明了 7 的 不 变性 . 正如 我 们 已 经 知道 的 , 双 线 性 型 /可 以 表达 成 


f (xr, Us) 一 (us, FX) 


的 形式 ， 其 中 和 是 依赖 于 xl， “*" ) 区 7 ， “°° ) Us, ”“*? , Ug 的 线性 算 子 . 在 这 种 情况 下 ， T 一 
tr 太 而 这 又 再 一 次 地 确认 了 7 与 基底 的 选择 的 无 关 性 . 并 且 给 出 了 卷 积 算 子 和 取 迹 
的 明显 的 联系 . 

如 果 用 符号 tr* 表 示 指 标 对 r, s 的 卷 积 算 子 . 那么 ， tr 就 是 一 个 

TE(V) 一 Tei1(V) 
的 线性 映射 . 对 于 每 个 可 分 解 的 混合 型 张 量 
R=f18:..® fp BViG:...®vV, VviEV,. fyeV", 
有 
tr (R)= (fr,Vvo fi BB hOB 8...® vy. 

因为 (er,es) = 67, 所 以 , 算 子 tr: 可 以 很 方便 地 表示 成 坐标 形式 . 设 


S ， 71…ITa ,1 
了 一 Ti..ie! BBer Sen B®e, 
2 了 


(可 以 与 $1 的 公式 (12) 相 比较 ). 那么 ， 
T= trs(T) = 2 te @...® ej,) 


-DTHion @.. erg@ Ge@…Q@eh 


2 了 7 
一 >》 _ TY ei ®...®Eér DD...® 6 8...®e, 
21…27 p 
2 了 
其 中 
Fl js—1jst+1'"*Jg 71…7s —1kis 十 1… ‘jg 
Ta 2 TH “ir—1kirtiip ° (2) 


82 ” 张 量 的 卷 积 , 对 称 化 与 交错 化 239 . 
我 们 知道 , 可 分 解 张 量 
E18:.:BE BBer Ben B86, 8...®e,, 


组 成 空间 Te-1i(Y) 的 一 个 基底 , 因此 , TH- 就 是 张 量 T 的 坐标 . 我 们 已 经 证 
明了 如 下 的 

定理 1 (p, 9) 混 合 型 张 量 T 按 r- 共 变 指标 和 s- 反 变 指标 的 卷 积 是 个 (p 一 1, 9 一 1) 型 
的 张 量 T, 它 的 坐标 由 公式 (2) 确 定 . 

可 以 把 卷 积 运算 用 到 张 量 7 = trs(T) 本 身上 , 做 m 重 卷 积 后 , 就 得 到 一 个 纯 量 或 
者 得 到 纯 共 变 (或 者 纯 反 变 张 量 ), 就 不 能 再 在 它 上 面 做 卷 积 了 , 这 里 m=min(p, 9g). 在 
这 种 情况 .就 称 它 是 个 完整 卷 积 . 取 线 性 算 子 的 迹 就 是 一 个 完整 卷 积 . 两 个 线性 算 
子 A 和 8 的 乘积 可 以 作为 一 个 不 完整 卷 积 的 例子 . 事实 上 , 如 果 4 = (a;), B = (好 ) 是 
它们 在 某 个 基底 之 下 分 别 对 应 的 矩阵 , 那么, 张 量 


ik 
Ti 


按 张 量 4 的 共 变 指标 和 张 量 巨 的 反 变 指标 的 卷 积 就 等 于 张 量 C = (ci), 其 中 
cf 一 > TY 一 >》 oj 中 
7 了 


很 容易 猜想 到 , ci 是 矩阵 4B 的 元素. 

研究 过 的 例子 刻画 了 一 个 经 常 应 用 的 运算 , 可 用 它 构 作 两 个 张 量 (不 同时 都 为 共 
变 的 也 不 同时 为 反 变 的 ) 的 张 量 乘积 以 及 构 作 随后 由 得 到 的 混合 型 张 量 按 一 对 或 大 
干 对 指标 做 卷 积 . 

2. 结构 张 量 代数 ” 设 V 是 域 & 上 的 一 个 有 限 维 代数 ( 见 第 2 章 82 的 定义 1), 它 的 乘 
法 运算 (a,5) a * 5 不 一 定 是 结合 的 . 如 果 (e1,… ,en) 是 空间 V 的 一 个 基底 , 那么 ， 


T= 人 Tk 


71k 
i ， = Qyb, 


> k 
k 


定义 2 称 纯 量 yh e RR 是 代数 V 在 给 定 的 基底 之 下 的 结构 常数 

由 于 运算 的 双 线 性 性 质 , 代数 V 的 乘法 运算 * 就 由 给 定 的 基底 以 及 这 个 基 
底 之 下 的 结构 常数 完全 确定 了 . 但 是 , 在 另外 一 个 基底 (ei,… ,ef) 之 下 的 结构 
常数 就 是 另外 的 


ei + ej = S Yieh, 
k 
而 且 , 我 们 打算 找 出 在 不 同 的 基底 之 下 的 结构 常数 之 间 的 关系 . 设 
ei = >》 age。， e; = >》 bie,, 
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则 B = (bi) = 4-!, 4 = (oa3). 我 们 有 


2 bjfe = e'i* e’; = [Ze = * [> 
os at jes * et = > ,asat yer = 一 >》 asat ybr eh, 


s,t,7 s,t,r,k 
从 而 
ye 27 -2 as as yebe 


把 这 个 公式 与 3 的 公式 (15) 加 以 比较 , 我 们 看 到 , 结构 常数 可 以 替换 成 (2, 1) 型 张 量 的 
坐标 . 因而 就 理由 去 考察 代数 了 的 所 说 的 结构 张 量 F = (他 )， 代 数 Y 的 [的 值 是 完全 
确定 的 . 

对 一 个 固定 的 a e V， 信守 映 出 1。: x 片 a*X, 显然 , 它 是 V 上 的 一 个 线性 算 子 . 
对 于 研究 代数 V 饼 尔 型: 


义 ， ;小 


fv (a, b) = trLaLbp (3) 


是 一 个 重要 的 工具 . 型 fy 的 双 线 性 性 质 可 以 从 运算 * 的 双 线 性 性 推出 , 它 的 对 称 性 则 
可 由 一 般 性 质 trAB8 = tr 8A 推 导出 来 (第 2 章 82 的 关系 式 (12)). 
为 了 显 易 地 计算 i, 我 们 记 


a 二 > Q“ei， b = 》 Lei， 
2 1 


LaLbex = a*(b*exr) = > oP’ ei + (ej * ep) = > oz 人 yy er. 
2 了 


2,)],8 
要 计算 fy(a,b), 需要 取 和 矩阵 


(RE), RE = >_ oPI yy 


2)7)S 
的 对 角 线 上 的 元 素 且 把 它们 加 到 一 起 : 


fv(ab)= > oipiysryt. (4) 
2,7,8,t 
正如 我 们 所 期 待 的 一 样 , 我 们 已 经 把 fy(a,b) 记 成 张 量 的 完整 的 卷 积 形式 了 . 
例 1 从 力学 和 物理 学 的 观点 看 , 研究 3 维 李 代数 V = (ei, e2,e3) 是 有 意义 的 ( 见 
第 2 章 82 的 例 6), 它 的 乘积 运算 (a,b) > a *b = [a,b] 按 3 维 的 欧 几 里 得 空间 中 向 量 间 
的 乘法 给 出 


[el, ez] = es， [es,e1] =e2, [ez,es] = @1. 
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这 里 , 只 有 当 三 个 指标 i, j,k 两 两 不 同时 才 会 有 xy% 天 0. 而 且 yk = 一 yk. 对 任意 向 量 
a=Qle1t+a es+ases, b= fle + ?es + bes, 
按 通常 的 公式 来 计算 纯 量 乘积 
(alb) = ab + ob? + a3p3, : (5) 
而 按照 公式 
abl]=(o 6 — ofB?)e1 + (03B! 一 al63)es +(a162 -ao261)es (6) 


计算 代数 中 的 乘积 . 我 们 应 该 记 起 在 这 种 联系 中 坐标 表达 式 是 个 关键 
运用 公式 (6), 可 以 直接 验证 , 纯 量 乘 积 (5) 具 有 “结合 性 ” 


(la, blle) = (al [b, o)) (7) 
这 个 漂亮 的 关系 式 实 际 上 是 在 任意 一 个 有 限 维 李 代数 V 中 迹 形式 的 可 结合 性 
fv (la, b| ,©) 一 fv(a, [b, c]) (8) 


的 一 个 推广 . 为 了 证 明 (8), 我 们 需要 注意 雅 可 比 恒等式 
[[x, y}] ,了 + [[z, x] ,y] + [ly,z] x] = 0. 
它 又 可 写成 
[[x, y] ,了 = [x, [y, 2]] — [y, [x, 2]] ， 
于 是 , 对 任意 x,y e V, 有 
Lixy) = LxLy — LyLx. 
因为 tr 4B = tr 84, 所 以 , 只 要 设 .4 = LpLs,B = 或 者 4= LoLv,8 = Ls, 我 们 
就 得 到 
fv(la, bl,c) = trLia,blLe = tr(LaLpLce — LbpLaLc) 
= trLaLbpLe — trLeLpLa = trLaLpLe — trLaLeL, 
= trLa(LbpLe — LeLp) = trLaLip,c = fv(a, [b, e¢)), 
这 就 给 出 了 关系 式 (8). 
在 3 维 代数 的 情形 , (7) 和 (8) 的 等 价 性 可 以 直接 按 张 量 公 式 (4) 计 算 扣 (a,b) 的 得 数 推 
出 来 
fv(a,b) = -2(o-6 +a262 +a363) = —2(alb). 
再 来 注意 下 面 的 情况 . 公式 (7) 改 写成 


(Laxly)+(x|Lay)=0 
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的 形式 , 就 简单 而 又 直接 地 表明 了 算 子 L。 在 任意 一 个 基底 之 下 所 对 应 的 矩阵 的 斜 对 
称 性 , 它 也 可 以 被 理解 为 算 子 4 e O3(R) = Aut((x|y)) : 


(Ax|Ay)= (xly). 


原来 , 从 这 里 可 以 最 直接 地 延伸 到 一 般 群 论 和 李 代 数理 论 . 

3. 对 称 张 量 在 双 线性 型 理论 中 , 我 们 把 精力 集中 在 两 大 类 上 :对 称 型 和 斜 对 称 
型 . 在 张 量 的 情形 , 可 以 按 选 出 来 的 联 立 的 共 变 或 反 变 的 指标 集合 来 讨论 对 称 性 和 
斜 对 称 性 . 例如 , 按 最 前 边 的 两 个 共 变 指 标 和 按 最 后 边 的 两 个 反 变 指标 对 称 就 简单 
地 意味 着 有 等 式 

Tt = TE = TH = Th. 

用 反 变 指标 置换 共 变 指标 , 一 般 地 说 , 不 能 产生 出 有 意义 的 工作 量 也 不 能 导出 癌 量 . 

讨论 对 称 与 斜 对 称 问题 , 如 果 我 们 限制 在 (p, 0) 型 或 者 (0, 9) 型 张 量 , 并 且 把 置换 
应 用 到 所 有 p 个 (或 a 个) 指标 上 , 而 不 是 只 用 到 它们 的 一 部 分 , 我 们 就 一 点 也 不 会 减少 
一 般 性 . 此 外 , 域 员 , 到 现在 为 止 , 总 是 默认 为 有 零 特 征 数 , 在 应 用 中 , 最 重要 的 域 是 
实数 域 R 和 复数 域 C. 

换言之 , 设 对 于 一 个 给 定 的 Te T?(V), 也 就 是 


T= Titie Be™, (9) 
而 Sp, 是 作用 在 指标 集合 {1, 2,… ,p} 上 的 p 阶 对 称 群 . 对 任意 置换 r e 5%, 我 们 设 
fr(T)(x1,*…- , Xp) = T(xrl, …: ,Xnp) (10) 


(这 里 , x; 是 以 i 为 指标 的 向 量 ; 它 的 第 k 个 坐标 就 是 xz?). 
因为 T 是 V? 上 的 多 线性 型 , 所 以 , f(T) 就 是 个 多 线性 型 , 同时 也 是 (p, 0) 型 的 . 事 
实 上 , 比方 说 , rk = 1, 那么 


fr(T)(ax1 + by1, X2,** , Xp ) 一 了 (xnrl)…: ;, QX1 + By1,.…: , Xnp) 
QT (Xr1,**: ) 其 1 , Xrp) 十 BT (xnrl)…， )yY1) , Xrpj 
= afr(T)(x1, xxp) 十 GT)GYDXo2， ,Xp). 


还 可 以 按 定义 设 
万 (a7 十 BT”) 一 afr(T) 十 Bfr(T”), 
我 们 看 得 出 来 , x 引导 出 一 个 非 退 化 的 线性 算 子 f : Ti 一 T20.， 进一步 容易 看 出 ， 
所 of = for( 见 [BA I 第 1 章 88 的 第 4 目 ). 
与 张 量 T 经 基底 元 素 e+ @.…@ez 的 表达 式 (9) 相 对 应 , 它 的 坐标 是 Ts。 = 
T(ei,.…,ei,). 而 张 量 fT 在 同样 的 基底 之 下 的 坐标 是 


万) 一 fr(T)(ei,... ,©is ) 一 T (ir,... ,ein 一 了 
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也 就 是 
fr(T) = > T, ie BB, 
或 者 , 等 价 于 
fr(T)= 》 Te ®@...@er™. (11) 


从 而 , 也 顺便 得 到 了 
fr-i(en ®...0 e'r) — eirl 四 ..Qw Birp 
当然 , 如 果 我 们 要 研究 8 作用 在 反 变 张 量 上 的 情形 , 那么 , 也 就 能 够 得 到 


fr-1(T) — >》 Tipei 1 四 ….Q@ei -ip. (117) 
定义 3 称 (p, 0) 型 的 张 量 T (或 者 (0, gq) 型 ) 是 对 称 的 , 如 果 , 对 每 个 re 5 都 
有 f(T) = 了 (或 者 , 相应 地 , 对 每 个 re 5,). 称 映射 


= :TV) = TO(V) (12) 
rE€Sp 
为 TO(V) 中 的 向 量 的 对 称 化 . 
在 T;(V) 和 T6(V) 中 的 对 称 张 量 的 子 空间 分 别 用 T+ (V) 和 Ts (V) 代 表 . 
例如 ， 


Sel@e@e” = =(e! Be Be t+e Be! e+e eS®el). 
显然 , T? 的 每 个 张 量 经 对 称 化 之 后 都 是 对 称 的 


fo(S(T)) = 可 =- folfr(T)) = 可 1 for(T) = 页 =- fr(T) = S(T). 
P: Tes, P: res, 

我 们 这 里 要 用 到 如 下 的 事实 , 对 于 固定 的 置换 oe 5,, 随 着 + 取 遍 群 5, 的 所 有 元 素 ， 
o7 也 取 裔 所 有 的 元 素 , 而 且 只 取 一 次 . 换言之 , Im SC T+ (V). 

有 反 过 来 , 在 对 称 的 张 量 上 施 对 称 化 是 恒 等 算 子 . 因为 这 可 以 由 (12) 直 接 推出 来 ， 
即 Te T+(V) 一 了 = S(T). 可 见 , 我 们 有 

定理 2 ”对 称 化 映射 8 在 TO 上 的 作用 具有 性 质 52 = S 且 ImsS = T+(V). 

例 2 张 量 的 一 个 古典 例子 是 惯性 张 量 一 一 3 阶 的 对 称 和 矩阵 J = (.;), 其 中 .是 
刚体 的 能 量 相对 于 轴 e; 的 轴 矩 , 而 .ji , i 六 j 是 带 反 号 的 离心 转动 惯量 . 换 句 话说 , 设 
给 定 了 一 个 以 6 为 固定 点 的 旋转 刚体 . 假设 刚体 由 n 个 质量 分 别 为 mx 的 质点 组 成 ;这 
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些 质点 的 位 置 用 回 量 行 [ee yp, zj,1 和 和 n 给 出 . 在 计算 刚体 的 角 和 矩 和 动能 时 要 用 
到 的 刻画 质量 分 布 的 张 量 J 可 以 由 矩阵 关系 式 


J 三 (>》， (zk, yk, Zk) [zx, yk, zk])E >》 [zk， yk, Zk| (Zk, Vk, Zk) .(*) 
k k 
给 出 . (这 里 , 照 惯例 , 是 3 阶 的 单位 矩阵 ， (zx, yx, zk)=: [zk, yx, sp] 是 行 回 量 ;在 刚体 质 


量 非 连 续 分 布 的 情形 ， 用 求 和 代 蔡 求 积分 )， 借 助 正 交 和 矩阵 A， 按 通 常 的 规则 [zx, yx， 
Zp] 一 A[zx; yk; Zk] = [zz 办 2] (显然 , 4 在 质量 mx 上 不 起 作用 ), 我 们 得 到 矩阵 


J = AJA=AJA™, 


也 就 是 7 = 交 , ,afas.。, 这 应 当 认为 是 个 2 价 的 张 量 . 如 果 把 分 量 .万 写成 明显 形式 ， 
那么 , 由 (x*) 就 有 


> mx (ZX + 22) 一 >》 MkThkYE 一 >》 Mk Th Zh 
k k k 
J 二 | 一 >》 MkTRYE > mk(ZTk 十 Zk) 一 > MYk Zk 
k k k 
一 2, MkThZk 一 2, MkYEZk >, mx (Zk + Yk) 
k k k 
坐标 .; 不 能 被 看 成 是 具有 独立 意义 的 , 不 依赖 于 坐标 架 选 择 的 物理 量 , 但 是 , 正如 我 
们 看 到 的 , 在 整个 .7 中 获得 了 这 样 的 意义 , 其 中 有 三 个 与 7] 结合 在 一 起 的 张 量 不 变量 : 


J1 = trJ = 2 》_ mx(zR 十 yx 十 2 )， 
k 


aa .11 .13 J22 ./23 
2 一 ) 
J21 J22 J31 J33 J32 J33 
Ja = det J. 


几 , J2, Js 相 对 于 旋转 的 不 变性 是 J] 的 特征 多 项 式 的 不 变性 的 一 个 推论 . 

把 J 化 到 主轴 上 去 , 7 的 对 称 性 允许 这 样 做 , 我 们 就 得 到 一 个 特征 值 X > 0, i=1， 
2, 3 的 矩阵 diag{ 和 1, 2, Xs}, 这些 特征 值 被 称 为 惯性 主 矩 . 特别 地 , 惯性 张 量 是 正定 的 . 
如 果 w 是 刚体 旋转 的 角速度 , 而 j 是 角 矩 , 那么 j=Jw, j 与 wo 成 比例 的 性 质 成 立 , 当 且 仅 
当 , 刚体 围绕 自己 的 一 个 主轴 旋转 . 

在 第 1 章 84 的 定理 3, 当时 , 我 们 在 二 次 型 和 对 称 的 双 线 性 型 之 间 建 立 了 一 个 双 射 
对 应 . 这 个 对 应 的 较 弱 的 形式 就 是 在 多 线性 型 的 情形 也 仍然 能 继续 存在 . 

定义 4 称 V 上 的 函数 Q :Xx 只 是 p 次 齐 次 函数 , 如果 


Q(x) = F(x,:.. ,x), 
其 中 所: V? 一 R 是 V 上 的 任意 一 个 p 线 性 型 . 
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把 对 称 化 映射 应 用 到 p 线 性 型 Fr 上, 按 定理 2, 我 们 就 得 到 一 个 对 称 的 p 线 性 型 S( 有): 


(9(E))(xl…… ,xp) = 二 >》 F(xXr1,... Xrp)， 
人 TESp 
其 中 下: V? -RR 是 V 上 某 一 个 p 线 性 型 . 
明显 地 ， 
Q(x) = (S(F))(x,... ,x). (13) 
称 型 S(Ff) 是 与 Q 配 极 的 p 线 性 型 . 
我 们 就 部 分 地 得 到 了 下 面 的 命题 . 
定理 3 每 个 次 数 为 p 的 齐 次 函数 都 可 以 经 自己 的 配 极 p 线 性 型 表示 成 (13) 形 式 . 
与 Q 配 极 的 线性 型 是 唯一 的 . 
证 明 配 极 型 的 唯一 性 可 由 自己 的 坐标 表示 得 到 , 设 
(S(F))(x1,** ,Xp) = > (S(F))i.i, Th py. 
那么 ， 
Q(x) = 》 (S(F))i ioZB po. (14) 
n 个 未 知 量 的 p 次 齐 次 多 项 式 f(X1,… , Xn) 当 X; = zi 时 的 值 是 Q(x), 而 且 有 了 唯一 的 
方法 记 成 
f(X1 ,Kn)= >》 faip Xi Xi,. (15) 


i S&Sip 


比较 (14) 和 (15), 我 们 得 到 
ji 二 CC: (S(F))i..i,, 


其 中 c = c(ij,… ,ip) € Z 是 取 所 有 的 指标 il,… ,iy 的 置换 一 个 不 漏 地 产生 的 排列 的 
个 数 . 例如 , 当 p=4 时 , c(i, j,k,7) = 12, c(i,i,i, 有 j) = 4, 等 等 . f,,… i 被 唯一 确定 , 随后 ， 
系数 S( 卫 )i.…i, 亦 被 唯一 确定 . 口 

实际 上 , 我 们 得 到 了 对 称 张 量 空间 T+ (V) 与 n" 个 变 元 的 p 次 齐 次 多 项 式 (型 ) 空 
则 [Xi1,… ,Xnjp 之 间 的 一 个 双 射 对 应 . 对 于 空间 T? (V) 也 有 同样 的 事实 . 我 们 在 这 
种 联系 中 应 该 注意 到 . 


-1 
dim R[X ,和 一 ( ) . 
p 


4. 科 对 称 张 量 和 前 面 一 样 , 我 们 只 限于 讨论 (p, 0) 型 和 (0, gq) 型 张 量 , 且 把 对 称 
群 Sp 利 用 公式 (10) 或 者 (11) 作 用 到 7 e T9(V). 
定义 5 称 张 量 7 是 斜 对 称 的 或 者 反对 称 的 ， 如果 


fr(T)= exT, Vr € 9p， (16) 
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其 中 cr 是 置换 的 (奇偶 性 ) 符 号 . 
我 们 提醒 , e : r mm sxr* 是 群 9 到 { 十 1} 的 一 个 同 态 且 在 所 有 的 对 换 r 上 的 
值 e- 一 一 上 
条 件 (16) 可 以 用 等 价 要 求 
fr(T)= —T (16’) 


来 代替 , 其 中 7r 取 遍 对 换 的 集合 (由 定义 和 等 式 fo (f(T)) = for(T) 显 见 可 以 表达 成 
T(.…. , X,* ,7y)……) 一 —T(.… ,六 ),X)… )， Xi,y ET (17) 


的 形式 ， 带 省 略 号 的 地 方 可 以 是 任意 向 量 , 但 在 (17) 的 两 侧 是 一 致 的 , 在 我 们 这 里 
有 char 只 = 0, 所 以 , 当 x =y = z 时 , 由 (17) 可 以 得 到 


人 (2 ,2Z,...)=0. (17/) 
在 (170) 中 令 z = x 十 y 并 利用 T 的 多 重 线 性 性 质 , 可 得 


T(.…,X+y,.… ,X+y,.…) 
二 ,KX ,XT ,yy ) + T,X yy) 十 
Try 


而 这 意味 着 , 由 (17) 可 以 推出 (17). 所 以 , (17) 和 (17 人 ) 是 等 价 的 . 

张 量 T 的 斜 对 称 性 可 以 用 坐标 荆 ,.…i, 语 言 的 明显 的 方式 表达 出 来 . 例如 , 当 p=2 时 ， 
斜 对 称 就 意味 着 T;; = 一 Tj; (线性 算 子 或 者 n 阶 方 阵 的 反对 称 性 ), 同时 , 这 个 性 质 正 
是 我 们 期 待 得 到 的 , 它 与 基底 的 选择 没有 关系 . 在 一 般 情形 


了 一 erxrli ip: 


这 样 一 来 , 反对 称 张 量 的 任意 坐标 就 唯一 确定 了 ， 只 要 确定 了 一 个 排列 下 的 坐标 即 
可 , 比方 说 , 按 递增 顺序 的 排列 


Tiizipy ll Si <io < <ip&n. (18) 


所 有 的 带 有 两 个 相同 指标 的 坐标 都 等 于 零 . 恰恰 相反 , 形 如 (18) 的 不 同 的 配套 的 
指标 之 间 没 有 任何 关系 , 所 以 总 共有 (2 个 无 关系 的 指标 . 我 们 立刻 就 可 以 把 原先 给 
的 表达 式 弄 得 更 精致 一 些 . 

定义 6 称 映射 

A= 5S erfr :TOV) =» TOV) (19) 


TESp 


是 交错 化 映射 . 
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同样 可 以 自然 地 引进 斜 对 称 张 量 的 集合 A?(V*), 它 包 含 在 T9(V) 中 (相应 地 
Ac(V) C T8). 事实 上 , 这 个 集合 还 是 个 子 空间 , 比方 说 , 它 可 以 下 面 的 蕴涵 式 


frP=erPfrR=erR fr(laP+b6R),= afrP+BfrR 
= QexP+i+pBerR= er(aQP+BR), Va,b ee ®, 


看 出 来 . 
定理 4 交错 化 映射 (19) 是 个 线性 算 子 ， 


A(aT + BR) = aA(T)+ 8A(R), 
且 具 有 下 列 性 质 : 
i) 42 = 4; 
ii) Im A = A?(V*); 
ii) A(fs(T)) = 6 A(T). 


证 明 ji 按照 (19) 我 们 有 
42 = 一 一 (pz >》， soerfo o fr = 03 1)2 >》 gn for 一 二 np! >》 epjp=4 
加 OTESp oO,NTESDp P' jes, 


这 里 用 到 了 一 个 事实 , 任意 元 素 p € So 都 有 pl 种 方式 被 表达 成 cr 的 样子 :c 是 任意 选 
的 , 再 找 出 一 个 r 使 得 r = o-!p. 同样 也 用 到 了 sc 和 万 按 照 c 的 可 乘 性 质 . 
iD) 对 所 有 的 了 € 机 有 


fo(A(T)) -5S erfolfr(T)) =eo— 可 -5S Eorfor(T) =éec A(T), 


TESp 人 TESp 


所 以 , Im 4 C Ayp(V*). 男 一 方面 ， 


T € A?(V*) = A(T) = -5S erfr(T) = DD -D> T=T. 
TESp D es, D es 

这 就 给 出 了 所 需要 的 论断 . 

iii) 在 让) 里 已 经 验证 了 , fA4 = eo4, 按 同 样 的 道理 , Afs = sc4. 

5. 张 量 空间 下 面 我 们 要 贴近 在 不 同 的 数学 分 支 中 被 广泛 使 用 的 术语 . 

定义 7 称 共 变 的 斜 对 称 张 量 , 也 就 是 A?(V*) 的 元 素 是 一 个 外 p 形 式 , 或 者 , 更 方 
便 些 , 称 为 V 上 的 p 次 外 形式 . 反 变 的 斜 对 称 张 量 (A?(V) 的 元 素 ) 被 称 为 p 回 量 . 

默认 , A'(V*) = V* 和 A'(V) = V. 然后 , 我 们 引入 无 穷 多 个 张 量 空间 TD(V),p = 
0, 1,… 的 外 直 和 ( 见 第 1 章 82): 


T(V*)= ff@TIV)@ TV) ®- (20) 
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这 个 和 的 元 素 可 认为 是 序列 
(fo, fi, fo,…) = 》 fi, fie Ti(V), 
i 之 0 
七 的 项 几乎 全 为 零 ( 即 除 有 限 处 以 外 , 其 余 的 都 为 零 ). 可 以 把 T(V*) 看 成 是 对 张 量 定 
义 了 乘法 


3 5 十 t st 
(a ® [32)- > fi®gi= 2 (21) 


?十 7 一 0 


的 一 个 无 穷 维 的 结合 代数 . 这 时 , 自然 地 , 满足 条 件 
MA(f ®g)=MAf Bg=f8Ng, MER. 


我 们 称 T(V*) 是 共 变 张 量 代数 . 

规则 (21) 令 人 完全 想起 了 多 项 式 的 乘法 规则 , 与 其 不 同 的 仅仅 是 非 交换 
性 . 在 Tp(V) 中 派生 出 对 称 张 量子 空间 T+ (V), 正如 我 们 在 第 3 目 末 尾 看 到 的 , 它 可 以 
和 mn 个 变 元 的 p 次 齐 次 多 项 式 的 空间 等 同 起 来 . 它们 的 外 直 和 就 是 通常 的 多 项 式 代数 ， 
而 用 适当 方式 再 次 定义 的 规则 (21) 与 多 项 式 的 乘法 是 一 致 的 . 

用 完全 类 似 的 方法 引进 反 变 张 量 代 数 


T(V)=R@TI@T?@..., (22) 
而 在 它 的 里 面 对 派 生出 一 个 对 称 张 量 的 子 空间 : 


S(V)= TV)= Dt 


同时 , 它 又 同 构 于 通常 的 ”=dim V 个 变量 的 多 项 式 代 数 . 按 公式 
7172 = S(T Wo T2 )， 71 E TT(V), 72 E T#(V). 


空间 S(V) 上 引入 交换 的 结合 代数 的 显 形式 . 
th s 间 V 上 的 对 称 代数 . 
现在 , 我 们 把 注意 力 转向 子 空间 


A(V”*)= R@A(V*)@ AV) 四 CT(V*). 
A(V)=R@A(V)@A(V) 0:… CTV). (23) 
与 共 变 的 或 反 变 的 对 称 张 量 不 同 的 是 , 由 (8) 决 定 的 子 空间 并 不 是 T(V*) 和 相应 的 T(V) 
的 子 代数 . 但 是 , 这 也 说 明 , 在 A(V*) 和 A(V) 中 可 以 用 自然 的 方式 引进 一 个 运算 , 使 
得 它们 构成 一 个 结合 代数 . 


说 明 ”我们 研究 过 的 对 称 化 和 交错 化 运算 只 能 发 生 在 特征 数 为 零 的 域 上 . 在 四 中 
已 经 指明 了 如 何 摆脱 这 个 限制 . 
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习 十 

1. 指标 的 提升 与 下 放 。 照旧 , 设 (V, 9) 是 个 欧 几 里 得 空间 ,了 是 个 (p, 9) 型 张 量 , 坐标 是 TV? 

用 坐标 建立 一 个 张 量 》 g*T2172 79， 而 且 在 得 到 的 张 量 上 用 和 代表 指标 i, 然后, 令 
k 


ki2...ip 


Tl .Ia 一 2 9 7 2， 
人 们 说 , 在 这 个 等 式 左 侧 的 张 量 是 提升 指标 和 1 的 算 子 作用 在 上 的 结果 . 借助 于 度量 张 量 G 的 
定义 ,下放 指标 算 子 可 类 似 地 给 出 . 例如 


TI173… “Jq > 71 kj3:… jg 
Li.. "ipI2 gjzk Li,.. “ip 


就 是 在 张 量 上 把 指标 j2 下 放 到 下 方 指标 的 最 末 位 而 得 到 的 张 量 的 坐标 . 
一 般 地 , 提升 第 s 个 指标 和 下 放 第 t 个 指标 都 是 线性 映射 


TS(V) 一 Tt Te 一 了 91， 
用 了 它们 就 得 到 以 


is .J1'"*Jg . ,Jt 1 , jt+1l'''ja 
Li 3 一 1 2Zs 十 1 2P 9 了 It 


为 系数 的 张 量 . 在 这 里 , 在 张 量 的 坐标 上 我 们 使 用 了 “分 块 排列 ”合成 指标 . 例如 ,TE VB@V*, 可 
以 给 出 分 量 用 了 代表, 而 TEV@BV* 四 站 @TV 给 出 分 量 T25 

指标 提升 算 子 和 下 放 算 子 可 以 多 次 运用 ,而且 可 以 用 到 度量 张 量 本 身 . 

证 明 ， 

gg’ gr! = 9 gingiig" = gis. 

并 验证 等 式 gzk 二 2 的 正确 性 , 这 意味 着 , 向 量 Xx 的 反 变 坐标 Zi 可 以 把 在 同一 个 向 量 的 共 变 
指标 Zi 上 施 以 下 放 指 标 算 子 得 到 . 

2. 设 dim V > 1. 证 明 , T(V) 是 一 个 无 零 因子 的 交换 环 .在 T(V) 中 非 零 的 纯 量 是 仅 有 的 
可 逆 元 . 

3. 在 例 2 中 计算 出 张 量 不 变量 刀 和 ,万 的 显 式 . 
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1. 外 积 ”就 像 前 面 的 叙述 方式 一 样 , 可 以 毫 无 差别 地 , 可 以 用 外 形式 和 wp 向 量 语 
言 来 叙述 . 为 了 多 样 性 , 取 空 间 A(V). 
定义 1 对 任意 g 向 量 Q 和 任意 +r 向量 R, 令 


就 给 定 了 外 积 运算 
A:A(V) x A(V) —= A(V). 
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在 这 里 ,把 A(Q @ RR) 理 解 为 把 交错 化 算 子 作用 到 张 量 Q @ RR 所 得 的 结果 . 因为 G@ Re 
T4217(V), 而 张 量 4(Q @ RR) 按 照 64 的 定理 4 是 斜 对 称 的 , 所 以 , 公式 (1) 给 出 了 映射 


和 A: As(V) x Ar(V) 一 At"(V) 


(默认 , AR 二 RRA 入 二 和 AR,VA € 骨 . 为 了 给 出 空间 A(V) 中 任意 两 个 元 素 Q' 和 RR' 的 外 
积 Q' 信 R', 我 们 记 
= Q, R= YR; QeAMi(V), Rie Ni(V), 
i>0 >0 
并 且 令 
QAR= >》 QiAR5: 
itj>0 


还 要 注意 , 如 果 在 (1) 中 用 aR 二 BT eA"(V) 代 替 R, 那么 ， 


QA(aR+6T)= A(Q 3 (aR+BT))= A(aQ BR+BQ LT) 
=aA(Q BR+PAQ YT)= a(QAR)+AQAT). 
类 似 地 ， 
(a@ +BS)AR= a(QAR)+B(SAR). 

2. 向 量 空间 的 外 代数 ”我 们 已 经 建立 了 一 个 具有 双 线 性 性 质 ( 或 者 , 可 分 配 的 ) 乘 
法 运算 , 也 就 是 说 , 这 种 运算 在 A(V) 给 出 了 一 个 代数 结构 . 

定义 2 称 域 人 上 的 代数 人 (V) 是 空间 V 的 外 代数 (或 者 格拉 斯 曼 代 数 ). 

代数 A(V) 有 单位 元 素 , 它 等 同 于 1 e &. 外 代数 的 更 重要 的 性 质 的 结论 将 在 下 面 
的 定理 2 中 给 出 . 

定理 1 对 任意 张 量 Q e T8(V) 和 Re To(V), 关系 式 


A(A(Q)® R)= A(Q 8 AR)) = A(Q 8 R) 


成 立 . 
证 明 注意 , 按 定 义 
A(Q) = -5 efi(Q), 


“rESy 
进而 ， 
A(A(Q) @ R) = 5 sofs(A(Q) ® R). 


1 
| 
(g 十 7)! CESo+r 


利用 交错 化 算 子 的 线性 性 , 我 们 得 到 
4(4(@)@ 司 = 而 -5 erA(fr(Q) ® RR). (2) 


TESg 
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研究 能 和 人 映射 ， Oo 下 Sg+r, 并 把 元 一 p(T), TE 95" 理解 为 5 的 一 个 置换 ， 作 
用 规则 是 


2， 如 果 i > 7 
那么 , 就 有 fi(Q@) 8 R= 所 (Q RR) ( 见 82 的 公式 (11)), 而 且 按 8$2 和 定理 4 的 3), 有 


_ 全 如 果 i < y， 
7 一 


A(fr(Q) BR) = Afi(Q ® R)= eiA(Q ® R). 
再 注意 到 , ex = er， 民 们 就 可 以 把 关系 化 成 天 要 的 形式 
A(A(Q) @ = ~ 5 e274(Q 8 R) = A(Q®R), 


TESG 


因为 ez = 1. 类 似 地 , 可 以 证 明 4(@ @ 4(R)) = 4(Q@ 8@ RR). 口 
定理 2 外 代数 人 (V) 是 结合 的 . 
证 明 我 们 只 需 验证 恒等式 


(PAQ)A 和 R= PA(QAR) (3) 
对 任意 P,Q, Re A(V). 由 算 子 A 有 多 重 线性 性 质 , 只 需 研究 
PeA?(V), QeAV), ReA’'(V). 
的 情形 , 就 足够 了 . 按照 (1)， 
(PAQ)AR= A(A(P ® Q) ® RR), 


而 按 定理 1, 有 
A(A(P ® 0Q)®R)= A((P® OQ)®R). 


然后 , 运用 张 量 乘积 的 结合 性 , 并 再 次 利用 定理 1, 就 得 到 


A((P®Q)®R)= A(PS(Q SR)) 
= A(P® A(Q ® R)) = PA(QAR). 


把 所 有 这 些 都 联系 起 来 , 就 给 出 了 我 们 的 恒等式 (3). 口 
作为 一 个 结合 代数 ， 如 同 群 一 样 ; 无 论 如 何 配置 括号 都 没有 差别 了 ， 所 以 , 乘 
积 忆 , 人 PP, 人.…: 入 已 有 意义 . 值得 指出 的 是 , 与 (1) 对 应 的 


xAy=35(x@y—y®x) = Ax@y) (4) 
对 任意 x,y eV 都 成 立 (p =7 = 1), 因此 , 有 


XNAy=—y 人 人 x, XA 人 X=0. (5) 
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推论 设 X1, Xo2， 四 ,Xp 是 了 中 的 任意 向 量 ， 那么 ， 
X1 人 X2 人 :人 \Xp = A(Xx1 ®B XxX2 B® Xp). (6) 


证 明 当 p=2 时 , 关系 式 (6) 和 (4) 是 一 致 的 , 当 p > 2 时 , 对 p 用 归纳 法 . 在 定理 1 和 
定理 2 的 基础 上 , 我 们 得 到 


X1 AX2N\:***AXp= (XIA AXp1) NXp = A((X1 入 .和 人 Xp -1)Q@xn) 
= A(A(x1 ®B:…. BXxp_1) BXp) = A(x1 BB Xp_1 BXp). OO 


定理 3 设 (el,:… ,en) 是 向 量 空间 V 的 基底 , 那么 , p 向 量 
eil 人 eiz 人 .和 人 ei li <io<:..<ip <n (7) 


组 成 空间 A?(V) 的 一 个 基底 . 

证 明 任意 一 个 乘积 ej, 人 ej;, 人 … 信 ej, 都 可 以 把 因子 按 序号 大 小 规律 排列 起 来 ， 
或 者 , 当 j = js 时 , 得 到 零 ( 见 (5)). 因而 , 所 有 这 种 乘积 都 包含 在 形 如 (7) 的 张 量 的 集 
合 中 了 . 

然后 , 我 们 设 P e A?(V). 与 T3(V) 中 的 所 有 的 张 量 一 样 , P 可 由 基底 表示 出 来 


P= >》 PIT1 ypeji BO:.. ©® ej,. 
71…7p 


由 交错 化 映射 的 线性 性 , 82 的 定理 4 以 及 关系 式 (6), 我 们 有 


P=4(P) = >_, PA(e;, ®:..®en)= 》 Prjeh A Me, 
71…7p 71…7p 
而 这 意味 着 任意 一 个 p 向 量 都 可 以 由 形 如 (7) 的 向 量 表示 出 来 , 剩 下 来 需要 我 们 证 明 
它们 的 线性 无 关 性 . 设 


eA Ne =0 
1&i<:<ip&n 
那么 , 由 (6) 得 出 
>》 和 Xp 4(ei ®...® eip) 一 0， 
1&ii<…<ip&n 


或 者 , 更 方便 地 , 记 成 


二 iip >》 erfr(en @.….Q@ei)=0. 
P 1&ii<…<ip&n TESp 
利用 8$2 的 公式 (117), 我 们 得 到 


> Miip >》, er(eini BB eis,)=0. (8) 


l1&i<<ip&n TESDp 
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如 果 7 关 e, 那么 , 指标 序列 fr …… , ip 就 已 经 不 是 从 小 到 大 按 顺 序 排列 了 . 可见 , 关 
系 式 (8) 可 改写 成 


和 ie @.……Q@ei, 十 …=0 (9) 


1<ii < <ip <n 


的 样子 , 其 中 省 略 号 代表 指标 序列 j1,… , j; 有 倒序 的 张 量 e), @ …@ej 的 线性 组 合 . 
因为 张 量 e;, @ … 8 ei 是 线性 无 关 的 , 所 以 , 由 (9) 推 出 , 和 2…is = 0. 口 
回忆 一 下 ( 见 82 的 (8) 式 ), A( 人 是 子 空间 Az( 切 ) 的 外 直 和 , 所 以 , 特别 地 , 有 


dim A(V) = 》 dim A?(V), 


p 之 0 
进而 有 
推论 空间 V 的 外 代数 A(V) 的 维 数 是 2%, 同时 


dim A?(V) = (") . 
p 


空间 A7?(V) 的 基底 由 一 个 n 向 量 
el 人 ez 和 人.……: 人 en 


生成 . 
证 明 足够 明显 ， 因为 p 问 量 e; 人 … 人 eis 的 个 数 il < :… < ip 时 等 于 n 中 取 p 个 的 
排列 的 个 数 . 其 次 , 当 p > n 时 , (人 ) =0,(?)=1, 且 


& nN 
= 27. 品 
> 
我 们 还 需要 注意 外 乘积 算 子 的 一 个 有 用 的 性 质 , 即 
Qe AV), ReEA'(V)= QAR=(-1)”RAGQ. (10) 


鉴于 关系 式 (10) 的 形式 , 通常 说 , 空间 V 上 的 外 代数 是 (普通 的 ) 反 交换 的 . 
由 于 算 子 A 具有 双 线 性 性 质 , 要 证 明 (10) 式 , 只 要 考察 情形 


Q=eisN\:::Ae,, R=ej 和 :Nej,. 
就 足够 了 . 把 关系 式 (5) 利 用 g 次 , 我 们 就 得 到 
(ea A :++ Nei,) Nej. = (—1)ej, A (ei A+. Aei,), 
也 就 是 Q 人 ej, = (一 1)?ej, 入 @ 与 六 是 否 和 某 一 个 ?重合 没有 关系 . 这 样 一 来 . 


QQA 玉 =QA(ei A Ae;)= (-1)e; (QAej, 和 人 和 人 人 e 记 ) 
= (—1)*e; Ae;, (QAejs N\Ae;)=:.… = (-1)”RAGQ. 
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由 关系 式 (10), 当 p 为 奇数 时 , 对 任 一 个 pz 向量, 可 以 得 到 
PAP=0. (11) 


在 p 为 偶数 时 , 关系 式 (11) 就 不 一 定 能 被 满足 . 
例 1 设 V = (el,… ,en),n > 4. 那么 


(el Aez 十 eg Ae4) 人 (el 人 \@2 十 es 人 e4) 
一 el Aez 人 (es 人 e4) 十 eg 和 人 A 人 e4 和 (el Me2) = 2e1 Aez 人 es 人 e4 天 (0. 


3. 与 行列 式 的 联系 ”利用 外 积 运算 很 容易 刻画 向 量 组 线性 无 关 的 判别 方法 和 
重新 得 到 行列 式 的 所 有 重要 性 质 . 
定理 4 设 V 是 域 R 上 的 一 个 nn 维 向 量 空 间 , 为 使 任意 p 个 向 量 Xx1,:… ,Xp EV 线性 
无 关 , 充 要 条 件 是 
X1 人 X2 人 … :人 Xp 天 0. 


证 明 如 果 疝 量 xi,… ,xp 构成 一 个 线性 相关 组 , 那么 , 至 少 有 一 个 , 比方 说 是 xp， 
是 其 余 问 量 的 线性 组 合 . 这 个 时 候 , 外 积 xl A…: 入 xp 可 以 分 解 成 外 积 


QiX1 人 ……… 人 Xp-1 人 Xi 2 < 7 


的 和 , 而 其 中 每 一 项 都 含有 两 个 相同 的 因子 , 从 而 必 等 于 零 . 
相反 , 如 果 xl,… ,xp 线性 无 关 , 那么 , 我 们 可 以 把 它们 取 作 某 一 个 基底 的 
前 边 p 个 向 量 . 于 是 , p 向 量 xi1 入 … 信 xp 相应 地 就 是 A?(V) 的 基底 中 的 一 个 元 素 ， 
从 而 它 不 为 零 . 口 
设 (el ,en) 是 空间 V 的 一 个 基底 ,而 xl,… ,xn 是 V 中 的 任意 一 组 向 量 . 
我 们 有 


n 
一 >》， ? ， 一 
Xi 二 Tjei) 7 一 1 …: ) 7 
i 二 1 


按照 定理 3 的 推论 
Xl1 八 … 人 作 Xn= 二 人 :el 八 :… 信 en, 


其 中 A = A(x’) 是 向 量 x1,… ,xn 的 一 个 纯 量 函数 , 或 者 ， 同样 地 ， 是 和 矩阵 (zi ) 列 的 
哺 数 .由 外 积 的 性 质 可 以 直接 推出 , 这 个 函数 是 线性 的 , 斜 交换 的 , 而 且 对 于 x; = 
ej, 7 二 1,… ,nn 有 A = 1. 行列 式 的 唯一 性 定理 [BA I ] 第 3 章 $1 表 明 , A = det(25). 这 

样 一 来 , 就 有 
Xl] 八 :… 人 X, = det(2;)e1 人 A…: 人 en. (12) 
在 任意 一 个 p 维 子 空间 Vc V 中 , 对 于 它 的 任意 两 个 基底 (ai), (bi), 关系 式 (12) 对 

应 关系 式 

al 人 人 -Aap=Abi 人 :A 人 by, 和 A 人 eR. (12”) 
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说 明 由 关系 式 (12) 可 以 宫 无 困难 地 推出 行列 式 的 所 有 性 质 . 更 进一步 , 这 时 可 
以 获得 一 系列 定理 的 最 自然 的 证 明 , 外 代数 可 以 成 为 线性 代数 的 有 重要 价值 的 分 支 
的 基础 . 这 个 说 明 ， 对 我 们 来 次 ， 是 一 个 迟到 的 注解 , 但 是 , 话 又 说 回来 了 , 这 一 点 并 
不 值得 婉 惜 . 

对 于 一 组 p 个 向 量 x; e V 的 类 似 的 公式 可 以 算是 关系 式 (12) 的 一 个 推广 , 即 


= 》 rh. “TI zeil 人 人 eip 


人 


一 2 ( 2 Zi"! . Tr? ein 和 人 .….. N\ €ins) 


一 > (>》， pin ‘Tr? (Eres 人 :人 \@i,)) 


il<<ip NESp 


(> ExrZTr1 + Zrzrz ) )eil 人 … .人 ei 
i <<ip 2 


按照 [BA 工 ] 第 3 章 81 的 公式 (3), 我 们 得 到 行列 式 的 完全 展开 式 


。_ 2r1 1 
Aiiiis (X1,*** , Xp) :一 > ErZTTT HP 


7TESp 
Tp (13) 
二 。。 。 。 一 det(z*) 
TP . Tr 


由 此 可 见 , 下 面 定理 成 立 . 
定理 5 设 (e1,… ,en) 是 空间 V 的 一 个 基底 , 而 


是 V 中 任意 p 个 向 量 . 那么 ， 


Xl 人 … :和 人 Xp 二 >》 Aii..is (X1, , Xp)eil 人 人 *** 人 ©i,, (14) 
l<ii<<ipn 


其 中 Ai (x1.… ,Xp) 是 形 如 (13) 的 行列 式 ， 

当 p = n 时 , 公式 (14) 识 月 结 为 (12)， 注 意 , 在 规范 化 条 件 Ai.…i,(ei,,… ,ei,) = 1 
之 下 , 可 以 把 7 = A 看 咸 和 在 外 pH 中 是 一 检 的 特别 地 , det = Ai...n 对 于 V 上 
的 外 n 形 式 的 基底 (e;) 是 唯一 的 , 这 个 时 候 , det(ei1,:… ,en) = 1. 

4. 向 量子 空间 与 p 向 量 照例 ， 设 V 是 域 R 上 的 一 个 Nn 维 向 量 空间 . 

定义 3 称 A?(V) 中 的 PP 了 关 0 决 定 的 子 空间 


AnnP= {x€E VIPAx= 0} 
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是 p 向 量 P 的 堆 化 子 , 还 约定 , 称 p 向 量 P 是 可 分 解 的 ,如果 有 V 中 的 向 量 a; € V, i = 
1,2,.…… ,p 使 得 
P=alAaz 人.… 人 人 ay. 


事实 上 , 集合 Ann P 是 个 向 量子 空间 , 这 很 容易 直接 验证 


Xx1,X2 E Ann P= PA(axit+ax2) =aPAxi+asPAx2=0 
一 QI1X]1 十 QoX» € Ann P VQ1, Q2 E fA. 


定理 6 设 Ann P = (el,…… ,er) 是 个 r 维 子 空间 ， 那 么 , r < P 上 且 存 在 一 个 (P 一 7) 
向 量 @ 使 得 
P=el 人 人 ...Ae. 人 Q. 
等 式 r 二 忆 成 立 , 当 且 仅 当 , p 向 量 P 是 可 分 解 的 . 
证 明 首先 , 我 们 不 妨 假 设 


V = (e1,*…: ; Er; er 十 1) ) Een) . 


P= >》 PielA...Aei, (15) 


1&ii<.…<ip&n 


我 们 把 零 化 子 条 件 表 达成 显 形式 


>》 Pi‘iel A...Ae, Ae;=0, j=1,2,..,7. (16) 
1&il<…<ip&n 
如 果 和 与 某 个 ik 一 致 , 那么, ei, 和 人.… 入 e;, 人 e; = 0, 因而 得 (16) 的 左 侧 只 剩 下 il 
有 站 … ,ip 关 j 的 被 加 项 . 因为 (p + 1) 向 量 e;, 入 … 入 et 人 e@; 指 标 不 相同 , 线性 无 关 , 所 
以 , 公式 (16) 中 ，, 只 要 这 组 指标 不 整个 地 包含 1,2,:… ,7, 就 必然 有 Pi…is = 0. 按 条 
件 P 取 0, 所 以 r < p 而 且 


p= Sy Pl2rirti'ipe] 八 :… 人 er, 人 Eiri 全 : 人 \ ©i, 


(17) 
二 el 人 :… 人 e. 人 人 0, 


其 中 
是 某 个 (p 一 7) 向 量 . 

现在 , 如 果 r = p, 那么 , 对 PP 可 得 到 一 个 表达 式 P = Xel 入 …Aen, 它 意味 着 , PP 是 
个 可 分 解 的 p 向 量 . 

反 过 来 , 重 已 0 是 可 分 解 的 , 即 


P=al 和 az 人 人.… 人 ay, 
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那么 , ai € Ann Pi = 1,2,… ,p. 也 就 是 , dim Ann P > p, 而 又 因为 在 任何 时 候 都 
有 dim Ann P < p, 所 以 , dim Ann P=y. 口 
定理 7 设 U = (al,… ,ap), W = (bl,… ,by) 是 V 的 具有 相同 维 数 p 的 子 空间 . 
那么 , U 和 W 重 合 的 充 要 条 件 是 p 向 量 P = al 人 :… 信 ap 和 p 向 量 Q = bl 入 ... 入 bp 是 成 
比例 的 p 向 量 . 
证 明 正如 我 们 已 经 看 到 的 (定理 6), UV = Ann P = (a1,… ,ay). 如 果 同 样 
(bi, … ,bp) = Ann P, 那么 , 由 (12/) 式 就 有 P = AQ. 反 过 来 :如 果 P = AQ, 那么 


U=AnnP=AnnQ=W. 口 


下 面 的 定理 对 定理 6 和 定理 7 做 更 详细 的 说 明 . 

定理 8 设 U = Ann P, W = Ann @, 其 中 PP 是 可 分 解 的 p 向 量 而 Q 是 可 分 解 的 g 向 
量 , 那么 

ij)VU2W 伟 P=QAR(R 是 某 个 (p -gq) 向 量 ); 

ijUNW=0PAQz#O. 

当 UNW =0 时 ,U@W = Ann(PAQ). 

证 朋 他 全 在 定理 6 中 了 2 知 雪 P= = al 人 …'Aap,Q@ = biA\:….Abo 
且 P 入 Q@ 关 0, 那么 , 向 量 ai,， bj, 1 < i < p, 1 < j < gq 是 线性 无 关 的 且 构 成 空 
间 UV @ WW 的 一 个 基底 . 如 果 PAQ = 0， 那么 就 存在 非 平凡 的 线性 关系 式 


由 此 可 推出 UNnW 关 0. 

5。p 同 量 可 分 解 条 件 定理 6 一 定理 8 指明 了 ?向 量 的 特殊 作用 .在 别 的 问题 中 
也 会 遇 到 它们 . p 向 量 P es Az(V) 的 可 分 解 性 的 条 件 可 以 用 它 的 分 量 Pi…zz 的 代数 关 
系 式 加 以 刻画 ( 见 (15))， 事实 上 , 设 x = 》_zie; 是 任意 一 个 向 量 , 乘积 P A x 就 是 


以 zx,… ,z" 的 线性 型 为 坐标 的 (p + 1) 向 量 . (p + 1) 向 量 的 分 量 个 数 是 (,” | . 因 


此 , 条 件 x € Ann P 等 从 于 请 中 一 个 个 不 证 元 的 (， 1 ) 人 方 和 的 并 次 方程 组 这 


个 方程 组 的 解 空间 与 Ann P 是 一 致 的 . 按 定理 6, 维 数 r < p, 并 且 , r = p 的 充 要 条 件 
是 P 为 可 分 解 的 . 换 句 话说 , PP 可 分 解 的 充 要 条 件 是 方程 组 的 矩阵 的 秩 不 超过 n ~- > 
也 就 是 所 有 的 n 一 p + I 阶 的 子 式 都 为 零 . 这 样 就 有 了 下 面 的 可 分 解 性 的 条 件 . 
定理 9 所 有 的 (n 一 1) 向 量 P 关 0 都 是 可 分 解 的 . 
证 明 根据 (12) 
PAxXx= f(x):e1N\:..:N\en, f(x)eR, 


其 中 f 是 个 纯 量 函数 , 而 (ei) 是 V 的 一 个 基底 . 由 外 积 运算 的 性 质 可 以 推出 /是 个 线性 
遇 数 .此 外 ,Ann P = Ker f, 从 而 就 有 dim Ann P = dim Ker f 之 n 一 1， 按 定 
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理 6, 我 们 又 有 dim Ann P < n 一 1, 因此 f 关 0， 进而 dim Ker f < n 一 1, 可 见 ， 
dm Ann P=n—1. 口 

例 2 设 V 是 个 3 维 的 欧 几 里 得 空间 ，(e1，e2，es) 是 它 的 一 个 标准 正 交 基底 .如 
果 P = a 人 b 关 0, 那么 ， . 


aAbAx= (clxX):e1 人 \e2 人 ea， 


其 中 (clx) = f(x). 可 以 验证 c = [a,b] 是 癌 量 a， b 向 量 积 . 
显然 , 对 每 个 可 分 解 的 p 向 量 P 都 有 P 和信 P= 0. 还 可 以 指出 , 对 于 二 重 回 量 的 情 
形 (p = 2) 条 件 P 入 P = 0 还 是 可 分 解 的 充分 条 件 . 
定理 10 二 重 向 量 
>》 Pei 人 ej (18) 


1l1<i<I<n 
是 可 分 解 的 , 当 且 仅 当 , PAP=0. 
证 明 需要 证 明 , 如 果 已 AP = 0, 那么 P 必 然 是 可 分 解 的 . 对 ”= dim V 用 归纳 
法 . 当 n = 3 时 , 命题 可 由 定理 9 推出 来 . 
把 (18) 中 所 有 包含 ei 的 项 放 到 一 起 , 它们 可 以 表达 成 el 人 a 的 形式 , 再 议 


Q= > Po5eiAej， (19) 


2<&i<jI<n 
我 们 就 有 
P=ei\a+i+Q, 
而 且 可 以 认为 是 e2,.… es 的 一 个 线性 组 合 , 而 Q 关 0. 由 PAP = 0 可 以 推 知 
(ei Aa) AQ+QA(elAa)+QAQ=0. 
再 借助 于 关系 式 (10), 我 们 由 此 得 出 
2el 和 Aa 和 AQ+QAQ=0. (20) 


等 式 (20) 左 端的 所 有 4 癌 量 都 可 由 基底 向 量 e; 人 e; Aek 人 e! 表 不 出 来 . 在 el AaAG 中 
包含 因子 ei, 而 如 同 在 (19) 看 到 的 , 在 8 中 只 包含 项 e; 人 ej, i,j > 2 所 以 , 在 8 入 Q@ 中 
不 会 遇 到 因子 el. 因而 , 等 式 (20) 可 以 分 成 两 个 等 式 


el aA@=0, AQ=0. (21) 


但 是 , 8 e A2(D), 其 中 U = (ez,… ,en). 因此 , 对 @ 可 使 用 归纳 法 的 假定 , 即 它 是 可 
分 解 :Q = bc. 把 这 种 表达 代入 到 (21) 的 第 一 个 等 式 中 , 我 们 得 到 


el AaAbAc=0. (22) 


83 外 代数 . 259 . 


由 这 个 乘积 的 四 个 因子 的 线性 相关 性 , 只 能 有 a, b, c e U. 如 果 b = Aa, 那么 , P = 
el 人 a+AaAc = (el 一 Ac)Aa, 证 明 就 完成 了 . 在 此 基础 上 , 我 们 不 妨 设 el, a, b 是 线性 无 
关 的 , 按 定理 4, 我 们 有 RR= etAaAb 关 0, 再 依据 定理 3, 在 这 个 情形 , dim Ann R= 3. 
更 精确 地 , Ann R = (ei,a,b), 但 是 与 (22) 相 对 应 , c e Ann R, 这 意味 着 , c = aa++ 6b. 
在 这 种 情况 下 
Q=bAc=bA(aa+Bb)=abA 人 a 

且 

P=eAa+Q@=eiAa+i+abAa= (el+ab) 和 a. 口 


推论 二 重 向 量 
P= Pi2ej 入 es 十 Pi3el Ae3 十 Pl4el 入 e4 + Pe 人 es 十 P24e， 入 e4 十 P34e, 八 @4 
是 可 分 解 的 , 当 且 仅 当 , 它 的 人 誉 标 Pi 能 用 关系 式 
P12 p34 P13 p24 十 P14 p23 二 0 (23) 
现在 , 设 P = P(V) 是 由 4 维 实 向 量 空间 V 生 成 的 3 维 射影 空间 . 我 们 记得 , 在 到 中 
的 直线 对 应 V 的 2 维 平面 . 按 定理 6, 任意 平面 0 < V 都 是 一 个 可 分 解 的 二 重 向 量 PP 的 
零 化 子 , P 是 完全 确定 的 (不 计 纯 量 ). 换 句 话说 , 二 重 向 量 P 的 坐标 (P12? : P13 : .… : 


已) 可 以 看 成 是 本 中 直线 的 齐 次 坐标 ( 普 吕 克 直线 坐标 ). 这 些 坐 标 , 作为 6 元 组 同样 
决定 了 5 维 空间 RP5 的 一 个 点 . 我 们 看 到 , 4 维 射影 空间 的 直线 相互 单 值 地 对 应 5 维 射 


影 空间 中 由 方程 式 (23) 决 定 的 一 个 点 二 次 曲面 . 
习 题 
1. 设 V 二 民 " 是 实 空间 , 由 向 量 列 400),.… ,A(") 张 成 . 而 如是 任意 一 个 向 量 列 . 证 明 , 向 量 方 
程式 
>》， 和 4tb) 一 也 
k 
的 解 参数 和 可 由 关系 式 


(ADALAADIM = ADNA.AAL-DABAALHDA...AA™ 


给 出 . 
试 由 此 时 出 克拉 默 公式 ([BA I ] 第 3 章 的 83). 
2. 设 V 是 特征 数 为 0 的 域 人 上 的 一 个 nn 维 向 量 空间 ， 


Z= 3 (Zr € A*(V)) 


k=0 


是 外 代数 A(V) 的 一 个 元 素 ， 


Z(A(V))= {Z|Z 和 A 人 X=XAZ VvX EA(V)} 
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是 这 个 外 代数 的 中 心 . 
证 明 
(1) G 是 可 逆 的 , 即 2Z 一 存在, 当 且 仅 当 , 2Z(0) 和 0; 
如 果 n 二 2m， 对 任意 i 二 1,.… ,m 都 有 2Z2i_1 == 0; 
如 果 n 二 2m 一 1， 对 任意 i 二 1,.… ,mm 一 1 都 有 ZJ2i;_1 = 0. 
在 无 穷 维 空间 的 情形 如 何 从 新 给 出 上 述 条 件 ? 
3. 设 A :VV 一 V 是 个 线性 算 子 . 线性 算 子 


(2) ZE Z(A(V)) ©S 


Az.4 : Az(V) 一 A?(V) 
由 可 分 解 的 p 向 量 定义 
(NA)(X1 和 和 xp) = AXK1) A 人 A(xp). 
称 Az.4 是 .4 的 外 p 次 宕 . 它 显 然 是 个 交错 的 多 线性 映射 .对 于 VV 的 一 个 固定 的 基底 就 可 以 研究 算 
子 .4 的 甜 阵 4 和 这 个 给 阵 的 外 p 次 短 Az4. 证 明 
det A?7A.det A” ?A= (det le) 


4， 设 在 向 量 空间 V 上 给 定 了 一 个 非 退 化 的 二 次 型 gq， 再 设 f 是 与 g 配 极 的 双 线 性 型 ， 那么 ， 
在 A?(V) 上 可 以 用 公式 


f(xi,x1) :+:: f(xi,xp) 
dpP(xiA 7 Axp)=| 


f (xp, X1) 0 f (xp, Xp) 


q% =1, 


引出 二 次 型 q^2. 

证 明 , 在 代数 人 (V) 上 得 到 二 次 型 q 的 延伸 也 是 个 非 退 化 的 二 次 型 . 

5. 对 于 实 的 n 维 欧 几 里 得 向 量 空 间 (V, (*|*)), 称 满足 条 件 (djd)^” 二 1 的 元 素 d e A"(V) 是 这 

空间 的 一 个 定向 . 

进一步 , 设 (e1,.… ,en)，(e1,… ,Ee1) 是 空间 V 的 两 个 基底 , 如 果 由 一 个 基底 向 另 一 个 基底 的 
转换 适 阵 的 行列 式 是 正 的 , 就 说 这 两 个 基底 是 被 相同 定向 的 . 显然 , 这 个 时 候 基 底 向 量 的 顺序 也 是 
十 分 紧要 的 . 同样 地 显然 , 所 有 有 序 的 基底 的 集合 就 被 精确 地 分 成 两 大 类 , 每 一 类 由 被 相同 定向 的 
有 序 基底 组 成 , 而 来 自 不 同 的 定向 类 的 基底 是 变 向 的 (或 反 向 的 ). 选择 这 两 类 中 的 一 个 , 把 它 称 为 
空间 V 的 定向 . 

在 两 个 定向 的 定义 之 间 存 在 某 个 联系 吗 ? 
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针对 谈 痢 范围 的 广泛 性 而 收集 到 这 一 章 里 的 材料 , 在 线性 代数 和 几何 学 的 基础 
教程 中 , 通常 是 不 会 完全 都 给 予 阐述 的 , 其 明显 的 原因 是 缺乏 足够 的 教学 时 间 . 与 此 
同时 , 哪怕 是 了 解 附录 中 某 些 由 正文 扩展 出 来 的 数学 资料 也 是 有 益 的 . 作者 所 在 的 
大 学 的 实践 表明 , 这 类 必要 的 , 最 小 程度 上 的 超 范 围 的 出 路 会 发 展 成 自然 的 好 奇 心 . 
出 于 同样 的 效果 的 考虑 , 在 本 章 最 后 一 节 介绍 了 某 些 没 解决 的 问题 . 实际 上 , 它们 还 
可 以 更 三 泛 得 多 : 各 式 各 样 的 创造 性 的 数学 活动 中 会 源源 不 断 地 产生 待 解决 的 问题 . 


81 线性 算 子 的 范 数 与 函数 


1. 线性 算 子 的 范 数 ” 设 V 是 域 R 或 域 C 上 的 可 度量 (在 第 3 章 8$2 第 5 目 的 意义 下 ) 的 
回 量 空间 , 不 一 定 是 有 限 维 的 . 如 果 || * || 是 Y 上 的 范 数 , 那么 , 自然 地 令 人 感 兴趣 的 
是 , V 上 线性 算 子 的 向 量 空间 L(V) 是 否 也 是 可 度量 的 . 至 少 有 两 种 方式 在 L(V) 上 引 
定义 1 把 长 度 为 1 的 向 量 v E V 上 的 函数 值 v 一 ||Av|| 的 上 确 界 


Alls = sup ||Av|| (1) 
z llvll=1 
称 为 线性 算 子 A:V 一 了 的 模 , 记 为 ||Al|。. 
一 般 说 来 , ||.4||, 的 存在 性 是 不 能 保证 的 . 


例 1 在 IIfl|=Vff( (t)?qt 为 范 数 的 所 有 多 项 式 作 成 的 空间 V = 及 由 上 , 研究 
微分 算 子 Di. 我们 有 


1 
Va Tit = oy t2ndt = 1 
0 
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令 我 们 感 兴趣 的 是 量 


| pl 
2 1 
DV2n + 1t°)| = nv2n+t+1t" | =nvV2n+l1 上 t2n-2dt =n 5 T， 
0 V 2 二 


它 随 着 多 项 式 的 戎 次 ”无限 增长 . 

定理 1 如 果 V 是 个 有 限 维 的 向 量 空间 , 那么 , 上 确 界 ||Al|s 必 存在 . 

证 明 根据 范 数 的 定义 和 线性 算 子 的 定义 , 当 复合 两 个 连续 函数 v 一 Av 和 .Av 一 
Av|| 时 , 函数 v 一 ||Av|| 必 然 是 向 量 v 的 坐标 Qi,… , a 的 连续 函数 , n = dimV. 由 
已 知 的 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 连续 函数 v 一 ||Av|| 在 有 界 闭 集 上 (我 们 这 
里 是 n -- 1 维 的 球面 ||vj| = 1 是 个 有 界 函 数 , 从 而 上 确 界 ||.4||。 存 在 , 因为 有 界 集 必 
有 上 确 界 . 进一步 , 可 以 在 球面 ||lv|| = 1 上 找到 一 点 (向 量 vo), 在 此 处 ||.Av|| 达 到 自 
己 的 上 界 . 口 

这 样 一 来 , 就 刚好 证 明了 , 至 少 存在 一 个 单位 向 量 vo e Y 使 得 |4ll。 = | Avoll. 具 
有 这 种 性 质 的 向 量 有 时 被 称 为 线性 算 子 A 的 一 个 极 大 向 量 . 

已 经 被 赋予 范 数 (1) 的 有 限 维 空间 L(V ) 在 这 种 论述 的 通常 意义 之 下 就 构成 了 一 
个 可 度量 空间 (显然 , 是 个 巴 拿 赫 空间 ). 事实 上 


MI = 0 人 elMvll = 0e 4v =0 (对 所 有 满足 条 件 ||v|| = 1 的 v) 


今 4v =0 (对 所 有 veV) 今 4= O. 
进而 ， 


Als = sup AAvI = sup Dl: lAvll = A MA All, 


A+Blls= sup |l|(A+B)v||= sup llAv+Bvl| < 


llv||=1 lIvll=1 
< sup (1AvIl + Il8vI) = sup lAvIl + sup lvll = IAIIs + lall. 


于 是 , 关于 范 数 定义 的 所 有 性 质 都 得 到 满足 , 再 进一步 , 我 们 有 不 等 式 
Av|| < 1Alls vi (2) 


对 每 个 向 量 v e V 都 成 立 . 实际 上 ， 


V 1 1 


一 | =1 一 |Mvl= | 一 4v| = 4 一 
= = | 机 如 = 
不 等 式 (3) 可 以 当成 是 范 数 的 另 一 个 定义 的 基础 

定义 2 称 以 || * || 为 范 数 的 向 量 空间 人 上 的 线性 算 子 .4 为 有 界 的 ,如果 存在 非 负 
实数 N 使 得 


< ||All;. 


Av|| < Nv|| (3) 
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对 每 个 向 量 v <E 了 都 成 立 , 使 得 不 等 式 (3) 成 立 的 所 有 常数 的 下 限 inf N 就 称 为 是 A 的 
范 数 , 并 用 符号 |.4|| ;代表 . 
上 面 介绍 的 例 1 说 明 , 算 子 Ds 就 不 是 有 界 的 , 同时 , 对 有 限 维 情形 , 用 不 等 式 (2) 可 
以 推出 不 等 式 (3) 且 N < 4l|。. 于 是 , 就 有 下 面 的 
定理 2 在 有 限 维 的 可 度量 向 量 空 间 V 上 的 每 个 线性 算 子 A 都 是 有 界 的 . 
我 们 已 经 看 到 , | 4||; < | 和. 另 一 方面 , 当 ||v|| = 1 时 ， 


Av|| < ||Alli :lvll = Av|| < |Alls, 


从 而 | .4 < 4jli. 这 样 一 来 , 4 = 4 。 也 就 是 说 , 两 个 范 数 是 同一 个 . 在 下 面 ， 
我 们 把 空间 V 上 的 范 数 和 线性 算 子 .A :V 一 TY 的 范 数 用 同一 个 符号 || * || 来 代表 . 这 不 
会 带 来 误解 , 因为 对 于 向 量 和 线性 算 子 , 我 们 会 使 用 不 同 的 字母 . 

例 2 ”继续 例 1, 在 空间 RR 四 上 看 乘 以 的 算 子 瑟 . 可 以 相信 , 它 是 有 界 的 . 实际 上 ， 


1 1 1. 。 
a | Gf (0))2dt = herra < / 00)2at = IF, 


所 Fl < 1 

注意 , 恒 等 算 子 E : V 一 V 的 范 数 等 于 1, 这 是 因为 , 对 所 有 的 v e V 都 有 ||Ev|| = 
IIvl|. 可 以 提供 一 个 更 显然 的 例子 , 作用 在 n 维 欧 几 里 得 空间 上 (以 ||v|| = V(v|v) 为 范 
数 ) 的 , 由 关系 式 

. .Lei = Nei, 1 <i<n 
定义 的 线性 算 子 A 是 可 对 角 化 的 , 其 中 (ei1,:… ,en) 是 Y 的 一 个 正 交 基底 . 不 失 一 般 性 ， 
我 们 认为 
Al 之 A2 之 .… 之 An. 


那么 , 对 任意 一 个 向 量 v = > aiei, 我 们 有 


[AvIP = (Av|Av) 
一 >》 oaioj(4eil4e5) 一 》 oia; (NieilXjey) 


4,] 2 了 2 
= > XN < NRO = Xv, 
i i 


从 而 ||4Av|| < | |Ivll, 并 且 进 一 步 , ||4l| < | 和 | . 因为 ||Aeil| = leil| = | 那 
么 , 实际 上 , 4l| = | 和 | 县 ei 就 是 4 的 一 个 极 大 向 量 . 
要 补充 一 个 关于 算 子 范 数 的 重要 性 质 , 它 与 算 子 复合 作用 紧密 相关 . 
定理 3 设 .A,B 是 可 度量 空间 V 上 的 两 个 有 界 算 子 . 那么 , AB 也 是 个 有 界 算 子 ， 
而 且 
||4B|| < ||AI| IB||. (4) 
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证 明 实际 上 , 由 不 等 式 (2), 对 任意 向 量 v e V, 我 们 有 
(AB)v|| = ||ACBY < 1A : IIBv|| < 1AN 到 : ||vll, 


从 而 导出 算 子 .4B 的 有 界 性 , 而 且 依据 范 数 的 第 二 种 定义 , 它 一 定 满足 不 等 式 (4). 
推论 设 A:V 一 V 是 一 个 有 界 算 子 , 那么 
Am < AI™. 
我 们 把 C(V) 上 范 数 的 性 质 再 一 次 列 出 : 
A = sop lAvIl = inf{NI IMA < N .IvIl}, 
IE= II 
II=oe4=o (5) 
I4A+zBl < ll+IBl 
IMmlls lllm. 
不 等 式 ||4B|| < ||4|| ||8|| 可 以 是 严格 的 , 例如 , 如 果 V = 有 R2,P, 是 平面 R2 上 点 在 z 坐 
标 轴 的 投影 , P, 是 在 y 坐 标 轴 上 的 投影 , 那么 
PoP = P,P; = O, 
而 此 时 ||Ps| = ||Py|| =1. 
2. 线性 算 子 (和 矩阵) 的 函数 “前面 我 们 已 经 看 到 研究 算 子 .4 的 多 项 式 F(.4) 的 必 


要 性 ，C(Y) 上 范 数 的 存在 允许 直接 把 函数 级 数理 论 搬 到 在 上 上 取 值 的 函数 (线性 算 
子 ) 上 来 . 此 时 , 空间 L(V) 具 有 完备 性 . 如 果 由 线性 算 子 .4 组 成 的 级 数 》 .4 收敛 , 它 


i 之 0 
的 和 是 .4, 那么 , 在 V 的 任意 一 个 基底 (e1,… ,en) 之 下 , 算 子 .4 的 矩阵 4 是 算 子 .4 的 矩 
阵 4; 之 和 , 4 = 》 .4i. 反 过 来 , 每 个 收敛 的 矩阵 级 数 都 能 对 应 线性 算 子 的 收敛 级 数 . 


2 之 0 
如 同 通常 的 数 的 函数 一 样 , 我 们 特别 地 关注 可 以 表示 成 短 级 数 形式 的 算 子 函数 
按照 范 数 收敛 性 的 定义 , 再 由 常 说 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ， 可 以 推出 , 如 果 数 字 级 
数 Y、 auat 收 敛 , 那么 , 在 集合 


?之 0 
QCLV),N= {A| IAI < a} 
上 的 级 数 》 aiX: 必 然 绝对 一 致 收敛 . 
i>0 
例 3 ”如果 .4 是 个 医 零 算 子 (4m = O). 那么 , 算 子 E - A 是 可 道 的 , 而 且 


(E— A l=E+A+..+ A™-!, 
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这 很 容易 直接 验证 . 现在 设 V 是 任意 一 个 巴 拿 赫 空 间 , 且 .4 : Y 一 V 是 一 个 线性 算 子 ， 
“” 它 的 模 ||4l| < 1. 那么 , 同样 地 , 2 - 4 在 C(Y) 中 是 可 逆 的 , 且 (E - 4)-1=》 Ai. 实际 


2 之 0 
上 , 级 数 》 .在 的 收敛 性 可 由 几何 级 数 》 ||.4 相 的 收敛 性 推出 来 (把 .4 理解 为 恒 等 算 
i>0 i>0 
子 5), 而 它 又 是 模 》 |.4i|| 的 优化 级 数 . 设 8 是 级 数 》 .4 的 和 . 那么 , 4B = BA 就 是 
i>0 i>0 
级 数 》 A 的 和 . 这 意味 着 
i 之 1 


B(E — A)= (€ - AB=E, 
也 就 是 说 , 8 就 是 E - .4 的 逆 算 子 . 
3. 指数 函数 ”对 于 每 个 线性 算 子 4:Y 一 V(V 是 有 和 度 是 家 站 也 用 人 
个 巴 拿 赫 空间 , 4 是 有 界 算 子 ), 可 以 无 条 件 地 说 ， 最 重 要 的 按 模 收 人 的 级 数 是 证 A 


它 的 收敛 性 可 以 得 到 保障 ; 范 数 级 数 5 二 | 4 可 以 用 收敛 级 数 


大 过 0 


5 = AI = explMl 


k>0 


强化 , 后 者 就 是 通常 的 实 交 量 的 指数 郴 数 ， | 
定义 3 所 数 和 nA (相应 地 ， 已 -A ) 用 符号 exp A (相应 地 ，exp 4A) 代表 ， 


被 称 之 为 线性 算 于 .A 的 指数 函数 ( 短 御 4 的 指教 函数 ) 经 经 常用 e“ 代替 exp .4. 由 于 级 数 
在 集合 Q = {4| 4l| < oj 上 的 一 致 收敛 性 ,函数 万 F* exp 寺 是 L(V) 到 其 本 身上 的 一 
个 连续 映射 
可 以 直接 在 某 一 行 上 证 明 n x n 和 矩阵 4 的 指数 函数 的 存在 性 . 我 们 记 
(ai;) = 4, (og ) = As. 
设 m 是 对 任意 参数 oz 的 绝对 值 的 一 个 上 界 : |aij| < m,1 < ij<n. 我 们 可 
以 知道 
lass)| < (nm)’, l<i,j<<n. (*) 
于 是 , 有 
lo | = 


> a ak 


k=1 
也 就 是 说 ， 不 等 式 (*) 对 所 有 的 s 都 成 立 . 这 意味 着 ， 对 2 个 对 (i, 站， 级 数 V、 a 都 在 
系数 的 极 大 值 不 超过 m 的 矩阵 的 集合 上 一 致 收敛 . 级 数 


< n(nmm = (nm)st!, 


B+A+iA+ + 


是 局 个 一 致 收敛 的 数字 级 数 并 在 一 起 , 本 身 必然 是 一 致 收敛 的 . 
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例 4 设 V 是 变量 {的 次 数 < n 一 1 的 实 系 数 多 项 式 的 空间 , TD, 是 微分 算 子 . 著名 的 
关于 多 项 式 的 泰勒 公式 表明 , 如 果 f(t+a) 是 在 f(t) 中 用 t+a 代 替 t 得 到 的 次 数 < n 一 1 的 
多 项 式 ， ae 了 妥 . 那么 


eta) = + OOF i 


事实 上 , 可 以 把 它 写 成 


f(t+a)= {+i Dt + (aDe)? + 十 .… 十 


mieD)" HO) = (pap 0 


的 形式 . 
由 于 VY 上 算 子 acD 的 寡 零 性 , 级 数 exp aDi 可 于 中 间 停 止 而 退化 成 为 一 个 有 限 和 |. 
这 是 宕 零 算 子 的 一 个 共有 的 性 质 . 在 我 们 这 个 情形 ,exp aD = XK。 就 是 用 a e RR 作用 
的 位 置 算 子 , 它 把 f 四 变 成 fl +o). 它 的 线性 性 质 可 以 直接 验证 . 
正如 我 们 已 经 知道 的 , 在 基底 


t’ | 
(«= ml si<n) 


之 下 , 算 子 Di 对 应 矩阵 D=., 即 n 阶 的 上 若 尔 当 块 , 从 而 Ho 在 这 个 基底 之 下 的 算 阵 
就 是 


1 a a/2! |... a"-1l/(n—1) 
O01 a .an 2?/(n—2)! 

Ha=expan=|00 1 .和 a 3/(n—3) 
0 0 0 1 


我 们 应 该 注意 , 在 指数 的 定义 中 , 已 经 认为 基础 域 是 实数 域 或 者 复数 域 . 这 样 ， 
在 复 变 水 数 中 , 认为 


er*ty ~ er(cosy+isiny) = ez . ey,i= V 一 1. 
这 里 包含 了 欧 拉 公子 
e2 = cosy + isiny, 
它 可 以 利用 级 数 . 
iy 一 (iy)” 一 
eY = ,~ =a(y) +ib(y) 
以 及 把 函数 cos y, sin y 分 解 成 关于 实 变量 y 的 寡 级 数 得 到 . 


例 5 复 平面 C, 用 域 C 上 的 疝 量 空间 的 观点 来 看 , 更 好 是 称 它 为 复 直 线 C', 它 可 
以 变 成 实 平面 了 2. 线性 算 子 4A :V 一 V,v 忆 (7 十 VV 在 基底 (el = le = 之 下 对 应 
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矩阵 A 必 形 如 


由 复数 的 指数 的 定义 , 得 


e” cosy —e” siny cosy — siny 
| )-( ) 
esiny e’”cosy siny cosy 
结论 :把 乘 以 复数 z = z+iy 的 乘法 算 子 记 为 A, 则 exp A 刚好 是 旋转 y 角 再 压缩 e? 倍 . 
利用 绝对 收敛 的 级 数 的 乘积 中 的 加 项 可 以 被 置换 这 样 一 个 事实 , 我 们 可 以 得 到 
下 面 的 一 个 有 用 的 论断 
定理 4 如 果 n x n 阶 矩阵 A 和 B 是 可 交换 的 , 那么 


(expA)(expB) = exp(A + B). 


证 明 我 们 有 
(exp A)(exp B) 
1 1 1 1 1 
一 >》 一 42 2_B: 二 >》 = ~ AsB: >》 >》， As BE-s 
4 s! py t! ) .4 sl! 1 3 sl(k— s)! 


1 /Ek 1 / 夺 /kN ,,,,, 
Bm ) BA ) 
= 2 二 (A+B)* = exp(A+2B). 

k>0 
在 这 里 , 我 们 利用 了 牛顿 二 项 式 公式 
= k 3 DE—s _ k 
2 (*) AsBrk-s=(A+B) 
在 任意 一 个 交换 环 , 特别 地 在 环 Z[A, B] 上 成 立 这 一 事实 . 
我 们 的 级 数 逐 项 乘积 的 规律 性 可 用 归纳 法 证 明 , 事实 上 . 


A (> 和 (2 > 押 ] Re 


其 中 Rx = 交 人 避 是 关于 所 有 的 满足 性 质 max(s, 人 ) > K 且 s+t < 2K 的 数 对 (s, 如 求 
和 . 这 样 的 数 对 共有 KK(K + 了) 个 . 如 果 m 是 矩阵 4 和 B 的 系数 的 模 的 一 个 上 界 , 那么 ， 
乘积 全 二 不 会 超过 


n(nm)s n(nm)t (nmo)2t 
s! tl ~ K! ) 
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其 中 mo 是 某 个 正 数 . 这 就 意味 着 , 矩阵 Rk 的 系数 按 绝对 值 不 超过 
K(K+1)(nmo)t 

也 就 是 说 , 当天 无 限 增长 时 ,，Rx 趋 于 零 , 这 就 给 出 了 我 们 需要 的 公式 . 口 

对 于 零 扎 阵 O, 按 定 义 , 我 们 有 exp O=E. 因为 矩阵 A4 和 一 A 显然 是 可 换 的 , 所 以 ， 
依据 定理 4, 有 

exp A .: exp(—A) = exp(A ~ A) = expO = Eb, 

由 此 , 可 得 到 

推论 设 4 是 任意 一 个 n x n 阶 和 矩阵 ( 实 的 或 者 复 的 ). 那么, exp 4 是 非 退 化 矩阵 ， 
且 

(exp 4)-: = exp(—A). 

4. 线性 群 的 单 参数 子 群 ”也 数 exp 在 很 多 方面 都 是 侥 有 兴趣 的 , 正如 可 以 在 下 
面 简 单 的 命题 中 看 到 的 那样 , 有些 问题 可 以 用 群 论 的 观点 去 看 . 

定理 5 ”对 任意 矩阵 A € Mn( 朋 ,只 = 及 或 只 一 C, 由 


pA:tm exp(tA), teR 


确定 的 对 应 是 实数 加 法 群 R+ 到 GL,(R) 的 一 个 连续 同 态 映射 
证 明 事实 上 , 略 加 改动 地 引用 定理 4 的 推论 , 我 们 容易 相信 , pa4(t) € GL (#)， 
而 且 
(p4())™ = pa4(—t). 
此 外 ， 


PA(s) * plt) = exp(sA) . exp(tA) = exp(sA +tA) = exp((s +t)A) = pa(s+t), 


也 就 是 说 , ps4 是 Rt+ 到 GL(R) 的 同 态 , 它 的 连续 性 在 指数 的 定义 中 已 经 打下 了 基础 . 
口 

定义 4 通常 称 集合 {fexp(t4)|t € 民 } 是 V 上 单 参数 线性 算 子 群 (在 一 个 固定 的 基 
底 之 下 就 是 单 参数 矩阵 群 ). 

例 6 如果 A = a 是 个 实数 ,那么 {exp(ta)lt eE 就 是 实生 法科 如 果 4 = 
V 一 1 = i, 那么 {exp(ti)lt e 及 } 就 是 圆周 . 

为 了 得 到 关于 矩阵 exp 4 ( 算 子 exp 4) 的 本 性 的 更 加 确切 的 结论 , 我 们 证 明 下 面 
的 命题 . 

定理 6 设 和 1, 和 2,… ,Mn 是 伦 阵 A e Mn(C) 的 特征 根 , 这 里 是 连同 重 数列 出 的 (也 
就 是 说 , 和 i 不 一 定 是 不 同 的 ). 

那么 , 矩阵 exp A 的 特征 根 恰好 是 


exp M1, exp M2,::: ,exp Mn. 
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证 明 正如 我 们 已 经 知道 的 (第 2 章 84 的 定理 1), 每 个 复 和 矩阵 都 相似 于 一 个 三 角 
形 和 矩阵 . 特别 地 , 对 我 们 这 里 的 矩阵 4A 可 找到 一 个 非 退 化 矩阵 B 使 得 4 = B-ITB, 其 
中 7T 是 个 (上 ) 三 角形 矩阵， 我 们 同样 知道 4 和 7 有 相同 的 特征 根 . 因为 三 角形 矩阵 
的 特征 根 就 是 它 的 主 对 角 线 上 的 元 素 , 所 以 , 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 , 它们 按 顺 序 就 
是 Xi , 和». 这 样 一 来 ， 


和 1 * 水 
0 入 
T = 2 | 
0 0 Mn 
我 们 有 
和 * * 
Tk 0 和 X * 
‘ 0 0 和 
也 就 是 
exp 和 1 * 水 
expT = 0 “exp 和 > * 
0 0 ‘.. exp 和, 


这 说 明 exp 和 1,… ,exp 入 是 矩阵 expT 的 特征 根 . 只 要 注意 到 exp 4 = B-1i.expT.B ( 见 
习题 7.1.1), 就 进一步 知道 exp 和 i 同样 是 矩阵 4 的 特征 根 . 口 
推论 ”对 任意 方 阵 4, 关系 式 


det exp A = exp(tr 4) (6) 


成 立 . 
证 明 事实 上 , 和 矩阵 的 行列 式 等 于 它 的 所 有 的 特征 根 的 乘积 , 而 迹 等 于 它 的 所 有 
的 特征 根 之 和 , 因为 这 些 都 可 以 从 定理 6 直接 得 到 . 更 显然 地 ， 


det exp 4 = det(B-! .expT.:.B)= detexpT 
= II exp Xi = exp(A1 十 … 十 Xn) 一 exp(tr4). - 
i=1 . 

由 关系 式 (6) 可 以 再 次 推出 , exp 4 总 是 一 个 非 退 化 算 阵 , 而 且 , 对 所 有 的 4 e M,(R)， 
det exp 4 总 是 一 个 正 实数 . 

对 于 和 矩阵 (线性 算 子 ) 的 指数 , 我 们 还 可 做 奉 干 资 明 . 一 如 既往 , 用 矩阵 :4 代表 和 矩 
阵 4 的 转 置 和 矩阵, 了 代表 4 的 元 素 用 自己 的 共 罗 数 替换 之 后 得 到 的 矩阵 (如 果 4 是 个 实 
矩阵, 那么, 4 = 4). 我 们 再 回顾 


‘(A*)= (4), Ar= (A)". (7) 
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关于 第 一 个 关系 式 可 看 [BA I] 第 2 章 83 的 第 3 目 , 而 第 二 个 关系 式 可 以 由 这 样 的 一 个 
简单 的 事实 推出 来 , 即 和 矩阵 4* 的 系数 可 以 记 成 矩阵 4 的 系数 的 k 次 齐 次 型 , 映射 z 一 
z 是 域 C 上 的 目 同 构 . 进而 ， 


‘(4A+B)=:A+:B, A+B=A+B. 
于 是 , 由 exp 4 的 定义 和 关系 式 (7), 我 们 直接 可 以 得 到 
‘(exp A) = exp(:A), exp A = exp A. (8) 


下 面 , 我 们 使 用 对 某 些 和 矩阵 空间 的 公认 的 记 法 : 

i) gl(n, 月 = gtn (RR) = Mn( 朋 是 域 & = C 或 者 R= 及 上 的 所 有 m 阶 矩阵 的 空间 ; 

iD sl(n, RR) = stn(R) 是 所 有 迹 为 零 的 n x n 阶 矩阵 的 空间 ; 

iii) so(n, RR) = son(R) 是 所 有 反 交 换 的 n x n 阶 矩阵 ( 实 的 或 者 复 的 ), 上 十 和 = 0; 

iv) u(n) = 如 是 及 上 (但 不 是 C 上 ) 的 斜 挨 尔 米 特 矩 阵 X € Mi(C), X*+XX = 0 (X* := 
上 又 ) 作 成 的 空间 ; 

v) su(n) = sun 是 及 上 所 有 迹 为 零 的 斜 埃 尔 米 特 对 称 ” 阶 矩阵 作成 的 空间 . 

在 第 2 章 82 的 例 6 中 , 我 们 已 经 引进 了 李 代数 的 概念 (同样 地 可 见 第 3 章 83 的 例 2). 
下 列 命题 是 真确 的 . 

命题 空间 i) 一 v) 的 每 一 个 , 对 于 甜 阵 的 换 位 算 子 [4, B] = 4B - BA 都 作成 一 
个 (古典 的 ) 李 代数 . 

证 明 基于 在 第 1 章 我 们 已 经 熟知 的 映射 


XDIX, XP X* XDDtrx 
的 基本 性 质 就 可 以 做 初等 的 验证 . 以 iv) 为 例 ， 


[4, Bl* = (AB - BA)* 
= (AB)* — (BA)*=B*A*—A*B*=(-B)(-A)—(-A)(-B) 
~=BA- AB= -|[A,BIl. 


在 情形 v), 添加 在 斜 对 称 之 下 保持 trX = 0 不 变 的 条 件 , 从 而 必 恒 有 
tr[X,Y|]=trAB -trB4=0. 口 


再 次 约定 一 些 符 号 , 这 次 我 们 屡屡 见 到 的 都 是 群 (典型 群 ): 

i GL(n, R) = GTn(R) 是 R = 及 或 者 只 = C 上 的 n 阶 完全 线性 群 ; 

ii) SZ(R) = 97n(R) 是 Mn( 角 中 行列 式 为 1 的 矩阵 作成 的 特殊 线性 群 ; 

ii) SO(n) = SO(n, 展 ) = SOn(R) (或 者 SO(n,C)) 是 所 有 实 的 或 者 复 的 行列 式 
为 1 的 正 交 和 矩阵 作成 的 群 ; 

iv) U(n) = 到 是 " 阶 酉 矩阵 作成 的 群 ; 
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v) SU(n) = SU 是 (行列 式 为 1 的 西 矩 阵 ) 特 殊 西 矩阵 群 . 

定理 7 映射 全 exp 久 建立 了 已 指明 的 类 型 的 i) 型 硅 代 数 和 i 型 群 之 间 的 关系 
式 , 1 i<5. 

证 明 i 可 以 看 定理 4 的 推论 . 

ii) 断言 在 i) 和 公式 (6) 中 已 被 确认 . 

iii) 如 果 tX 十 印 = 0, 那么 , 应 用 定理 4 的 推论 和 公式 (6), 我 们 有 


t(exp X) = expt X = exp(—X) = (exp X),, 


也 了 束 是 
‘(exp X) :expX = E>= expX ESO(n). 
iv) X*+X=0= (expX)* = expX* = exp(—X) = (expX)-! 
> exp X EU(n). 
v) 如 果 X € su(n), 那么 detexpX = 1, 从 而 exp Xe SU(n). 口 
本 来 还 可 以 试图 去 证 明 , 有 相互 单 值 确定 的 同一 个 类 型 中 的 关系 式 


4E.… 今 exp4E.……， 


只 要 在 左 侧 的 矩阵 的 李 代 数 中 对 任意 小 的 。 > 0, 有 ||4l| < s 在 右 侧 就 可 以 取 到 型 
如 exp 4 = 5 十 B 的 矩阵 , 使 ||BI| < 5. 但 定理 7 中 断言 的 箭头 不 能 完全 反 过 来 , 正如 


下 例 所 示 
J2(-1) = (2 1 


例 7 知 尔 当 块 
是 群 SL(2, C) 的 一 个 元 素 . 设 .PP(-D = exp4, 其 中 4 e sl(2, C)， 因为 (一 1) 不 能 化 
成 对 角形 , 所 以 矩阵 4 同样 也 不 能 对 角 化 (见习 题 7. 1. 1)， 这 样 一 来 , 矩阵 4 的 特征 
根 和 和 和 2 应 当 重 合 , 也 就 是 


和 1 = A2,A1 二 和 A2 =0=>>A;=0, :=1,2. 


但 是 , j; := exp 和 ;= exp0 = 1 应 该 是 矩阵 .J。( 一 1) 的 特征 根 (定理 6)， 这 个 时 候 , 实际 
上 yi = -1. 这 就 意味 着 矩阵 4 是 不 存在 的 . 换言之 , 并 不 是 群 SL(2, C) 的 每 一 个 元 素 
必然 属于 一 个 单 参数 子 群 . 

5. 谱 半 径 如果 试 着 去 解 下 面 的 习题 9 就 会 得 到 这 样 的 结论 , 在 有 限 维 埃 尔 米 
特 空间 上 正规 算 子 A 的 范 数 ||4l| 等 于 它 的 特征 值 的 最 大 值 . 

定义 5 设 A 是 C 上 n 维 向 量 空间 V 的 任意 一 个 线性 算 子 , Xi ,和 mn 是 它 的 特征 
值 . 那么 , 称 


r(A)= max |Aj| 
j=1,… ,n 
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是 算 子 .4 的 谱 半 径 . 
正如 我 们 已 经 看 到 的 , 对 于 可 对 角 化 的 线性 算 子 .4, r(A) = ||4ll. 但 是 , 一 般 说 
来 ,r(A) < ||4l|. 实际 上 , 如 果 和 = "(4) 且 v 是 属于 的 特征 向 量 (||v|| = 1), 那么 ， 


A= sup ||Ax|| z llM4vll = 1lAvll = | 


llxll=1 


这 个 不 等 式 可 以 是 严格 的 . 
例 8 设 (e;) 是 带 有 标准 纯 量 乘积 (内 积 ) 


(x|y) = 2 ,77 (x = 2 Yies, y = 2 Yiei) 


的 线性 空间 V 的 一 个 标准 正 交 基 底 . 线性 算 子 .4 在 这 个 基底 之 下 对 应 矩阵 4 = (和 ). 
为 简便 计 , 我 们 认为 R = 及 , 入 e 月. 所 以 ， 


Axll = V (ZA+ £2)? 十 十 (Zn-1A 十 Zn)2 十 (ZnA)2， 
如 果 |x1 = V 台 十 … 十 又 二 1, 那么 


n—1l1 
||Ax|| 一 十 2 和 》 zizi1 十 (1 一 2Z3)， 
2 二 1] 


而 且 经 过 简单 地 整理 即 表明 


"(A)=A< Sup Axl| = ||All. 


其 次 , 当天 > n 时 , 入 = 0 全 (J.(0))* = 0, 从 而 , 7(A) = 0 = im |AIM*. 把 习 
题 2. 4. 12 弄 明日 , 我 们 会 发 现 , 当 和 关 0 时 ( 且 ||x|| = 1) 必 有 等 式 


k 
nl 


(7 OA) x 


> 一 


k 2 k 2 1/2k 
= (TZ1+ Xz2 十 十 一 MT 一 Zn) +t (22+ srt + Tn) 十 
= 入 (1 十 ali(X, E+ an1(x, 入) 一 IT)LI/(2)， 
也 就 是 


lim (CO)sxlA 


一 入. am (1 十 Q1(X, 和 )k 十 … 十 Qn—1(X, A)k™—1)1/2k 二 入 :1= r(A). 


利用 我 们 已 经 研究 过 的 若 尔 当 标准 型 理论 和 例子 , 可 以 指出 , 对 一 般 线性 算 子 .4 的 
情形 , 有 下 列 事实 : 
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i) 7(A) = lim | 1 

ii) r(A) < ||AF||MV* < ||4|| ( 见 定理 3 的 推论 ). 

依据 四 第 1 章 810 的 关于 有 限 维 空间 上 模 的 等 价 性 的 定理 7( 此 时 必然 是 个 巴 拿 替 
空间 )， OD a 


iii) r(A) < ) mr lajxl, 7(A) < ) < mp lajxl, 对 任意 矩阵 4 e Mi,(C) 都 成 立 . 


说 明 显然 ， 在 任意 基底 之 下 线 性 算 子 A 对 应 矩阵 4, 必 有 7r(A) = r(4), 而 且 所 
有 的 与 谱 半径 有 关 的 结果 都 可 以 用 矩阵 语言 加 以 翻译 . 关于 算 子 范 数 的 更 详尽 的 性 
质 可 以 跟踪 [15]. 

习 题 
1. 验证 
dims{(n, 多) = n° — 1,dimso(n, £) = n(n 一 1)/2, dim su(n) = nn —1. 


2. 建立 群 U(1) 与 群 SO(2, 民 ) 之 间 的 同 构 . 
3. 下 列 算 阵 称 之 为 C 上 的 泡 利 (W. Pauli) 适 阵 


1 0 0 1 0 一? 1 0 
CO0 一 ,O01 一 ;02 一 ;03 一 。 
0 1 1 0 i 0 0 —1 


我 们 令 
21 = Fic 12 =—~ig2, 73 一 ios 
显然 ， 
(T1, Ts, Ta)c 一 5f(2)， 
(T1, 7T2, Ts)r = su(2). 


ni,T] = BB, [1,7T]= B,D,B]=T. 
4. 建立 李 代 数 so(3, 区 ) 与 3 维 欧 几 里 得 空间 关于 向 量 乘积 的 向 量 李 代 数 su(2) 之 间 的 同 构 . 
5. 证 明 , 如 果 A, B 是 n x n 和 纶 阵 且 det B 关 0, 那么 ， 


exp( 五 -4 万 ) = B- (exp A)B. 


11 
求 出 exp 4. 


7. 证 明 , 每 个 西 算 子 .4 都 可 以 表示 成 .4 = ei5 的 形式 , 其 中 B 是 一 个 埃 尔 米 特 算 子 . 
8. 证 明 , 如 果 .4 是 个 西 彰 子 , 而 6B 是 任意 一 个 线性 算 子 , 那么 || ABI| = | 好 ||. 

9. 对 每 个 规范 算 子 A, 都 有 ||A*|| = ||A||*, k= 1 2,3,…. 

10. 证 明 ，lim .4 ==O 命 r( -<1 


6. 对 于 算 阵 
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82 线性 微分 方程 
1. 指数 函数 的 导数 ” 设 P(t) = (pij(t)) 是 个 矩阵 , 它 的 系数 pij(t) 是 实 变量 t 的 可 
微 函 数 , 按 定义 , 我 们 令 gp) 
/apijlt 
P(e) :二 (0 ) 


并 且 称 P'(t) = dP/dt 是 矩阵 P 的 导数 , 然后 就 显然 地 , 可 以 得 到 矩阵 乘积 的 微分 法 则 


dQ 


d dP 
(PQ) = ——Q+ PY. 
HM) tT 


一 般 说 来 正如 可 以 以 和 E 阵 ( | 1 为 表明 的 那样 ， 
P'(t)P(t) # P(t)P'(t), 
例如 ， 
dP? dP 
dt dt 
但 是 , 我 们 对 于 一 个 矩阵 可 与 其 导数 和 矩阵 交换 的 特殊 情形 有 兴趣 . 
定理 1 设 4 是 个 常 系数 矩阵 ( 实 的 或 者 复 的 ), F(t) = exp(t4). 
那么 ， 


d 
F(t)=A. Ft). (1) 


证 明 ” 按 其 定义 , 矩阵 4 和 F(t) 是 可 交换 的 , 也 就 是 说 , 要 证 明 的 关系 式 的 右 端 
可 以 F(t)4 代 替 . 用 At 代 表 变 量 t 的 微小 增 量 . 按 81 的 定理 4, 我 们 有 


F(t+ At) = F(t)F(AL), 


所 以 ， | 
Xs[F(t + At) — Fé) 


1 一 1 


- bap . F(t) 


2 二 1 


由 宪 级 数 的 连续 性 , 我 们 可 导出 结论 


. 1 2 1 2A3 |...| = 
dim [A+ 51(At)A 十 al (At)' A + | = 4. 
所 以 ， J 
.1 
FP) :一 lim [Et 二 Ab) 一 F(t)| = 4: F(t). D 
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2. 微分 方程 现在 设 


/ 

21 二 Q1121 十 Ql222 十 … 十 Qln2m， 
/ 

22 = Q2121 十 Q2222 十 …… 十 Q2n2m， 


Zi 一 Qn121 十 qn 十 … 十 Qnnzn 
是 1 阶 的 常 系数 的 线性 微分 方程 组 , 并 记 为 
一 Az, : (2") 


这 里 z = [z1, z2,… , zn] 是 向 量 列 ; 它 的 分 量 zi = z(t),1 < i < n, 是 {的 未 知 的 可 微 函 
数 . t 在 一 个 区 间 r1 < 上 < ra 中 , 且 满 足 一 个 初始 条 件 z;(0) = z0. 

微分 方程 的 一 般 理论 要 确保 z = z(t) 的 存在 性 和 唯一 性 .此 外 , 由 (2) 和 (2) 可 
以 看 出 , 对 应 不 同 的 初始 条 件 的 解构 成 一 个 向 量 空间 , 而 常 党 说 的 基本 解 就 是 这 个 空 
间 的 一 个 基底 . 

重新 加 到 关系 式 (1), 我 们 发 现 , 允许 做 这 样 的 解释 : 矩阵 Pb) = (fs(0) 的 每 个 
列 z; = [有 1;,… , fnj] 都 是 方程 组 (2) 的 一 个 解 , 它 满足 初始 条 件 z; (0) = [0,… ,1,… ,0]， 
这 里 边 只 有 第 ;个 位 置 上 是 1( 因 为 F(0) = 5). 因为 初始 条 件 在 j = 1,:… ,n 时 是 线性 
无 关 的 , 而 其 余 的 都 是 它们 的 线性 组 合 , 所 以 , 矩阵 F(t) 的 n 个 列 就 取 尽 了 方程 组 (2) 的 
基本 解 的 整个 集合 . 解 空间 是 nn 维 的 . 

更 一 般 的 线性 微分 方程 组 形 如 
2 = 4z 十 b， (3) 
其 中 

4=(aij)，2z=[2 ,Zn], b= [01,.… ,bnl. 


如 同 在 代数 方程 组 的 情形 一 样 , 方程 组 (3) 可 能 是 不 相 容 的 . 如 果 不 是 这 样 , 且 zo 是 某 
一 个 特 解 , 那么 , 方程 组 (3) 的 一 般 解 就 是 z = z 十 zo, 其 中 z 是 与 (3) 相 对 应 的 齐 次 方程 
组 (2) 的 一 般 解 . 

3. n 阶 线性 微分 方程 有 形 如 


z(n) 十 ai1z(™-1) 十 。。。 十 QZ 十 0Q7Z 一 0 (4) 


的 方程, 其 中 , 依 惯 例 , z = z(t) 是 自 变量 {的 未 知 函 数 , 而 系数 a1,… ,on 是 实数 或 者 
复数 . 先 不 涉及 满足 初始 条 件 
2(0) 一 zz00) = ,2 0) = 


1) 可 以 参见 , 例如 , 庞 特 里 亚 金 . I.C. 的 常 微分 方程 , 中 译本 , 林 武 忠 、 倪 明康 译 ， 北京 : 高 等 
教育 出 版 社 , 2006. 
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的 解 z(t) 的 存在 性 和 唯一 性 理论 , 我 们 注意 到 , 关于 z 和 它 的 各 级 导数 的 线性 方程 (4) 的 
解 空 间 的 线性 性 质 . 解 本 身 可 以 通过 把 (4) 化 成 特殊 的 方程 组 (2) 而 找到 , 也 就 是 , 议 


_ _ 1 _ (2 _ 一 2 ~(n—l 
z=¢ z= 23=20,, m1 = Yn = 2 


我 们 就 可 以 得 到 一 个 具有 特殊 形式 的 和 矩阵 


0 1 0 
0 
A= | 
0 0 0 1 
一 0n —Qn-1 —Qn-3:** 一 0Q1 


的 线性 方式 组 (2). 进而 我 们 就 可 以 使 用 在 第 2 目 中 的 同样 手法 了 . 
现在 , 可 以 从 另 一 个 方向 走 近 方程 式 (4). 我 们 转向 作用 在 无 穷 次 可 微 函 数 的 空 
间 上 线性 算 子 . 设 D, 是 对 t 的 微分 算 子 , 且 


x(Di) = Dr 4 a1Dr-l + .+ on_1Dt + ané. 
这 样 , 就 可 以 把 (4) 改 写成 
X(Di)z = 0. : (4) 


称 多 项 式 x(t) 是 微分 方程 (4 ) 的 特征 多 项 式 . 这 个 术语 是 有 确定 的 含义 的 . 试 寻求 形 
如 z = e* 的 解 , 我 们 得 到 关系 式 


XNe* = x(De)e™ = 0, 


ex 是 方程 (4') 的 解 今 X(A) = 0. 


定理 2 设 和 1,.… ,和 是 方程 (4') 的 特征 多 项 式 x( 引 的 所 有 的 不 同 的 特征 根 , 同时 ， 
Aj 的 重 数 是 hi, 使 得 和 十 .… 十 km 二 n. 那么 , 函数 


trerst, 1<j<m, 0g<k<k;—!1, 


作成 一 个 基础 解 系 . 
我 们 不 打算 推演 这 个 证 明 . 介绍 读者 参看 . II.C. 庞 特 里 亚 金 的 教学 参考 书 . 在 
单 根 的 情形 (所 有 的 k; = 1), 推论 本 身 并 不 复杂 , 但 有 重 根 时 就 需要 用 到 符 尔 当 标 准 
型 了 ( 见 第 2 章 ). 
我 们 的 任务 在 于 举例 说 明 在 最 简单 类 型 的 微分 方程 理论 中 的 线性 代数 学 的 方法 . 
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83 噩 多 面体 与 线性 规划 


1. 问题 的 提出 ”线性 规划 的 基本 问题 可 以 用 下 面 的 方式 提出 来 .在 实数 域 R 上 
有 限 维 仿 射 空间 A 上 有 m + 1 个 仿 射线 性 函数 户 ,… , fm; : A 一 R， 需 要 找 出 一 个 
点 & e A (或 一 些 点 ), 满足 条 件 : 


: fi(a) 之 0， 站 fm(a) 0， 


且 使 函数 /在 这 些 限 制 之 下 取得 最 大 的 可 能 值 . 

与 此 相反 , 茶 些 不 等 式 取 反 向 ,fi(&) < 0, 同时 (或 者 ) 要 求 去 寻求 1 取 最 小 的 可 
能 值 , 这 可 以 归结 为 对 从 前 已 做 过 的 替换 相应 函数 符号 的 情形 . 条 件 f(&) = 0 等 价 
于 fi(&) > 0 和 一 fi(&) > 0 的 总 和 . 所 有 的 函数 都 可 以 认为 不 恒 为 常数 . 

2. 论据 考虑 下 面 的 一 个 生产 过 程 的 数学 模型 设 有 一 个 企业 , 使 用 m 种 不 同 
的 资源 ， 生产 出 "种 不 同 的 产品 , 资源 和 产品 分 别 按 自己 的 单位 用 非 负 的 实数 计量 (我 
们 不 把 这 些 量 , 如 汽车 的 数量 , 当做 整数 ; 当 大 规模 的 生产 和 大 量 需 求 资源 的 时 候 , 它 
就 接近 于 “连续 ”模型 了 ). | 

给 定 的 企业 的 所 有 类 型 产品 的 产量 记 成 一 个 产品 向 量 (x1,x2,… ,zn) e R". 开 
拓 广 些 , 可 以 得 到 下 列 的 资源 需求 的 线性 模型 . 

设 标号 i(i = 1,2,… ,n) 的 资源 在 生产 一 个 单位 的 j(j = 1,2,… ,m) 型 产品 时 的 
支出 是 a;; > 0, 同时 , 资源 ;的 限制 量 是 b;. 也 就 是 说 


fi(T1,:.: ,Tn) = b; 一 》 oi >0, 1l<igm™, 
7 二 1 
或 者 , 等 价 于 
> oi; <bi, 2 二 1,2, ,0. (1) 
了 7 一 1 
同时 还 目 然 地 要 求 z 
Ti > 0， j= 1,2,..…… ,Nn, (2) 


也 就 是 说 , 企业 不 谋求 指派 给 它 的 产品 以 外 的 销售 品 或 者 储备 品 ， 再 假设 , 不 等 式 
组 (1) 和 (2) 是 相 容 的 . 任意 满足 这 些 不 等 式 条 件 的 产品 向 量 都 被 称 为 是 可 允许 的 . 
其 次 , 设 xj; 是 企业 从 一 个 单位 的 ;种 产品 中 获得 的 利润 . 我 们 设 


f(T1,.…: ,Tn) = 》 Tj- (3) 
7 二 1 


在 线性 规划 中 就 简洁 地 称 函 数 (3) 是 目标 函数 . 提供 函数 值 的 极 大 值 的 可 允许 产品 向 
量 就 是 按 利 润 最 优化 的 产品 向 量 . 企业 关心 的 结论 是 获得 最 大 的 利润 , 也 就 是 正常 
地 安排 进来 的 资源 获得 最 优化 的 产品 向 量 . 我 们 将 会 看 到 , 这 个 问题 是 就 要 在 例子 
中 描述 的 问题 的 一 个 特殊 情形 . 
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在 研究 线性 规划 一 般 问题 的 内 容 的 更 为 丰富 的 几何 解释 之 前 , 我 们 先 看 一 个 具 
体 的 经 济 生活 中 的 例子 . 

例 设 某 个 联合 公司 (我 们 称 它 为 MBRB) 生 产 两 种 产品 : 摩托 艇 和 客运 小 轮船 (分 
别称 为 MB 和 RB). 公司 掌握 四 种 类 型 的 设备 , 每 种 都 有 固定 的 生产 能 力 : 组 装 MB, 组 
装 RB, 组 装 发 动机 和 冲压 金属 板 . 问题 是 公司 应 该 生产 多 少 摩托 艇 和 多 少 客运 小 轮 
船 ?从 MB 或 者 RB 上 获得 的 利润 取决 于 摩托 艇 和 客运 小 轮船 的 市 场 价格 以 及 公司 的 
固定 的 花费 . 我 们 假设 , 市 场 价格 和 生产 的 可 变 成 本 的 平均 值 (经 济 学 中 周知 的 一 个 
概念 ) 都 是 不 变 的 . 也 就 是 说 , 在 一 个 合理 的 期 限 内 是 不 变 的 , 更 加 确定 地 , 我 们 允许 
摩托 艇 的 市 场 价格 是 70 000 卢 布 , 而 客运 小 轮船 的 价格 是 125 000 卢 布 . 生产 MB 的 可 
变 成 本 的 平均 值 是 65 500 上 户 布 , 而 生产 RB 的 可 变 成 本 的 平均 值 是 120 000 户 布 . 

这 样 一 来 , 公司 扣除 每 件 MB 产 品 的 可 变 成 本 可 以 获得 4500 卢 布 , 而 扣除 每 件 RB 
产品 的 可 变 成 本 可 以 获得 5 000 卢 布 , 如 果 Nwe (相应 地 , Nys) 是 生产 公司 每 天 生产 MB 
(相应 地 RB) 的 个 数 , 那么 , 公司 的 收益 (扣除 了 固定 成 本 ) 应 该 等 于 


Tt 二 f (Nmo, Nro) 二 4 500Nmop 十 5 O000N.p (4) 


我 们 假定 , 一 天 内 生产 中 每 产 出 一 个 MB( 相 应 地 RB) 要 使 用 15% 的 MB 设备 能 力 ， 
12% 的 发 动机 设备 能 力 , 9% 的 金属 冲压 设备 能 力 ( 相 应 地 , 17% 的 RB 设备 能 力 , 8% 的 
发 动机 设备 能 力 以 及 13% 的 金属 冲压 设备 能 力 ). 显然 , 公司 的 领导 受到 如 下 限制 


0 < 15Nmp < 100, 
0 < 17N., < 100, 
12N + 8N;s < 100, 
9Nmo + 13Nro < 100. 


借助 图 23 可 以 给 出 明显 的 解释 . 
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为 了 清点 所 有 上 述 强调 过 的 限制 , 摩托 艇 和 客运 小 轮船 的 产量 应 该 位 于 
区 域 O4BCD 内 , 这 也 就 是 公司 领导 可 以 运作 的 “平台 ”. 同样 , 收益 的 直线 (图 上 
的 虚线 ) 每 一 条 代表 MB 和 RB 生产 的 不 同 组 合 , 它们 给 出 的 总 收益 是 相同 的 . 图 形 
显示 . 最 优 解 位 于 C 点 , 在 这 里 , 水 面 运输 公司 每 日 生产 5 95MB 和 3. 57RB. 按 着 这 
种 给 定 的 产量 生产 , MBRB 公司 的 总 收益 是 每 天 核 计 44 625 卢布 . 

在 这 个 刚 讨论 过 的 例子 中 , 目标 函数 (4) 在 凸 多 边 型 的 顶点 C 取 得 极 大 值 . 我 们 可 
以 郑重 地 说 明 , 这 绝对 不 是 偶然 的 . 当然 , 线性 规划 的 实际 应 用 与 寻求 最 优生 产 疝 量 
的 具体 的 深入 研究 的 算法 有 关系 . 这 可 以 用 人 工 方法 , 也 可 以 在 计算 机 上 实现 . 这 里 ， 
我 们 只 限于 应 用 问题 的 几何 方面 , 当然 , 它 是 所 有 算法 的 基础 . : 

3. 基本 的 几何 概念 ”我 们 在 域 R 上 取 定 一 个 有 限 维 的 仿 射 空间 A. 字母 /以 及 带 
有 指标 的 f 均 为 A 上 的 仿 射 线性 也 数 . 

称 形 如 

{a& € Alf(d) >0} 


的 点 的 集合 是 个 半空 间 , 其 中 f 是 个 非常 数 仿 射线 性 函数 . 有 限 多 个 半空 间 交 称 为 多 
面体 . 

回顾 一 下 ( 见 第 4 章 83 的 第 6 目 ), 子 集 5 C A 是 凸 的 , 如 果 可 由 包 ,io € SR0 < 和 <1 
推出 A& 十 (1 一 MN)a2 € 9. 由 于 有 


fot+ (1 — Na) = 和 fo) 二 (1 一 7) 


所 以 ， 每 个 半空 s 间 都 一 定 是 凸 的. 又 因为 任意 多 个 凸 集 的 交集 仍然 是 凸 集 所 以 , 每 
个 多 边 形 都 是 凸 的 . 与 从 前 一 样 , 我 们 说 任意 点 


M+ (1— Nas, 0<A<L1 


都 是 以 wa 和 as? 为 端点 的 线段 wu 的 一 个 内 点 . 
设 5 是 个 凸 集 ， 凸 的 子 集 7 c 5 被 称 为 是 集合 S 的 一 个 界面 , 如果 端点 在 5 的 线 
段 只 要 有 某 些 内 点 含 在 7 中 , 那么 该 线段 就 整个 地 含 在 7 中 . 整个 集合 5 就 是 目 己 的 
一 个 界面 . 集合 S 的 只 由 一 个 点 组 成 的 界面 被 称 为 是 $ 的 一 个 顶点 . (读者 应 该 目 己 能 
在 3 维 空间 中 表达 出 立方 体 、 八 面体 和 多 边 形 的 角度 , 使 得 能 掌握 满足 基本 要 求 的 直 
观 图 形 , 这 些 图 形 对 线性 规划 理论 十 分 重要 . 我 们 实际 上 定义 的 这 些 图 形 的 界面 就 
是 中 学 平面 几何 学 中 边 、 顶 点 以 及 各 图 形 本 身 . 实心 球体 的 顶点 就 是 它 的 表面 上 的 
所 有 的 点 . 多 边 形 $S 的 所 有 界面 的 个 数 不 能 超过 仿 射 线性 函数 组 及 ,… , fm 的 子 空间 
的 个 数 . 从 而 是 有 限 的 . ) . 
很 自然 地 , 称 多 面体 9 c A 是 有 界 的 ， 如 果 对 A 中 任意 一 个 坐标 系 都 能 找到 
一 个 数 N 使 得 任意 一 点 a € 5 的 坐标 , 按 绝对 值 , 都 不 超过 N. 这 个 定义 与 坐标 
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下 面 , 我 们 要 证 明 一 个 最 重要 的 结论 , 在 有 界 的 多 面体 上 的 仿 射 线性 函数 的 极 
大 值 (在 应 用 中 这 种 情形 最 为 常见 ) 必 将 在 它 的 一 个 顶点 上 达到 ;必然 是 个 有 限 数 . 但 
是 , 着 手 证 明之 前 , 先 研 究 一 下 多 面体 及 其 界面 的 结果 将 更 为 方便 . 

引 理 1 廿 集 5 的 一 族 界 面 的 交 以 及 界面 的 界面 都 是 5S 的 界面 . 

证 明 i 设 T = 门 ,T, 工 都 是 5 的 界面 . 任意 端点 在 5 中 的 , 内 点 都 属于 工 的 线段 
都 必然 整个 地 属于 7T;, 这 意味 着 , 它 的 端点 必 在 T 中 , 所 以 它 整个 地 在 7 中 

ii) 设 T1 C TC 5, T 是 集合 5 的 一 个 界面 . 任意 端点 在 S 中 的 线段 , 只 要 内 点 都 
在 元 中 ,那么 必然 整个 地 在 T 中 ,因为 T 是 5 的 一 个 界面 . 这 意味 着 ， 它 的 端点 也 在 TT 中 ， 
从 而 整个 地 在 元 中 , 因为 元 是 T 的 一 个 界面 。 口 

引 理 2 设 S 是 个 多 面体 , 由 


给 定 . 那么 , 对 任意 一 个 指标 i, 多 面体 
Si= SN{af(a) = 0} 


或 者 是 空 集 , 或 者 是 5 的 一 个 界面 . 
证 明 设 5 是 非 空 的 , ui, aa e 5 且 线段 Xal 十 (1 一 入 &z 的 内 点 在 5; 中 , 函数 


fi(Ma1 十 (1 一 入 )Q2 )， 0O<A 人 <Ll 


对 和 是 线性 的 , 对 某 个 0 < Xo < 1, 它 变 成 零 , 此 外 , 当 入 = 0 和 和 = 1 时 , 是 非 负 的 ， 
因此 , 它 应 当 恒 等 于 零 , 所 以 , 整个 线段 都 在 S; 中 . 口 
引 理 3 多 面体 
S= {ofi() 0; 1<igm) 
上 的 非常 数 的 仿 射 线性 函数 ,在 那些 使 得 所 有 fi(&) > 0 的 点 ie SE 不 可 能 取得 最 
大 值 . 

证 明 因为 /不 是 常数 , 所 以 Dj 承 0， 在 与 A 相伴 的 向 量 空间 V 中 选取 一 个 向 
量 v <s V, 使 得 Df(v) 关 0， 可 以 认为 Df(v) > 0, 相反 的 情形 可 用 v 的 负 向 量 替换 
之 , 如 果 e > 0 充分 小 , 而 a se 5, 那么 , 对 所 有 的 i = 1,… ,m, 都 有 fi(& + ev) > 0， 
只 要 取 e < mini(f;(@)/IDfi(v)|) 即 可 . 从 而 , 对 所 有 这 些 e, 都 有 za + ev e 5. 但 是 ， 
f(a&+ev) = Fo)+sDFo, 所 以 , f(&) 不 是 1 的 一 个 极 大 值 . 口 

现在 可 以 证 明 我 们 的 基本 结果 . 

定理 ” 设 仿 射线 性 函数 在 多 面体 9 上 有 上 限 . 那么 ， 它 必 在 8 的 某 些 界面 点 上 取 
得 自己 的 极 大 值 , 而 这 些 点 本 身 同 样 构成 一 个 多 面体 . 如 果 5 是 有 界 的 ， 那么 , f 在 多 
面体 9 的 某 些 顶点 上 取得 自己 的 极 大 值 . 

证 明 ”我 们 对 空间 A 的 维 数 用 归纳 法 . 当 dim A 二 0 时 , 显然 . 设 dim A = n, 且 设 对 
于 维 数 小 于 n 的 情形 , 命题 已 证 . 设 多 面体 $5 由 一 组 不 等 式 有 > 0,… , 六 > 0 给 出 . 因 
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为 集合 5 是 闭 的 , 所 以 , 它 的 上 方 有 界 的 函数 必 在 某 个 点 4 上 取 极 大 值 . 如 果 f1(&) > 
0,… ,fm(a) > 0, 那么 , 根据 引 理 3，f 只 能 是 个 常量 ;特别 地 , 它 在 整个 S 上 都 取得 
自己 的 极 大 值 . 现在 , 我 们 可 以 认为 ,有 某 个 i 使 得 fi(&) = 0， 这 意味 着 ，f 在 非 空 
多 面体 5; 的 一 个 点 上 取得 了 极 大 值 , 而 5; 是 5 的 一 个 界面 而 且 属 于 n - 1 维 仿 射 子 空 
间 {6|fi(&) = 0}, 因为 ;不 是 常量 . 按 归纳 假设 , 限制 在 95; 上 的 /的 极 大 值 应 该 取 在 多 
面体 5; 的 某 个 界面 上 的 所 有 点 . 据 引 理 1 和 引 理 2, 它 也 是 原来 的 多 面体 的 一 个 界面 ， 
而 且 也 是 个 多 面体 . 因为 在 5; 上 定义 它 的 不 等 式 具有 一 个 可 以 推广 到 整个 空间 A 上 去 
的 左 端 , 从 而 可 以 补充 为 = 0. 
现在 , 按照 8 的 仿 射 包 络 的 维 数 进行 归纳 , 我 们 要 证 明 , 任意 有 界 的 多 面体 必 有 
顶点 . 事实 上 , 对 于 零 维 的 情形 , 这 是 显然 的 . 设 维 数 大 于 零 . 我 们 可 以 认为 , 多 面 
体 5 的 仿 射 包 络 就 是 整个 A， 在 A 上 任 取 一 个 非常 数 仿 射线 性 函数 ， 它 应 当 在 S 上 有 
极 大 值 , 因为 5 是 有 界 的 而 且 是 闭 的 . 可 见 , S 有 非 空 的 界面 , 它 由 所 有 的 取得 该 极 大 
值 的 点 组 成 . 它 是 个 有 界 的 多 面体 , 它 的 仿 射 包 络 的 维 数 必 严 格 地 变 小 , 按 归纳 法 假 
设 , 它 应 该 有 顶点 , 而 按 引 理 3, 它 同 样 应 该 是 多 面体 5 的 顶点 . 
最 后 , 设 5 是 有 界 的 , 且 7 是 5 的 多 面体 界面 , 原始 函数 /在 它 上 面 取得 自己 的 极 
大 值 ， 那么 ， T 的 任意 项 点 , 我们 已 经 证 明了 是 存在 的 ， 都 是 多 面体 5 的 一 个 未 知 顶 # 点 ， 
国 


习 匮 

1. 证 明 , 所 有 的 有 界 的 多 面体 都 是 自己 的 顶点 集合 的 西 包 络 . 

2. 利用 习题 1 和 第 4 章 83 的 定理 13 证 明 , 在 有 界 的 多 面体 上 的 线性 函数 必 在 自己 的 一 个 顶点 上 
达到 极 大 值 . 
84 非 负 和 矩阵 

1. 生产 上 的 论据 ”追踪 [12, 15], 我 们 来 讲述 利用 相当 知名 的 列 昂 季 耶 夫 经 
济 模型 的 生产 计划 问题 . 某 个 联合 企业 有 nn 个 工厂 己 ,1 < j < n. 在 工厂 户 生 产 P 产 
铝 . 为 了 生产 有 产品 需要 使 用 ai > 0 个 单位 的 已 产品 , 7 关上 (自然 地 ， 设 Q;; = 0). 联 
合 企业 为 了 生产 zx 个 及 产品 ,k= 1,2,…. ,nn 就 总 共 需 要 》 QjkZk 个 单位 的 P， 这 样 

k=1 
一 来 , 给 市 场 剩 下 的 是 
Yi = 2; — > ajRZK (1) 
k=1 

个 单位 的 已 产品 . 

计划 问题 可 采用 如 下 形式 : 对 于 给 定 的 市 场 需 求 y = (四 , Yn) < R", 且 
yj 之 0, 需要 找 出 生产 向 量 x = (zx1,… ,zn)， 有 目 x; > 0, 满足 条 件 (1). 设 4 = (ajx), 我 


1) 瓦 西里 . 瓦 西里 耶 维 奇 . 2 0905 1999) 是 圣彼得堡 大 学 毕业 生 , 随后 为 加 鲁 阿 
大 学 教授 , 著名 经 济 学 家 , 诺 贝尔 奖 获得 者 . 
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们 把 (1) 改 写成 矩阵 形式 
y = (E — A)x. (1)) 
现在 , 我 们 对 于 系数 为 非 负 实数 的 向 量 和 甜 阵 用 符号 
x 之 0,'y 之 0, A>0 (2) 
表示 , 并 简称 是 非 负 向 量 , 非 负 和 矩阵 ， 在 严格 不 等 式 的 情形 ,就 说 是 正 向 量 和 正 抵 
阵 (不 要 与 正定 矩阵 混淆 ) 


现在 , 运用 81 的 第 5 目 中 矩阵 谱 半 径 的 初等 结论 (或 者 把 它 与 它 在 R* 上 的 线性 算 
子 等 同 起 来 ). 如 果 r(4) < 1, 那么 , 作为 81 例 3 的 推论 , 矩阵 已 - 4 是 可 逆 的 , 而 且 (E 一 
4)-! = 5、 A*， 因为, 按 定义 , 矩阵 4 是 非 负 的 , 所 以 它 的 任意 次 宕 4t 都 是 非 负 


k 之 0 
的 , 在 这 种 情形 下 , 矩阵 (EZ 一 4)-! 必 然 也 是 非 负 的 . 从 而 , 矩阵 (1 对 应 的 所 需要 
的 解 x > 0 可 由 公 玫 ; 
xX= (ED— A)-iy. 
给 出 . 经 济 学 技术 领域 未 必 关 注 条 件 r(4) < 1， 但 是 , 利用 $1 的 第 5 目的 不 等 式 3): 
r(A) < max aj, 我 们 可 以 靠近 它 . 于 是 ，》 ajp < 1,k = 1,2,… ,n 就 是 解决 这 个 
j=1 


JI 三 | 


问题 的 一 个 充分 条 件 . 这 个 条 件 允 许 经 济 学 上 的 关注 . 实际 上 , 》、 ajs 是 制造 一 个 单 


j=1 
位 及 产品 时 工厂 据 要 支付 的 成 本 .从 而 ， 要 求 》 ak < 1 表示 工厂 有 雄 的 工作 是 有 赢 


二 1 

余 的 

这 样 一 来 , 我 们 有 : 

定理 1 如 果 每 个 工厂 的 生产 都 是 有 赢 余 的 ， 那么 , 计划 问题 是 可 解 的 , 而 且 只 
有 一 种 解决 方式 . 

2. 非 负 矩阵 的 性 质 ”按照 定理 1, 具有 满足 条 件 (2) 的 矩阵 4 > 0 的 方程 组 (1), 对 
任意 y > 0, 都 有 唯一 解 , 也 就 是 det (5 一 4) 关 0. 现在 , 要 注意 , 如 果 4 > 0H0 < 和 < 1 
那么 , 矩阵 X4 > 0 同样 也 满足 条 件 (2), 所 以 ， 


det(E — AA) #0,0<A<L. 


行列 式 det(B 一 和 4) 在 和 = 0 时 是 正 的 , 而 且 是 对 和 连续 的 , 所 以 , 当 和 = 1 时 , 它 也 是 正 
的 . 也 就 是 说 , 有 | 
定理 2 设 4 = (ok) > 0 且 》 ai < 1 对 任意 k = 1,2,…,n 都 成 立 ， 那么， 


JI 三 | 


det( 五 一 4) > 0. 
非 负 和 矩阵 是 博弈 论 、 组 合理 论 、 最 优化 问题 、 数 理 经 济 (线性 规划 和 动态 规划 )、 
概率 论 等 分 文 研究 以 及 遗传 学 中 重要 的 离 不 开 的 工具 . 
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设 P 是 一 个 由 置换 x e 5% 对 应 的 矩阵 (特别 地 , 可 参见 [BA I] 第 2 章 83 的 习题 6.) 
例如 , 当 n=3 时 且 x = (1 2 3) 时 , 我 们 有 


0 0 1 
P=|1 0 0 
0 1 0 


显然 , 'P = P71. 相似 变换 4 一 P-14P 同 时 对 和 矩阵 4 e Mn 人 (及 ) 的 行 和 列 施 以 变换 . 
定义 1 设 , 当 n > 1 时 , 能 够 找到 一 个 矩阵 PP, 使 得 


P-14P -_- 四 和] 
0 422 
其 中 411 和 422 都 是 阶 数 小 于 7 的 方 阵 ， 那么 称 4 是 个 可 约 化 矩阵 . 如 果 这 样 的 矮 
阵 己 不 存在 , 则 称 4 是 个 不 可 约 化 矩阵 . 
显然 , 矩阵 4 > 0 是 不 可 约 化 的 , 因为 不 管 对 4 的 行 或 列 进行 置换 , 它 的 角 上 都 不 
对 于 非 负 和 矩阵 , 一 个 基础 性 的 成 果 是 下 面 的 佩 龙 - 弗 罗 贝 尼 乌 斯 (1907 一 1912) 经 
典 定 理 , 它 后 来 被 威 兰 多 改进 了 . | 
定理 3 设 4 = (aij) € Mn(RR) 是 任意 一 个 非 负 的 不 可 约 化 矩阵 ， 它 的 特征 根 
是 和 0, 和，,… ,入 n_1. 那么 : 
i) 4 有 一 个 正 的 特征 值 r = r(4), 它 的 代数 重 数 是 1; 
ii) 特征 值 " 对 应 正 的 特征 向 量 x : 4x = XAx; 
iii) 如 果 {Xo, Xi …… ,和 k_1} 是 所 有 的 模 等 于 r 的 特征 根 的 集合 , 那么 Ni = 0;7,0 < 
7 二 上 一 1, 其 中 0 = e2"ij/%, 而 且 在 C 中 有 nn 个 点 和 ,0 二 ss 万 n 一 1, 它们 对 于 绕 坐 标 原 
点 的 多 重 2x/k 角 旋转 是 不 变 的 ; 
iv) 如 果 k > 1, 那么 , 可 以 找到 置换 矩阵 尸 , 使 得 


0 0 0 ... Ap_ig 
4 0 0 . 0 


其 中 Aj;j+1 是 n; Xx nj+1 阶 适 阵 而 Ak 1 是 np x ni 阶 和 矩阵 ; 
v) 如 果 至 少 有 1 个 j 使 a;; > 0, 那么 ,== 1; 
vi) 如 果 能 找到 i 关 j 使 得 aijaji; > 0, 那么 ,大 入 2. 
定理 3 的 证 明 相当 长 , 在 这 里 就 不 加 以 推导 了 . 
3. 随机 和 矩阵 ”我 们 回顾 ( 见 [BA 了]) 第 2 章 83 的 习题 4) 下 面 的 
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定义 2 称 矩 阵 P = (pi;) € Mn( 民 ) 是 随机 的 , 如 果 


n 
P>0,> pi=1, i = 1,2,.… ;1. 
j=1 


此 外 , 如 果 》 pij = 1， j= 1,2,… ,n, 那么 , 称 答 阵 已 是 双 随机 的 . 


置换 佐 阵 就 是 一 种 特殊 类 型 的 双 随机 算 阵 

定理 4 非 负 给 阵 已 具有 随机 性 质 , 当 且 仅 当 , Pe = e,e = [1,1,:… ,1]. 此 外 , 对 
每 个 随机 矩阵 PP 都 有 r(PP) 二 1 : 

证 明 如 有 果 和 矩阵 已 = (pi;) 是 随机 的 , 那么 , 显然 Pe = e, 所 以 1 是 PP 的 一 个 特征 
值 . 反之 , 性 质 Pe = e 只 是 P 的 随机 性 的 另 一 个 记 法 而 已 . 


其 次 ， 对 于 随机 和 矩 阵 己 ， 由 Px 一 A 和 X, X 一 [z1, 5 ,Znm] 可 得 》 pijz; 一 入 Ti ， 所 以 ， 
j=1 
只 要 议 |zm| = ax {72} 我 们 即 可 推出 不 等 式 


IA| : |zi| < D> pi Izj| < [zm| > pi = |zml. 
j=1 j=1 
特别 地 , 当 i = m 时 , 我 们 就 有 
| 和 lzm| < lzm|= IA <1=7r(P)=1. 口 


下 面 的 定理 建立 了 随机 矩阵 与 一 般 非 负 矩阵 的 联系 ， 
定理 5 ” 设 4 是 任意 一 个 非 负 甜 阵 , 正 的 向 量 c = [c1,… ,cn] 是 4 的 属于 特征 值 r 一 
r(4) 的 一 个 特征 向 量 . 再 设 C = diag(cl,… ,cn). 那么 , 矩阵 


1 
P= (pi;) 一 =C 1AC 


必然 是 随机 的 . 
证 明 根据 条 件 , 4c = yc, 它 等 价 于 一 组 等 式 


nN 
> aijc 一 7Ci， 7%=1,2,... ,7n. 
j=1 
因为 pi; 一 rr 一 1c aa;cy) 所 以 
nN nN 
>》 Di 一 Tc >》 aijcy =r cr .re;=1. 国 
j=1 j=1 


容易 看 出 来 , 矩阵 已 = (pi;), 8 = (qij) e Mn(R) 的 随机 性 可 导出 它们 的 乘积 PQ = 
尺 = (rij) 的 随机 性 : 


nN n nn Nn nn Nn 
ri 一 2 > ,Pikqk 一 >》 Pi >》 ghj 一 >》 Pi 二 1. 
il k=1 j=l k=1 


j=1 k=1 
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特别 地 , 任意 随机 矩阵 的 乘 寡 都 必然 还 是 随机 和 矩阵. 
我 们 在 这 里 没有 可 能 去 证 明 有 趣 的 遍历 性 , 即 极限 


的 存在 性 , 其 中 P 仍 然 是 一 个 随机 矩阵 且 P? = P = PP = PP. 如 果 P 是 个 不 可 约 化 
的 随机 和 矩阵 , 而 且 有 
AESpec(P),|A|=1=SA=1, 


那么 , 同样 存在 极限 
P™” = lim P*. (3) 


天 一 Co 


最 后 , 如 果 忆 是 双 随 机 的 且 dim Ker(P -万 ) = 1. 那么 ， 


| kl l/n 1/n 1/n 
P= im 2,P’ 一 | ...................， 
2 一 l/n 1/n 1/n 


任意 一 个 随机 和 矩阵 P, 显然 地 , 都 把 一 个 概率 向 量 x = [zx1,:… ,zn],7x; > 0， 
>》 = 1 仍然 变 成 一 个 概率 向 量 . 而 且 , 在 P > 0 的 情形 , 任意 一 个 概率 向 量 x 都 对 


2 一 


应 一 个 正 的 向 量 Px。 也 就 是 说 , 按照 这 个 道理 , 随机 矩阵 在 概率 论 中 起 极 重要 的 作 
用 , 设 给 定 了 某 个 物理 系统 S, 它 可 以 处 于 s1,.… , s 中 的 某 一 种 状态 . 设 系统 在 离散 
时 刻 to < 二 < 刀 <… 观 测 , 而 且 P = [pi1(txk),*…: ,pn(tx)| 是 随机 癌 量 . 其 中 ， pj(tx) 是 
当 = 1,2,… ,n;k = 0,1,2,… 时 , 系统 在 大 时 刻 处 于 状态 s; 的 绝对 概率 . 现在 , 再 
设 (这 个 假设 是 完全 可 以 实现 的 ) 由 刀 _; 时 刻 系统 处 于 。 状态 过 渡 到 刀 时 刻 系统 $ 处 
于 s; 状 态 的 已 知 的 条 件 概率 是 已 ， 按照 概率 论 规则 


nN 
pi(tk) = 2 _, pispi(tp—1). 
j=1 


令 P= (piy), 把 此 式 改 号 成 矩阵 形状 : pk = Ppk-1. 最 后 , 如 果 系 统 S 的 初始 状态 
是 s, 那么 po 是 这 样 一 个 列 向 量 : 它 的 第 r 个 位 置 是 1, 其 余 位 置 是 零 . 于 是 


px = Ppo. 


写 在 这 里 的 过 程 可 称 之 为 以 P 为 过 渡 和 矩阵 的 齐 次 的 马尔 可 夫 !1) 链 (通常 的 马尔 可 
夫 链 ， 条 件 pi 二 pij(tk; tp-1) 由 时 刻 t 决 定 ). 很 目 然 地 ， 要 关心 序列 {px} 的 极限 状态 ， 
也 就 是 实际 上 的 极限 (3). 


1) 安 德 烈 安 德 烈 耶 维 奇 马尔 可 夫 (1856_1922) 是 杰出 的 俄罗斯 数学 家 , 彼得 堡 数学 学 派 
最 著名 的 代表 之 一 
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(7 
q 1 一 0 
对 应 的 基本 状态 形式 “是 ”,“ 否 ”, 且 在 这 个 过 程 畸 变 中 转换 “是 一 否 ” 的 概率 是 p, 而 转 


换 “ 否 一 是 ”的 概率 是 q; 1 - 2 就 是 “是 一 是 ”的 概率 , 1 -- q 就 是 “ 否 一 否 ” 的 概率 . 
记 已 =Q+ 瓦 ,其 中 


例 ”过渡 矩阵 


我 们 就 有 Q? = 一 (p + q)Q. 在 这 里 , 0 < p,g < 1, 所 以 p 十 q = 0 祝 P = BE, 即 为 平凡 
情形 . 故 可 设 p 十 gq > 0, 从 而 ， 


P’'=(Q+E)"= > 人 )* -e+ (—D)’ -1(p+q)-10 


7 一 0 


1 (1—p— gq)* 
= 也 上 +- OO- ~ 0. 
p++g p+g < 


显然 , -1 和 1-p--q 乏 1 当 1 一 p 一 g = 1 时 , 我 们 再 次 回 到 平凡 的 情形 P = E. 而 
当 1 -p 一 g = 一 1, 即 p = g = 1 时 , 因为 


Pp ( ] P2* 一 E, P2k+1 一 P 
1 0 


所 以 . 极限 Pw 是 不 存在 的 
现在 , 研究 一 般 情 形 , -1 <1-p-g<1l. 我 们 有 lim (1 一 p 一 q)* = 0, 所 以 ， 


dd _?P 
(D+9) (p+9q) 
Pp” = 一 一 OO 
im P + g p 


(p+gqg) +g) 
特别 地 , 当 0 < p= g < 1 时 , 我 们 有 


lim P* = 
k—00 


ii 一 
io | 天 W|I” 


作为 结尾 , 我 们 应 注意 . ” 阶 的 半 魔 约 矩 阵 的 空 FE 间 SMag。(Q) 的 所 有 非 负 逢 阵 4 一 
(aij)( 见 第 1 章 $1 的 例 8) 一 定 可 以 化 成 双 随 机 和 矩阵 P = (pi;). 事实 上 , >》 ,aij = a = 


7 
> oilskijgm0Xae@Q, 那 么 ,只 要 令 pi = 1/a 就 够 了 . 这 可 以 算是 定理 5 的 
一 个 补充 说 明 ， 
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85 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 

1. 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 ” 设 了 是 实数 域 R 上 的 一 个 ”+1 维 的 向 量 空间 , P(V) 是 V 生 
成 的 射影 空间 . 设 g 是 V 上 的 一 个 非 退 化 的 二 次 型 , 它 的 惯性 指标 是 n, 而 负 惯 性 指数 
为 1;j 是 与 q 配 极 的 对 称 双 线 性 型 ， 正 如 我 们 在 第 一 章 就 已 经 知道 的 ， 必 存在 一 个 基 
底 , 在 这 个 基底 之 下 , g 取 标准 形式 


gq(X) = 一 20 十 2 十 22 十 .十 09. (1) 


我 们 可 以 认为 对 (V,g) 是 一 个 “ 伪 欧 几 里 得 ”空间 (闵可夫 斯 基 空 间 ), 而 现在 , 我 们 从 为 
一 个 方面 靠近 这 个 目标 则 更 为 有 益 . 
设 
XEPV), Xx= zoe Tnen, 
则 可 把 xo, x1,… ,zn 看 成 是 这 一 个 点 在 给 定 的 射影 坐标 系 之 下 的 齐 次 坐标 . 用 方程 
式 q(x) = 0 给 定 射影 二 次 曲面 (在 V 中 , 我 们 称 它 是 个 锥 体 ). 
定义 1 由 条 件 g(x) < 0, 即 


2 十 2 十 .十 2Z2 < 2 (2) 


给 定 的 集合 A CV( 在 相对 论 中 的 光 锥 ) 是 锥 体 的 “内 部 ”. 所 有 的 经 过 坐标 原点 且 处 于 
锥 体内 部 的 直线 对 应 的 集合 


A=P.(A) cP(V), 


就 称 为 是 n 维 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 . 
事实 上 , A 整个 地 包含 在 由 条 件 zo 关 0 决 定 的 仿 射 图 (Eo, Bo) 之 中 . 这 个 条 件 对 于 
满足 条 件 (2) 是 必要 的 . 在 仿 射 坐标 系 之 下 


Yi = Ti/7Xo0,i = 1,2,.…. ) 2， 


空间 A 由 不 等 式 

F+W+ + <1 (2’) 
给 出 . 也 就 是 说 ， Bo(A) 可 以 画 成 形 如 以 点 60 为 中 心 ， 以 1 为 半径 的 n - 1 维 的 一 个 开 
球 ( 图 24). 


现在 , 我 们 回顾 一 下 , Eo = eo 二 W, 其 中 eo 是 这 个 基底 的 第 一 个 向 量 , 在 这 个 基底 
之 下 , q(x) 形 式 如 (1), 而 Ww 是 由 条 件 zo = 0 决定 的 向 量 的 超 平面 . 换言之 , Eo 是 与 向 量 
空间 Ww 相伴 的 仿 射 空间 . 在 Vo 上, 二 次 型 go = g|v。 完全 确定 , 它 在 基底 (e1,… ,en) 之 
下 形 如 go(x) = z2? +… 十 xz2, 并 且 可 由 此 推出 它 是 正定 的 . 在 Eo 上 借助 go 可 以 引进 欧 
几 里 得 距离 函数 . 这 样 一 来 , Eo 就 有 了 欧 几 里 得 空间 结构 . 
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图 24 


现在 , 我 们 来 推广 已 有 的 结论 并 尝试 建立 与 空间 P(V) 的 仿 射 图 (E。, $6) 的 每 个 
点 6 € A 的 联系 . 因为 q(e) < 0 且 Xe = 6, 所 以 , 可 以 认为 , 向 量 e 满 足 正规 条 件 g(e) = 


一 1. 令 
Ve= {x EV |fle,x)=0}, (3) 
其 中 /是 与 q 配 极 的 双 线性 型 . 可 见 , Ve 是 e 的 伪 正 交 补 . 进而 , 再 设 


Es =e+tV.. 


二 次 型 go。 = glve 是 正定 的 . 实际 上 , 把 向 量 x eVY 记 成 x = ae 十 x', x € WV, 并 再 次 利 
用 定义 式 (3), 我 们 可 以 看 出 来 


q(xX) = 一 ao + g(x’) = 一 a2 + ge(x’). 


由 此 可 见 , 二 次 型 ge 的 负 惯 性 指标 应 该 等 于 零 . 
这 束 是 说 ，(Ve, ge) 是 个 带 有 纯 量 乘积 (x’ |y')e 的 欧 几 里 得 向 量 空 间 ， 这 就 允许 
把 E。 看 成 是 一 个 (点 的 ) 欧 几 里 得 空间 . 按 通 常 方式 定义 了 映射 


De: P(V)\P(Ve) 一 下 。， 
Be(X%) 是 直线 (x) 与 Ee 的 交点 . 特别 地 ， 
Be(A) = ANE.。. 


四 量 x = e+x'，x' e Ve 属于 集合 A, 当 目 仅 当 , q(x) = ge(x’) 一 1 < 0, 即 qe(x) <1. 而 
这 就 意味 着 , 在 空间 A 的 仿 射 图 (E。, B。) 上 , 可 画 成 形 如 以 点 6 € Be(6) 为 中 心 , 以 1 为 
半径 的 开 的 欧 几 里 得 球 . 
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2. 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 的 运动 ” 伪 正 交 群 O(g) = O(n, 1) c GL(V), 或 者 , 同样 的 
也 就 是 二 次 型 g 的 自 同 构 群 , 由 如 下 的 满足 条 件 (4) 的 线性 算 子 A e GL(V) 组 成 ， 


q(Ax) = q(x), vx EV. (4) 


将 (2) 和 (4) 加 以 比较 , 我 们 可 以 看 出 , A (A) = A. 研究 在 满 射 r : GL(V) 一 PGI(V) 之 


一 


下 群 O(g) 的 像 O(g) ( 见 第 5 章 , 83, 第 6 目 ) 
oO={4=r0Meog 
因为 .4(A) = A 且 A .多 = Ax, 所 以 


文 E 人 今 xEA 人 一 .4xecA 人 全 .4. 广 EA 人 . 


一 


也 就 是 说 , O(g) 是 射影 群 PGL(V) 的 一 个 包含 A 的 子 群 . 

定义 2 称 群 O(g) 的 元 素 是 一 个 运动 , 而 群 O( 四 本 身 是 一 个 由 维 罗 巴 切 夫 斯 基 空 
间 A 的 运动 群 . 作用 在 A 上 的 群 0(g) 对 应 的 几何 学 , 即 称 为 双 曲 几何 学 或 者 罗 巴 切 夫 
斯 基 几 何 1) 

在 这 个 定义 中 采用 的 术语 “运动 "可 能 令 人 不 太 习惯 , 通常 , 把 它 和 集合 上 保持 
某 种 集合 度量 不 变 的 变换 联想 到 一 起 . 我 们 的 基本 问题 是 在 A 上 导出 一 个 度量 , 使 得 
群 O(q) 名 副 其 实 . 但 是 , 眼前 , 我 们 先 停 下 来 研究 群 6( 厅 的 另外 一 个 性 质 , 它 对 于 几 
何 学 的 含义 丰富 的 定义 同样 是 必要 的 . 

定理 1 群 O(g) 作 用 在 A 上 是 可 迁 的 , 也 就 是 说 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 中 , 所 有 
的 点 都 是 O(g) 同 余 的 . 

证 明 设 c, 6 是 空间 A 的 任意 两 个 点 , 正如 我 们 已 经 看 到 的 , 不 失 一 般 性 , 可 以 认 
为 , q(c) = qle) = -1. 在 向 量 超 平面 浆 和 从 中 ( 见 (3)), 我 们 选取 标准 正 交 基 底 (ce)， 
(ei), 1 < i < n (分 别 相 对 于 纯 量 乘 积 (*|*)c 和 (*|*)e 标 准 正 交 )， 与 gq 配 极 的 双 线 性 
型 /在 空间 V 的 每 个 基底 (c, cf), (e, e!) 之 下 的 矩阵 下 都 有 同一 种 形式 diag( 一 1,1,1,.… ,1). 
所 以 , 由 等 式 Ac = e, Ac = e@!, 1 < i < n, 给 定 的 线性 算 子 , 显然 是 二 次 型 g (或 者 1) 的 
自 同 构 , 也 就 是 A e O(q). 同时 , A .6 = Ac = 人 所 以 , 4 是 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 中 把 
点 C 变 成 点 6 的 一 个 运动 . 

再 给 出 关于 群 O(q) 的 某 些 信息 . 

定理 2 任意 点 é € 人 的 稳定 子 群 O(g). 同 构 于 在 仿 射 图 (EE, To) 上 绕 点 6 一 Be(8) 
的 旋转 群 SO(n). 

证 明 我 们 的 自 的 是 指明 , 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 A 中 , 在 点 6 e A 处 不 动 的 运动 .A 必 
然 对 应 Ee 中 绕 e 点 的 一 个 旋转 , 而 且 , 反之 亦 然 . 

1) 为 尊崇 伟大 的 俄罗斯 几何 学 家 尼 古 拉 : 伊 万 诺 维 奇 . 罗 巴 切 夫 斯 基 (1792 一 1856). 他 揭示 


并 第 一 个 讲述 了 几何 基础 (1829 年 ). 他 的 著作 《 关于 几何 基础 》 及 其 他 后 继 关于 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 
模型 的 工作 中 , 已 被 证 明了 是 独立 于 欧 几 里 得 五 公设 的 . 
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这 就 是 说 , 设 A.6 = 6, 即 Ae = Xe. 根据 条 件 g(e) = -1. 因为 4e 0O(g), 所 以 ， 
d(Xe) = gq(e) 全 入 = 十 1. 


不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 认为 入 = 1. 如 有 必要 时 可 以 用 -.4 来 代替 .4. 由 (3) 可 得 .4(W) = 
Ve. 设 As = .41E。,4 = .4elv ,我 们 有 


-4e(e+X)=e 二 -ex (5) 


对 任意 点 zz :二 X= 二 é 十 x/ € Eo, x’ € VV 都 成 立 . 
这 样 一 来 , 4 就 是 V. 上 的 一 个 正 交 线 性 变换 , 而 As 是 空间 E。 的 绕 点 6 := e 的 一 
个 旋转 . 因为 


所 以 , 考虑 到 (5), 我 们 就 有 


Be(A.X) = Be(Ax) = Be(p(é + ALx')) 
=é+ Alx = As(e+x’)= A(BeX), 


就 是 说 , 旋转 As 就 表达 了 .A : A 一 人 在 仿 射 图 (E。, Be) 的 作用 . 
照样 , 如 果 As 是 空间 E。 绕 点 é 的 旋转 , 而 它 的 线性 部 分 为 .4 , 那么 , 由 等 式 Ae = 
e, .4x' = A‘x' 决 定 的 线性 算 子 A :V 一 V, 显然 , 是 保持 仿 射 超 平面 E。c V 不 变 的 二 
次 型 g 的 一 个 自 同 构 , 同时 , A e O(q) 作 用 在 A 上 刚好 与 .4 作用 在 E。 上 相对 应 . ” 口 
3. 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 ”以 下 我 们 在 欧 几 里 得 空间 Eo = eo 十 Ww 中 , 将 开 球 (2 ) 的 
中 心 点 6 固定 , 并 且 返 回 到 仿 射 图 (Eo, B80) 上 来 . 
引 理 1 设 和 ,ao € 人 且 有 和 关 jo. 我 们 经 过 Bo(&1) 和 Bo(32) 引 一 条 仿 射 空间 Eo 的 
直线 LL. 
那么 , 也 与 球面 
9 多才 二 十 网 =1 (6) 
相交 于 两 个 不 同 的 点 . 
证 明 直线 L 上 的 点 可 以 以 5 + 妇 ' 形 式 给 出 , 其 中 y 是 Eo 的 某 个 点 , 0 关 a 是 Wo 的 
一 个 向 量 , 而 t 是 任意 实数 (在 直线 上 点 的 坐标 ). 如 果 , a' = alel 十 … + onen,》 = 
(Bi1,… , Bn) 那么 , 点 7 = 5 十 ta 的 仿 射 坐标 形 如 y; = Bi + tai. 直线 与 球面 (6) 的 交点 
可 由 方程 ， 
aot? +Bt+y= > (ta+B)2 -1=0 
?一 :| 


得 到 . 二 次 三 项 式 ati2 + Bt + 7 在 刀 项 珊 有 正 系 数 a = >》 a2, 在 直线 L 上 的 点 Bo(a1)， 
Bo(5) 处 取 负 值 , 这 是 因为 , 对 它们 而 言 , 好 - 1 < 0. 这 就 意味 着 at? + Bt + ?有 
两 个 不 同 的 实 根 . | 口 
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设 @o(bl), Bo(b2) 是 L 和 球面 (6) 的 交点 , 选取 时 按 这 样 的 顺序 , 即 , 使 得 在 直线 上 
点 更 o(bl)，@o(al )，Eo(io)， o(b?) 的 坐标 如 按 递增 的 方式 (如 有 需要 , 可 以 把 ia 和 ap 的 
位 置 互 换 ). 我 们 得 到 


Al(uol,az) :=0.|oiaz| = |, a2, bz, bi ， (7) 


其 中 , 按 惯例 ，| 吉 ,a, Bb, bs| 是 四 点 的 重 比 ( 见 第 5 章 $3). 我 们 有 an 六 i, 但 是 , 关系 
式 (7) 当 和 = 和 的 时 候 亦 然 保 持 ， 只 要 6.|aiao|=1 且 工 是 任意 的 经 过 Bo (ai ) 的 直线 即 可 . 

引 理 2 如 果 61 关 62, 那么, A(61,62) > 1 

证 明 可 以 把 经 过 点 Eo(ai)，Eo(io) 的 直线 了 看 成 是 射影 直线 也 的 仿 射 图 . 我们 
在 P 上 定义 男 外 一 个 仿 射 图 , 把 点 bl 作为 无 穷 远 点 . 在 这 个 仿 射 图 中 , 我 们 选取 一 个 
坐标 系 , 把 点 bs 取 作 零点 , 而 把 5 取 作 单 位 (显然 , 这 意味 着 , 它 是 第 5 章 中 重 比 性 质 的 
记 法 中 最 好 的 ), 于 是 ， 依据 第 5 章 83 的 公式 (21)， 我 们 得 到 a, 2, bu, Ba| = Z 是 al 的 
仿 射 坐标 . 因为 @o(aa) 位 于 和 0o(bl) 和 Eo(aio) 之 间 : 


Bo(b1) Bo(i) Bo(i2) Bo(b,), 


所 以 , x > 1. 剩 下 来 , 只 要 补充 说 一 句 , 重 比 与 仿 射 图 的 选择 无 关 . 口 
说 明 由 重 比 的 性 质 , 我 们 有 
~ ~ ~ ~ 了] 一 芋 
a, a2, bi, ba] - a1, sa, bz, bi <1. 
定理 3 在 公式 (7) 中 定义 的 表达 式 人 (21, az) 相对 于 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 的 运动 是 
不 变 的 , 即 
A(Aii, Ais) = A(i1, 2) VAE O(q). 
证 明 设 Ae O(g). 如 果 和 i = 有 ,那么 , A&1 = .从 而 A(i ai) = A(Aa1, Aa2). 
设 al 入 ai. 因为 it, io,bi,b? 位 于 空间 了 ( 伺 ) 2 人 的 同一 条 直线 P' 上 , 所 以 , Aa1， 
Aao, .4b>, Abi 位 于 同一 条 直线 A(P') 上 . 其 次 , B0(b1), Bo(Bo) e S"-1, 其 中 Sn"-! 是 
方程 式 (6) 决 定 的 球面 . 按照 原 有 的 意义 , A 把 Sm"-1 变 成 自 己 , 因此 ， Bo(Abi), Po (Ab,) 
就 是 通过 Bo(Aa&1) 和 GBo(Aas) 的 直线 与 球面 9"-! 的 交点 . 
依据 第 5 章 83 的 定理 4, 得 到 


| Aa, Aga, Abz, Abi | = |a1, 82, bz, bi| = Ala1, io) (8) 


利 下 来 的 是 要 指明 | 45， Aao, Ab1, Abs| = A (Aa1, Aa ). 而 要 确信 这 一 点 , 只 要 把 
点 @o(AP1), Bo(A&1), Bo(Aao), Bo(Abo) 按 符 标 的 递增 方式 排列 在 连接 它们 的 仿 射 
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直线 上 . 现在 假设 ， 如 果 不 是 这 样 ， 我 们 可 以 认定 ， 点 Go(-4b?)， Bo(Aai), Bo(Aa,), 
Bo(Abi) 按 坐标 递增 顺序 排列 起 来 了 . 但 是 , 根据 引 理 2, 就 应 该 有 


Aa1, Aio, Ab1, Ab2| = A(As, Aa2) > 1, 


从 而 , 
Aa1, Aa2, Aba, Ab: | — [Aa Aao, Ab1, Ab2| <1. 
得 到 的 不 等 式 显然 与 关系 式 (8) 和 引 理 2 矛盾 . 口 
定义 3 把 量 


p(al, ao) = log A(a1, a2) (9) 

称 为 点 和 ii,ap € 人 的 罗 巴 切 夫 斯 基 距 离 , 其 中 A 是 由 关系 式 (7) 给 出 的 函数 . 

对 数 的 底 仅仅 会 影响 比例 , 就 不 需 指明 了 . 由 我 们 在 前 面 已 经 证 明了 的 关于 A 的 
事实 , 可 以 导出 如 下 的 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 p 的 性 质 : 

i) p(Aa, Ai2)=p(a1, i2), VAE OL(g): 

ii) (al, a2) = p(a2, a1); 

iii) p(Aa1, 22) > 0, 而 p(B1,22)=0 人 OA = a; 

iv) 如 果 点 ii, a2, 3s 共 线 , 且 Eo(i) 位 于 点 @o(aa) 和 Eo(is) 之 间 , 那么 p(&1, 53) = 
p(al, i2) + p(a2, a3). 

为 了 证 明 最 后 的 这 个 断言 , 需要 验证 等 式 


A(a1,a23) = A(&1,a2) .+ A(a, 3), 


而 这 可 以 由 重 比 的 定义 直接 导出 来 . 

值得 注意 的 是 这 样 一 个 事实 , 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 不 是 有 界 的 , 尽管 它 可 以 被 “ 置 
于 ”球体 之 中 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 度量 允许 在 空间 A 中 引进 角度 的 概念 ， 以 点 eo (eo 是 球面 (6) 的 中 


后 面 这 个 量 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 和 仿 射 图 中 是 重合 的 , 因为 它 的 顶点 是 é&0)， 这 个 
定义 与 运动 A 的 选择 无 关 . 实际 上 ， 如 果 有 另外 某 一 个 运动 B 使 得 B6 = so， 那么 ， 
6 = BA-! 也 是 个 运动 , 而 且 Céo = 80. 于 是 8 = C.4, 同时 , B( y )= C(4(Y ) ). 根据 
定理 2, 6 可 以 由 仿 射 图 (Eo, Bo0) 的 欧 几 里 得 运动 来 实现 ， 所 以 , 角 B( y ) 和 和 角 A(Y) 的 
量 在 仿 射 图 中 是 一 致 的 . 

再 次 设 Y 是 个 以 6 为 顶点 的 角 , 4 是 任意 一 个 罗 巴 切 夫 斯 基 运 动 , 且 Y' = A(Y). 按 
照 定义 , 角 y' 在 A 中 的 量 等 于 角 A(Y') 在 仿 射 图 中 计算 的 量 ( 欧 几 里 得 量 ), 其 中 .4 是 
把 角 y' 的 顶点 变 成 60 的 一 个 A 运动 . 但 是 , 这 个 时 候 , 运动 4'A 把 6 变 成 60, 从 而 角 y 的 
量 等 于 在 仿 射 图 中 计算 的 角 (A'A)(Y) 的 量 . 因为 


(AA(Y)= A(AY)) = A(Y"), 
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所 以 , 我 们 就 证 明了 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 运 动 之 下 角度 是 不 变 的 . 

在 欧 几 里 得 空间 里 , 对 于 具有 公共 顶点 的 角 成 立 的 命题 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 
中 亦 然 成 立 ， 特 别 地 , 平角 等 于 r， 如 果 角 Br 和 743 处 于 同一 平面 , 而且 具有 公共 的 
边 g7, 它 在 入 和 gs 之 间 , 那么 , 它们 的 和 等 于 角 pgs. 

4. 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 不 难看 出 , 1 维 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 与 1 维 的 欧 几 里 得 几 
何 是 一 致 的 (如 果 A 由 不 等 式 z? < 1 给 定 , 那么 , 函数 


f(z) = log 了 


一 化 
工 十 和 
决定 了 实 直 线 上 的 映射 A, 同时 , A 距离 变 成 了 欧 几 里 得 距离 , A 运 动 就 是 欧 几 
里 得 运动 ). 

我 们 可 以 停 下 来 更 方便 地 研究 一 下 2 维 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 . 由 第 4 章 , 我 们 知道 ， 
所 有 的 欧 几 里 得 平面 上 以 6 为 不 动 点 的 运动 或 者 是 绕 点 e 旋 转 一 个 角度 , 或 者 是 一 条 
经 过 点 e 的 直线 的 反射 . 相应 的 术语 可 以 照搬 到 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 . 

下 列 的 命题 同样 地 完全 是 正确 的 

i) 等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 相等 , 顶 角 的 平分 线 重 直 于 底 边 并 且 把 它 分 成 两 半 . 
检验 三 角形 全 等 的 三 个 法 则 : 按 一 边 及 其 两 个 邻 角 ; 按 两 边 及 其 夹 角 ; 按 


» 


三 角形 的 外 角 大 于 任意 一 个 与 其 不 相 令 的 内 角 . 
在 三 角形 中 , 大 边 对 大 角 . 

v) 在 三 角形 中 , 任意 一 边 小 于 另外 两 边 之 和 . 

vi) 由 不 在 直线 ! 上 的 一 点 6 可 以 引出 一 条 到 ! 的 垂 线 , 而 且 是 唯一 的 . 

我 们 给 出 最 后 面 的 命题 的 论证 . 为 此 , 研究 ge 和 ! 在 仿 射 图 (E。, B。) 上 的 刻画 . 为 
了 简便 起 见 , 有 时 会 省 略 符 号 B。、. 

直线 /在 这 个 图 上 可 表示 成 圆 A 的 弦 , 而 点 6 表示 成 这 个 圆 的 中 心 é， 如 图 25 我 们 
由 ée 在 ! 上 引出 一 欧 几 里 得 垂 线 h, 而 且 可 以 指出 , 它 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 的 意义 下 
也 是 垂直 的 . 为 此 , 研究 平面 A 对 于 h 的 反射 , 在 图 E。 上 它 怎样 表示 成 欧 几 里 得 反射 
有 昌 因 此 把 直线 ! 变 成 自己 . 由 此 可 以 得 到 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 , hl. 

垂 线 的 唯一 性 , 如 同 在 欧 几 里 得 几何 中 一 样 , 可 以 由 命题 引 推出 来 . OO 

利用 6), 不 难 相信 , 垂 线 短 于 斜 线 , 作为 习题 ,我们 设想 去 寻求 点 (a, 5b) 到 z 轴 的 人 A 距 
离 (在 圆 z2 十 y? < 1 之 内 ) 并 写 出 与 x 轴 等 距 点 的 几何 轨迹 的 方程 式 . 

这 样 一 来 , 很 多 2 维 欧 几 里 得 几何 学 中 的 定理 对 于 2 维 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 也 
是 对 的 . 但 是 , 在 欧 几 里 得 平面 上 , 所 有 的 关于 图 形 构 形 的 定理 都 可 以 由 不 多 的 几 个 
几何 公理 推导 出 来 , 这 些 公理 表达 了 点 和 直线 的 最 简单 的 性 质 (例如 , 经 过 任意 两 点 
必 可 引出 唯一 的 一 条 直线 , 直线 上 任意 三 个 点 必 有 而 且 只 有 一 个 点 位 于 另外 两 个 点 
之 间 ). 可 以 试 着 去 验证 , 这 些 公理 中 哪些 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 仍 保持 正确 . 如 果 
能 够 证 明 , 它们 所 有 的 都 是 对 的 , 那么 , 就 可 以 断言 , 欧 几 里 得 几何 学 中 的 所 有 定理 


过 
个 边 . 
iii) 

iv) 
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对 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 也 都 是 对 的 , 因为 这 些 定理 都 是 公理 的 逻辑 性 推论 的 结论 . 
而 实际 上 , 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 服从 欧 几 里 得 几何 学 的 所 有 公理 , 只 排除 了 一 个 , 就 
征 平 行 公理 , 它 要 求 , 经 过 直线 /外 的 一 点 e 最 多 只 能 引出 一 条 与 ! 不 相交 的 直线 . 但 是 , 
由 图 26 可 以 看 出 , 平行 公理 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 中 不 成 立 . 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 
存在 性 和 无 矛盾 性 是 要 证 明 的 , 平行 公理 不 能 由 欧 几 里 得 几何 学 中 的 原 有 的 公理 派 
生出 来 . 


— 


图 25 图 26 


罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 中 具有 本 质 上 非 欧 几 里 得 内 涵 的 定理 是 

定理 4 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 三 角形 的 三 个 内 角 之 和 小 于 Tr. 

证 明 iD 开始 , 我 们 先 来 研究 直角 三 角形 , 它 位 于 一 个 仿 射 图 (Eo，B0o) 上 . 为 简 
便 起 见 (直到 本 节 末 ), 在 A 中 的 点 和 在 A 中 的 点 都 用 同一 个 大 写 的 拉丁 字母 表示 , 而 
把 A 运动 用 希腊 字母 表示 . 借助 于 A 运动 , 我 们 可 以 使 直角 处 顶点 与 点 0 重合 . 这 样 
就 得 到 三 角形 40O0B. 可 以 证 明 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 意义 下 , 每 个 角 BAO 和 OBZA( 记 
为 B4O|,) 都 比 在 仿 射 图 中 的 度量 ( 记 为 BAOlg) 要 小 : 


BAO|, < BAOls,0BAI, < OBAls (10) 


我 们 知道 , 40B|A。 = A0Bls = x/2. 由 (9) 就 得 到 所 需要 的 命题 , 因为 在 欧 几 里 得 空 
间 中 三 角形 的 三 个 内 角 之 和 等 于 x. 

(9) 中 的 两 个 不 等 式 的 证 明 是 一 样 的 . 因而 我 们 只 限于 证 明 第 一 个 . 

找 一 个 运动 把 4 变 成 0, 并 用 另外 一 个 运动 绕 O 点 旋转 , 使 得 边 p(A). wp(O) (wp 是 
合成 的 运动 ) 和 边 40 位 于 同一 条 直线 上 . 

进一步 的 推论 将 在 图 27 和 这 一 目 最 初 刻画 的 命题 ) 一 vi) 上 进行 . 

按 定义 

54DIA = p(B)Op(O)le， 

而 且 我 们 只 要 证 明 , 在 仿 射 欧 几 里 得 图 形 内 有 不 等 式 p( 二 O05(O0) < 了 AD 就 够 了 . 同 
样 , 这 个 不 等 式 因为 有 命题 iv) 就 可 以 由 欧 几 里 得 关系 式 


Oop(O) = AO, (11) 
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plO)p(B) < OB (12) 


AL 


线段 40 和 Oowp(O) = po(4)p(O) 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 中 是 相等 的 , 因为 一 个 可 由 
另外 一 个 经 A 运动 p 得 到 . 所 以 , 绕 O 旋 转 r 角 应 该 使 4 和 2o(O) 重 合 . 但 是 , 这 个 旋转 就 
是 一 个 欧 几 里 得 运动 ;于 是 就 推出 了 等 式 (11). 

为 了 证 明 等 式 (12), 利用 罗 巴 切 夫 斯 基 距 离 的 性 质 


p(O,B) = POCO) p(B)). 


我 们 与 图 27 相 对 应 , 把 欧 几 里 得 长 度 表示 成 OB = z, p(O)p(B) =y, p(0)C2 =7. 还 
要 注意 , OD; = 1, i = 1,2. 按照 罗 巴 切 夫 斯 基 距 离 的 定义 


p(O, B) = log[O, B, D2, Di] 
~ log (车 5 -og (1 中) -ng( 这 2)， 
p(p(O), p(B)) = loglp(O) PUBD) C2, C1 


ri+y 1+z7 l+y/r 1+zx 
ry 1- 1l-y/r 1 一 2 
又 因为 r < 工 所 以 y < xz. 
ii) 我 们 利用 命题 十 ) 来 证 明 一 般 情形 , 由 它 可 以 推出 , 三 角形 不 可 能 有 两 个 钝 角 : 
如 果 在 A4BC( 图 28) 中 在 4, B 两 处 的 顶 角 都 是 钝 角 , 那么 , 在 顶 角 A 处 的 外 角 就 应 该 
是 锐角 , 这 意味 着 要 违背 命题 ii), 因为 它 小 于 顶点 B 处 的 内 和 角 . 
现在 , 设 在 和 ABC 中 , 在 顶点 4 和 B 处 的 内 角 都 是 锐角 (如 果 其 中 之 一 是 直角 , 则 
定理 已 证 ( 见 前 面 的 i)). 运用 vi) 由 C 向 边 4B 引 出 一 条 垂直 线 CD( 见 图 29). 那么 , DD 必 


由 此 可 见 ， 
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然 在 4 和 B 之 间 . 设 若 4 位 于 与 了 之 间 , 我 们 就 会 导出 一 个 事实 , A4BC 在 顶点 4 的 
外 角 是 个 锐角 , 而 在 顶点 DD 的 内 角 是 个 直角 , 这 就 又 与 命题 iii) 相 矛盾. 


人 < 一 


这 就 是 说 , D 位 于 4 和 B 之 间 , 而 三 角形 4BC 被 分 成 两 个 直角 三 角形 4DC 和 BDC 
对 它们 每 一 个 而 言 , 定理 都 是 已 经 被 证 明了 的 . 我 们 有 


Q 十 +A<T 7 二 6 十 人 < T， 
从 而 

2 十 (十 让 十 6 十 入 十 < 27, 
同时 , 又 因为 入 =/ = 7/2, 所 以 


Q 十 (二 7) 十 6 < 


而 这 就 是 本 定理 的 断言 . 口 

说 明 可 以 证 明 , 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 上 , 对 任意 小 的 0 < s < r, 都 存在 一 个 三 
角形 , 其 内 角 之 和 为 e. 其 次 , 在 欧 几 里 得 几何 中 , n 边 形 的 内 角 之 和 等 于 x(n - 2). 因 
为 以 ai， ao,，.… ,an 为 内 角 的 多 边 形 M 可 以 被 分 划 成 三 角形 , 所 以 , 由 定理 4, 在 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 中 , 不 等 式 


> ， Qi <T( 了 一 2) (13) 


Nn 


v(M):=7(n—2)— > oa. 


i 二 1 


如 果 
M= M1iUM2U:...UM:, 


其 中 多 边 形 M1，M2,… ,Mi 双双 均 没有 公共 的 内 点 , 那么 ， 


k 
v(M) = 2, v(M:;). 
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证 明 显然 , 如 果 把 多 边 形 M 某 一 个 边 上 的 某 一 个 内 点 看 成 是 外 点 , 那么 , 边 
数 就 增加 了 一 个 ,而 内 角 就 增加 了 2r, 但 U0(M) 没 有 变 . 从 而 , 可 以 认为 ,如 果 多 边 
形 Mi 的 项 点 属于 Mj;, 那么 , 就 可 以 认为 这 个 点 是 Mi; 的 一 个 顶点 . 于 是 , 任意 两 个 多 
边 形 M;，M; 的 交集 就 是 连接 它们 的 公共 的 边 ， 同样 , 不 难看 出 , 可 以 找到 一 个 多 边 
形 M; 使 得 上 ] Mi, 仍然 是 多 边 形 . 这 就 允许 我 们 把 证 明 归 结 为 = 2 的 情形 . 

i¥j 

设 多 边 形 Mi1 和 M2 分 别 有 ni 和 ms 条 边 ,其 中 有 m 条 是 公共 的 .这些 边 是 一 个 接 
一 个 的 , 否则 Mi U M2 就 不 是 多 边 形 了 ,多边形 MM 的 边 数 等 于 ni + ma - 2m， 多 边 
形 M 和 Me 的 内 角 之 和 等 于 多 边 形 M 的 内 角 之 和 再 减 去 2r(m 一 1). 初等 的 计算 就 可 
表明 


v(M) = v (Mi) + v(M2). 口 


明 数 v 的 性 质 类 似 于 在 欧 几 里 得 平面 上 的 图 形 的 面积 的 性 质 ， 在 罗 巴 切 夫 斯 基 
平面 中 , 值 v(M) 可 以 按 定义 看 成 是 多 边 形 M 的 面积 . 

我 们 来 推导 一 个 独特 的 关于 判别 三 角形 全 等 的 准则 . 

定理 6 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 ,如 果 三 角形 4BC 的 所 有 的 角 都 对 应 地 等 于 三 
角形 4/B'C' 的 角 , 那么 , 这 两 个 三 角形 全 等 . 

证 明 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 的 运动 可 以 把 三 角形 4'B'C' 的 顶点 4' 与 4 重合 , 且 
进而 使 得 边 4'B' 沿 着 4B 走 , 而 边 4'C' 沿 4C 走 (图 30)， 边 BC 和 B'C' 不 可 能 相交 , 否 
则 就 将 与 断言 3) 相 矛盾 . 

于 是 , 这 两 个 三 角形 必然 有 一 个 整个 地 位 于 另 一 个 三 角形 的 内 部 (图 31)， 我 们 
用 MM 代表 补 余 的 四 边 形 . 因为 在 和 人 ABC 和 和信 4’'B'C' 中 内 角 之 和 相等 , 所 以 , 由 定理 5 推 
出 v(M) = 0, 但 这 与 不 等 式 (12) 了 矛盾 . 剩 下 的 唯一 的 可 能 就 是 4BC 和 4/B'C' 重 合 . 口 


-一 AN 
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点 都 会 得 到 基础 性 的 认 知 . 
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86 有 每 解决 的 问题 

1， 施 特 拉 辛 问题 正如 在 高 斯 量 为 [的 情形 ( 见 [BA IT] 第 1 章 83 的 注 记 2) 一 样 ， 
对 于 大 阶 数 n 的 两 个 方 阵 的 乘积 , 其 必要 的 运算 量 的 估计 是 有 重要 意义 的 . 因为 数 的 
乘法 比 加 法 要 花费 更 多 的 力气 , 所 以 在 进行 必要 的 机 时 先 验 估计 的 时 候 ， 大 多 数 的 
值 与 乘法 运算 的 数量 有 关 . 

可 以 直接 看 出 来 , 两 个 n xm 阶 和 矩阵 的 乘法 需要 做 矩阵 系数 的 mr3 个 乘法 运 
算 和 mn?2(n 一 1) 个 加 法 . 从 n = 2 开始 : 


ab AB aA++bB aB+o6D 
cd CD cA+dC cB+dD) 
由 等 式 


aA+bC= (a-d)(4—-D)+((2—d(C+D)+d(A+0C)+(a— 0b)D, 
aB+bD=—(a—b)D+a(B+D), 
cA+dC=(c-d)A+i+d(4At+io), 
cB+dD=(a—-d(A4-D)-(a-o(4+B)+a(B+D)—(c—d)A 


可 以 看 出 , 对 于 带 有 任意 系数 (它们 本 身 也 可 能 就 是 矩阵 ) 的 2 x 2 阶 和 矩阵 的 相 乘 , 只 要 
依赖 更 多 的 18 次 加 法 (代替 原 有 的 4 次 ), 则 ?7 次 乘法 就 足够 了 (代替 原 有 的 8 次 )， 把 这 
个 方法 用 到 n = 2 阶 的 矩阵 上 , 并 把 它 写 成 四 个 2*-1 x 2*-! 的 小 块 , 且 简 单 地 对 /用 
归纳 法 , 就 不 难 相信 , 它们 可 以 相 乘 , 且 可 用 7* 次 乘法 和 6(7* - 和合) 次 加 法 完成 . 现在 ， 
设 n 是 任意 一 个 大 自然 数 . 用 数字 0 把 n 阶 矩阵 扩充 成 一 个 2* 阶 的 矩阵 , 可 以 相信 , 对 
于 它们 的 乘法 , 运算 O(nlogz 7) = O(n281) 次 就 足够 了 ( 施 特 拉 辛 )(V. Strassen, 1969). 

最 近 (Coppersmith-Winograd, 1982) 证 明了 ， 只 要 On250) 次 就 够 了 . 剩 下 的 是 下 
面 的 一 个 未 解决 的 问题 : 

猜想 ”存在 这 样 的 算法 , 对 于 大 自然 数 n, 它 能 保障 nxn 阶 矩 阵 的 乘积 经 O(n2+e) 
次 运算 实现 , 其 中 = 是 充分 小 的 实数 . 

2. 正 交 分 解 ” 设 C 是 所 有 迹 为 0 的 ” 阶 复 和 矩阵 的 问 量 空间 : 


C=(4eMn(CJltr4=0). 
对 于 换 位 运算 
[4,B] = AB- B4， 


空间 L 是 个 李 代数 st(n, C)( 或 者 , 简单 地 说 , 4,,_1 型 李 代数 ), 在 C 上 定义 非 退 化 的 纯 量 
乘积 
(A|B) = tr AB, 
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它 具有 结合 性 ( 见 第 6 章 82 的 (7) 式 ): 
([4, B]IC) = (4I[B, O]). 
容易 验证 , 在 所 有 的 对 角 和 矩阵 构成 C 的 子 空间 
Ho = (diag(A1,.… ,Xn)|>》 Xi 一 0) 


上 的 限制 (41B)|n。 是 非 退 化 的 . 对 于 它 的 任意 一 个 共 斩 子 代数 ( 李 代数 理论 中 说 是 
嘉 当 子 代 数 X). 
H=X-'HoX, detX#0 


也 是 一 样 的 , 可 以 证 明 , 作为 向 量 空 间 , £ 可 以 分 解 成 嘉 当 子 代数 的 直 和 
££= HoBNHiDB:..@HNH,, (1) 


其 中 
Hi 一 XHoX;, 


Xi 是 用 适当 的 方法 得 到 的 所 有 的 非 退 化 矩阵 . 现在 , 提出 如 下 的 

问题 能 否 找 到 那样 的 配 极 矩阵 Xi;, 使 得 分 解 式 (1) 中 的 子 空间 Hi; 是 两 两 正 
交 的 ? 

如 果 能 够 如 此 , 那么 , 就 称 这 是 李 代 数 C 的 一 个 正 交 分 解 ( 简 记 为 OP). 从 有 限 群 
分 解 的 整 格 等 等 的 观点 来 看 , OP 的 存在 性 是 很 吸引 人 的 ( 见 关 于 这 方面 的 书籍 : A. I. 
Kostrikin ( 即 本 书 的 作者 ), Pham Huu Tiep. Orthogonal Decompositious and Integral 
Lattices, BerLin-New York: Walter de Gruyter, 1994). 

猜想 李 代 数 L = sl(n,C) 的 OP 存在 的 充 要 条 件 是 n 为 某 个 素数 p 的 方 轩 ， 
Bpn, 一 pK 

猜想 的 一 个 方面 已 经 被 证 明了 : 对 任意 的 n = p*, OP 是 可 以 建立 起 来 的 , 剩 下 
的 是 要 证 明 , n 承 p* 就 不 能 建立 OP. 显然 , n = 6 是 最 小 的 这 样 的 数 ， 对 它 , 猜想 或 
者 可 证 明 或 者 被 推翻 . 换言之 , 在 sr(6,C) 中 存在 7 个 两 两 正 交 的 5 维 子 空 = 间 7 满足 条 
件 (1) 吗 ?要 回答 这 个 看 起 来 好 像 十 分 具体 的 问题 , 迄今 为 止 , 尚未 可 能 实现 . 

3. 有 限 射 影 平面 将 第 5 章 的 83 加 以 扩展 , 我 们 称 点 和 可 分 离 的 子 集 , 即 满足 下 
列 公理 的 直线 的 集合 I 是 一 个 射影 平面 : 

.Pl 任意 两 个 不 同 的 点 必然 属于 而 且 只 能 属于 一 条 直线 ; 

P2 任意 两 条 不 同 的 直线 必然 包含 而 且 只 能 包含 一 个 公共 点 ; 

P3 存在 四 个 点 , 它们 之 中 的 任意 三 个 点 都 不 在 同一 条 直线 上 . 

下 列 定理 成 立 

定理 1 设 整 数 m > 2 已 经 给 定 . 在 投影 平面 I 上 , 下 列 性 质 等 价 : 

i) 有 茶 条 直线 刚好 由 n 十 1 个 点 组 成 ; z 
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ii) 有 某 个 点 刚好 属于 mm 十 1 条 不 同 的 直线 ; 

iii) 每 一 条 直线 刚好 都 由 n 十 1 个 点 组 成 ; 

iv) 每 个 点 都 刚好 属于 n 十 1 个 不 同 的 直线 ; 

V) I 包含 m2 十 nn 十 1 个 点 ; 

Vi) [I 包含 n2 十 n 十 1 条 直线 

证 明 , 比如 , 可 以 从 下 面 这 本 书 摘 取 : The Theory of Group, Marshall. Hall. Jr. 
New York. The Macmillan Company, 1959 ( 俄 译 本 : Teopua rpynn, Xonn. M., M.: 
MJ, 1962). 

定义 在 | 了 |=mw 十 n 十 1 的 情形 , 称 射影 平面 是 nn 阶 的 . 

在 [BA 了] 中 将 判明 ,对 任意 的 素数 p 和 任意 的 自然 数 k 都 存在 一 个 域 Ps = GF(g), 它 
含有 9 = p* 个 元 素 ( 当 k = 1 时 ,我 们 已 知 )， 如 果 Y 是 Fo 上 的 3 维 四 量 空间 , 那么 FsP? = 
P(V) 是 个 g 阶 的 射影 平面 的 德 萨 格 空间 ( 见 [2]). 一 般 说 来 , 当 k > 1 时 , g 阶 的 非 德 萨 格 
射影 平面 也 是 存在 的 . 但 是 (这 本 身 也 是 很 著名 的 ), 到 目前 为 止 , 还 未 能 建立 一 个 阶 
数 n 对 p 的 射影 平面 . 

猜想 ”任意 有 限 的 射影 平面 的 阶 数 都 应 当 是 菜 个 素数 p 的 方 规 . 

按 着 这 个 猜想 本 身 的 叙述 容易 令 人 想起 第 2 目的 那个 猜想 , 以 及 实际 上 存在 怎样 
的 暗藏 者 的 类 似 结果 . 但 是 , 射影 平面 问题 提出 来 更 为 久远 ， 然而 成 果 却 是 相当 地 微 
不 足 道 . 

我 们 引进 一 个 有 趣 的 算术 特征 的 结果 (Bruck, Ryser): 如 果 II 是 个 n 阶 射影 平面 ， 
而 nh 三 1,2(mod 4), 那么 , n = 二 a? 十 已 是 两 个 整数 的 平方 和 . 

比方 说 , n = 6 就 不 能 被 表达 成 两 个 整数 的 平方 和 , 所 以 , 就 不 可 能 是 某 个 射影 平 
面 的 阶 数 . 长 期 以 来 , 关于 建立 10 = 32 十 12 阶 的 射影 平面 的 问题 , 变 成 了 一 个 有 待 解 
决 的 问题 . 仅 在 电子 计算 机 “ Kpeiir" 上 粗略 估计 , 经 过 整整 700 小 时 过 程 才 得 到 了 结 
论 , 不 存在 那样 的 射影 平面 . 

沿 同 样 的 道路 走 下 去 还 是 没有 可 能 . 对 于 n > 10 的 猜想 依然 没 能 得 到 证 明 . 

4. 空间 的 基底 与 拉丁 方 ” 在 理解 了 第 一 章 的 水 平 上 可 以 叙述 如 下 的 : 

猜想 1(Rota，1989) 设 V 是 任意 一 个 无 限 域 k 上 的 一 个 n 维 向 量 空 间 . 再 设 Bi， 
B2,… ,Bn 是 空间 V 的 某 一 类 共计 nn 个 基底 . 

那么 可 以 把 每 一 个 基底 中 的 向 量 调整 顺序 , 比方 说 , 已 经 变 成 B; = (bil,biz，…… ， 
bin), 使 得 向 量 组 Ci = (bi;, bz;, … ,bnj), 1 二 j 之 n, 也 都 是 V 的 基底 . 

换言之 , 经 过 适当 的 调整 以 后 , 使 得 B = (bi;) 的 每 一 横行 的 元 素 构成 一 个 基底 ， 
每 一 个 纵 列 的 元 素 也 构成 一 个 基底 ， 当 n = 3 时 , 这 是 小 孩子 们 的 一 个 练习 题 . 而 对 
于 任意 "的 猜想 . 它 与 不 变性 理论 有 关 , 现在 仍然 未 被 证 明 . 在 这 中 间 , 已 经 确立 了 ， 
对 于 任意 偶数 的 情形 , 猜想 1 可 以 由 下 面 的 猜想 2 推导 出 来 , 而 猜想 2 与 男 一 个 古老 的 
组 合 课题 有 关系 . 

称 用 n 个 符号 , 比方 说 , 整数 0, 1, …, n - 1, 填 满 的 n x n 平 方 表 L( 或 者 矩阵 ) 是 
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一 个 拉丁 方 , 如 果 , 在 它 的 每 一 行 上 的 元 素 都 是 不 同 的 , 同时 每 列 上 的 各 元 素 也 是 不 
同 的 .对 应 于 给 定 一 行 或 者 给 定 一 列 , 对 应 的 集合 {0, 1,… ,n 一 1} 上 的 这 个 置换 的 
符号 就 说 是 拉丁 方 L 的 这 一 行 或 者 这 一 列 的 符号 . 所 有 的 这 2n 个 行 的 符号 和 列 的 符 
号 的 乘积 被 称 为 是 拉丁 方 工 的 符号 , 记 为 e(L). 按 定义 , 当 e(L) = +1 时 ， 称 了 是 偶 的 ， 
当 e(L) = 一 1 时 , 称 了 是 奇 的 . 当 n 为 奇数 时 , n 阶 的 偶 拉 丁 方 的 个 数 与 n 阶 奇 拉丁 方 的 
个 数 是 一 样 的 . 但 , 即使 是 n = 2, 4, 6, 这 个 事实 都 不 对 . 

猜想 2 (Alon-Tarsi, 1986) 设 n 是 个 偶 自 然 数 . 那么 , > e(L) #0， 其 中 的 求 和 取 
遍 所 有 的 n 阶 拉丁 方 . 

前 不 久 , 彻底 证 明了 ， 如 果 n = p + 1, 其 中 p 是 个 奇 素数 ,那么 , 猜想 2 是 正确 
的 [Drisko A. A//Advances in Math. 一 1997. 一 No. 128 一 P. 20 一 35], 从 而 对 任意 n = 
7 十 1, 猜想 1 是 正确 的 , 可 以 把 这 个 结果 推广 到 一 般 的 n = p* + 1 的 情形 吗 ? 
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数码 p, q, r 是 指 第 p 章 8q 的 习题 r. 

1.2.9 dim Mags(Q)=3, dim Mag4(Q) = 8. 

1.2.10 直接 验证 , 对 任意 的 半 幻 矩阵 4 都 有 SA = c(4)5 = 45. 此 外 , 对 任意 
指数 m > 1 都 有 5m = nm-15 . 

现在 , 设 Magn,(Q )( 相 应 地 SMag? (Q )) 是 所 有 的 迹 为 零 的 幻 方 矩阵 (相应 地 半 
弥 矩 阵 ) 的 集合 , 那么 


Magn(Q) = Magn(Q) ® QS, SMag, (Q) = SMagn(Q) © QS (*) 


(只 要 注意 到 这 样 事实 就 够 了 , 即 tr (4 _ tr(4)S ) _0). 
其 次 ， 
dim Mag? (Q) > dim SMag? (Q) — 2， 
因为 幻 方 的 空间 是 由 半 幻 方 再 附加 两 个 限制 后 得 到 的 , 更 准确 些 ， 


SMagn(Q) = Magn(Q) ® QE ® QD. (x**) 


实际 上 , 我 们 设 , 有 关系 式 4 十 和 EB 十 1D = 0 , 其中, ye Q@ ,4 € Magn(Q@) . 用 5 乘 
它 就 得 到 (和 +A5 = 0 ,从 而 和 + =0. 而 同样 地 , 由 迹 , 我 们 又 得 到 n 入 +tr D = 0. 
必 有 结论 = y=0. | 
剩 下 来 只 需 将 等 式 (*) 和 (**) 加 以 对 照 . 
1.2.11 提示 ”考察 由 子 空间 Vi 的 直 和 到 空间 V 的 一 个 k 一 1 分 量 的 直 和 上 的 映 
射 , 即 


(Vi VE) DS (VI — Vay Va — Ves s Ve_1 — VE). 
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所 有 的 Vi 的 交集 是 这 个 映射 的 核 , 它 的 维 数 不 小 于 dim Vi 十 … 十 dim Vi 一 (k 一 1)n. 
1.4.3 —1/2< 和 A 人 <l1,n<—2. 


1.4.4 21 = Z19V1 + rT2Y3 十 Z3V2，22 = T1Y2 十 Z241 十 TZ3Yy3, T1Y3 十 Z272 十 Xai. 
2.1.3 显然 . 
2.2.7 设 dim Im Ai-!=k+1l, 且 


Im .4 一 一 (4 一 el “0 , A’ ex; A’ lepr1, “? , A’ ext+1) ) 


其 中 ( Ai-!ei,.… ,Ai-lex ) = Im Ai-1 册 n Ker A ,这样 一 来 ， 


V = (el …: ) ©k; Ek+1'''* ,Ek+l; Ek+L+1 , en ) ， 
一 工 

(J , en) = Ker A ; 

(e1,*…: ) Fi) ek 十 十 1) , en ) = Ker A.. 


我 们 有 
dim Ker.4: =n—!l, dim KerA'!=n—k—)l, 
dim (Im .4 一 mKer A)=k=(n-l) -mn—k-1). 
2.2.8 据 条 件 , 4 = C-1BC , 其 中 C e Mn(C) . 需要 证 明 , 在 方程 式 X4 = BX 
的 解 X = C 中 间 能 找到 一 个 实 和 矩阵 解 D， 我 们 设 这 个 方程 式 的 解 在 复数 域 C 上 构 
成 一 个 向 量 空间 W ，, 它 的 基底 是 C1,… ,Cm . 把 C 表达 成 Cj = Gj; + iH; 的 形 
式 , Gj, H; E Mn(R) .可 以 相信 , Gj4 = BG; 且 H;A = BH; ,也 就 是 说 , 允许 向 
量 空间 W 有 实 的 基底 (D1,… , Dm )( 它 可 由 G1,… , Gm; Hi,… ,Hm 中 选择 出 来 ). 
设 f = (ti,… ,tm) = det(t1D1i 十 … 十 tmDm) 是 m 个 变 元 的 实 多 项 式 , 按 条 件 , 它 在 
域 C 上 不 恒 等 于 零 , 于 是 它 在 实数 域 R 上 也 不 恒 等 于 零 . 这 意味 着 , 这 个 矩阵 方程 有 
非 退 化 的 实数 解 具 Di 十 … 十 刀 ,Dn, . 
2.2.9 (1) 是 显然 的 . 
(2) 当 n = dimg V = 1 时 , 命题 是 真 的 . 我 们 对 nn 用 归纳 法 , 设 W 是 V 的 任意 一 
个 超 平 面 , 那么 V = (W, e)s. 按 归纳 法 假定 , 存在 一 个 向 量 w e W 使 得 
WAw(A)W = 0 ,我们 设 


一 一 


fr(t) = WAw+ke(t), k=0,1,... 


依据 1)，fi.(t) 应 整除 .a(t) ， 但是, 这 种 因 式 只 有 有 限 个 ， 所 以 必 有 一 对 指标 i，j， 
i 关 j 使 得 fi(t) = fj(t) := f(t) ( 域 R 是 无 穷 的 ). 即 


f(A)(w+ie)=0= f(A4)(w + je). 


从 而 f(A)w = 0 = f(A)e ,同时 a = w ++ie 或 者 a = w 十 je 即 为 所 求 . 
2.2.10 (1) 显然 ， 


#4) WW+UVUIOW+UNV)=. 
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进一步 , Psp(W + U)= Wo +P2o(U) = WW. 所 以 ,V =W+U. 

(2) 按 条 件 , v EV 二 V=w+i+u, we WW u €e U. 这 意味 着 , v = [Pi(W)+ 
Pa(W)] + [Pi(u) + Po(u)] = [Pi(wW) + Pi(v)] + [Pz(wW) + Po(u)]. 如 果 yv e Vi ，, 那 
么 Po(w) + Pa(u) = 0. 但 是 , 据 条 件 Pe(U) 人 入 Wi = 0. 所 以 , Pp(w) = 0 = Po(u, 从 
而 , 到 = Wi 十 (VA 和 AWV). 把 Po 作用 到 V = W +UV 上 ,我们 得 到 记 = Ws 十 Po(U) ,也 
就 是 , 分 解 式 (*) 成 立 . 

最 后 ， WE 了 ni 人 Po(w) € Ps(W) N Ps(U) 一 Ha N Po(D) 一 0 一 WE 
且 weVanT ,也 就 是 WNU = WinU. 

2.2.11 线性 算 子 4 :VV 一 VtrA = 0 对 应 和 矩阵 4. 同时 , 设 V = (e1,… ,en). 问 
题 归 结 为 , 构造 某 一 个 基底 (e,:… ,e’), 在 这 个 基底 之 下 , 算 子 4 对 应 的 和 矩阵 .4' 满足 
所 需 的 要 求 . 

如 果 .4 = AE , 那么 , tr A = nA 且 和 = 0 . 如 果 A 关 和 ,那么 , 必然 可 以 找到 两 
个 线性 无 关 的 同 量 ei ,es = Ae'. 这 就 给 出 了 算 子 4 的 矩阵 的 左上 角 为 零 的 可 能 性 . 
设 , 已 经 构造 出 线性 无 关 的 向 量 ei,… ,el ,相对 于 它们 , ao; = … = a = 0. 现在 ， 
我 们 取 e4 ,1 4 Vi ,Vi = (e4 ,eh) ,使 得 e, := .4e 1 不 属于 (Vi,e%_1). 这样 ,我 
们 就 在 对 角 线 上 又 得 到 一 个 零 . 如 果 这 样 做 是 不 可 能 的 , 那 就 会 出 现 这 样 的 情形 , 只 
要 x ¢ Vr 就 必 有 Ax e WV. 如 果 对 任意 x 4 Vi 都 有 Ax e Vi ,那么 , 由 ei,… ,es 扩展 
成 的 空间 V 的 任意 一 个 基底 都 即 为 所 要 找到 的 基底 . 现在 , 设 Ax = 和 ux 十 .… , 其 中 
省 略 处 是 一 个 Vi 中 的 向 量 . 如 果 对 任意 x 4 WV ,和 x = 入, 那么 , 又 有 tr A = (n 一 有 入 = 
0 => 入 = 0，, 就 证 完了 . 如 果 对 某 一 对 u v ¢ 计 有 Au = AMu，Av =Hpv， 和 汉人 那 
么 , 我 们 设 , 比方 说 eh 1 = u 二 Vv，e%42 = A(u 十 Vv) = 和 Au 十 4v. 这 就 给 出 在 对 角 线 
上 再 增加 一 个 零 的 可 能 性 . 显然 , 可 以 用 归纳 法 完成 推理 . 

2.2.12 是 的 , 存在 . 如 果 , 比方 说 ”= pz 且 4 = 万 ,那么 tr 4 = 0 ,而 所 有 的 相 
似 和 矩阵 C-14C 都 与 4 重合 . 

2.3.2 ”对 矩阵 Bj;, 1 < i,j <n , 我们 设 P = D(Bii) . 于 是 


PP; = D(Ea)D(E;;) = D(Baib;;) = D(0i; Bii) = 0i;P,, 


也 就 是 说 , 已 ,…… , P, 是 等 方 矩 阵 的 正 交 系 . 在 向 量 空间 V 的 一 个 基底 之 下 把 n x n 
矩阵 与 算 子 等 同 起 来 , 对 于 单位 矩阵 已, 我 们 有 


D(ENV = PVO@:.…@P,V, 


从 而 , > rank 五 = rank D(E) . 如 果 对 所 有 的 i, 都 有 PP 关 0 ,那么 , 可 由 此 推出 ， 
rank P; = 1. 我 们 当然 期 每 是 这 样 的 . 实际 上 ,在 相反 的 情形 , 对 某 个 i 有 PP = 0， 那 么 ， 


P= D(EnbBiaiBi;) = DBE)Pf (Bi;) = 0, Vy, 


所 以 , D(E) = > P=0. 但 是 在 这 个 情形 D(X) = D(EX) = D(E)f(X) = 0 对 任意 
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一 一 9 提 不 “805. 
一 个 矩阵 X 都 成 立 , 这 是 一 个 矛盾 , 我 们 就 得 出 结论 , PUB) = nn 再 由 D(E)? = D(E). 
得 出 , D(E) = 妃 
其 次 , dim PV =1 坟 PIV = (40) 设 4G 是 V = gf"* 中 形 如 AG) 二 D(Ei1)AD, 
2 < i <<n 的 列 回 量 . 因为 Ei; Er = jk Ba, 所 以 ， 


D(Ei;)A®) = D(Ei;)D(Ern)AD = D(BFij; Epi1) = ;pg Al). (*) 


特别 地 , D(Bii)4G = 40) 且 忆 4G9 = 4Q@ .这样 一 来 , A 关 0 且 A e PV ,也 就 
是 , BV=(49),，1<ig<n: V= (4 ,Am). 设 A = (4A,.…. , 4 ) 是 nxn 
阶 和 矩阵 ( 列 向 量 排 成 行 ). 按 定 义 , rank 4 = nn. 按照 (*) 
D(Ei;)4h 一 (0， “0 ,4 “"" , 0) 一 AbP;;, 
5 
而 且 , 这 意味 着 , D(X)A = 4X. 令 C = 4-1 . 我 们 有 D(X) = C-1XC = fo(X). 
口 
2.3.3” 按 定义 
A?V = APtlV =... = APV = A?(APV), 

从 而 , In 4p nmKer A? =0， 再 加 上 $1 的 定理 4, 就 得 到 直 和 WV = Ker A? @ Im A?. 两 
个 加 项 对 于 4 的 不 变性 是 显然 的 且 从 前 已 经 指出 过 了 

2.3.5 首 一 多 项 式 /的 = tm 十》 aitm-i e Ct 对 应 一 个 复 共 配 多 项 式 F0) = 

i 二 1 


tm + 》_ast™i .由 条 件 推 知 , xa(t) = f(t)FG) 是 两 个 首 一 的 互 素 的 复 共 斩 的 多 项 


i=1 
式 的 乘积 . 从 而 有 互 素 的 实 多 项 式 p(t) ,g(t) 使 得 x4 = p? + 4 . 我 们 就 能 找到 x(t) ， 
s(t) € 民 四 使 得 pr - gs = 1 , 我 们 再 设 g = ps +gr ,万 二 72 十 82 , 则 


1+9 = (pr—gs)?+(ps+ qr)? = (r2 十 s2)(p2 + gq?) = h(t)xalt). 


剩 下 来 就 是 规定 B 二 g(A4). . 

2.3.6 ”如 有 果 矩 阵 4, B 中 有 一 个 是 非 退 化 的 , 那么 , 一 切 都 对 了 . 比方 说 , xap(N) = 
det(AB — AE) = det(A-!(AB — AE)A) = det(BA — AE) = xp4. 因为 多 项 式 对 和 矩 
阵 4, B 的 系数 是 连续 的 , 所 以 , 上 面 的 等 式 对 退化 矩阵 也 成 立 . 

2.3.7 把 矩阵 如 化 成 对 角形 式 . 

2.3.8 可 以 把 矩阵 4 es Mn(Q) 解释 成 为 坐标 空间 Q* 上 的 一 个 线性 算 子 , 它 是 
半 幻 的 , 当 且 仅 当 , 列 向 量 e := [1，1, …, 1] 是 4 和 :4 的 一 个 特征 向 量 (对 于 同一 
个 特征 值 = c(4) = cl(t4) ). 这 就 表明 ， A, Be SMag,(Q) = (4B)e = A(Be) = 
o(B)Ae = 0o(A)o(B)e ; ‘(AB)e =: B(tAe) =o(A)o(B)e > AB e SMag "(@Q). 

2.3.9 当 ” = 1 时 命题 为 真 . 然后 , 对 n 用 归纳 法 . 设 n 是 使 得 命题 不 真 的 最 小 
阶 数 , 也 就 是 , 对 于 某 个 n xm 阶 和 矩阵 4 = (ai;) , S(4) 中 的 所 有 和 矩阵 都 具有 -一 个 特征 
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值 1. 换 名 话说, 任意 矩阵 D = diag(b,… ,0)， 9; = 土 1 , 都 对 应 一 个 列 向 量 x 关 0， 
且 DAx = x ,或 者 , 也 就 是 (4 - D)x = 0. 我 们 将 其 化 成 关系 式 
d(01,... ,0n) = det(A— diag(01,... ,0n))=0 
对 0;,i = 1,… ,n 的 2” 种 选择 都 成 立 . 按 行列 式 的 第 1 列 展开 , 我 们 得 到 表达 式 
d(01,… ,0n) = (all 一 人)4*(02,… ,0n) 十 不 售 01 的 项 . (*) 


按 归纳 法 假设 , n 一 1 阶 行列 式 d* (9,… ,0n) 必 可 选 出 在 0Q,… ,90 处 不 为 零 . 这 时 ， 
出 
d(1,09,... ,00)=0=d(-1,0,... ,0°) 


和 (x*) 即 可 推出 
(all 1)d*(09, 0 , On ) 一 (all 十 1)d* (02， ,0%,), 


从 而 ali 一 1 = alil 十 1 , 这 是 一 个 矛盾 , 因为 char R 关 2. 

2.3.10 ”蕴含 式 的 一 个 方向 可 由 第 1 目 中 关于 投影 的 结果 得 到 ， 现 在 , 我 们 设 ， 
rank A=7 ,rank (€—A)=n—r. 于 是 V = (el,.… ,er;ert+1,… ,en) , 问 量 Ael,:…， 
Ae; 线性 无 关 , 上 且 .4e li =… = Ae, = 0. 因为 (E 一 A) (er+l ,en) = (er+1 ,en) 
日 rank(€ — A)=n 一 7 ,所 以 


(E 一 -4 el per) C (ert1,** ,En). 
如 果 (€ — A)ei = ar+ler+1 + ++ Qnen ， 那么 , 只 要 令 
ef =ei—Qriiertl—:*— Qnen, i&r7; ei 一 ei r+1l&ign, 
我 们 就 有 .4e' = Ae; 而 且 
(E— Aje’ =0，1 和 mi (€£—-Ae=e, r+l<ign. 


这 意味 着 , A 和 E 一 4 都 是 投影 且 .42 = .4 . 
2.4.1 和 矩阵 4 可 写成 4=(m+1)B-SH 


det A= (m+1)"-i(m+1—n). 


2.4.2 分 别 是 4A1, 4A。, 44 和 4a3. 

2.4.3 (1)J(A) = .PP(3) 十 厂 (3) 十 厂 (3) 十 厂 ( 一 2); 

(2) 是 , 当 秩 为 1 或 秩 为 4 的 时 候 ; 否 , 当 秩 为 3 的 时 候 . 
2.4.4 (1)xa(t) = xB(t) = (t—4)(t—2); 

(2) pa(t) = (t—A)(t—2); xB(t)=(t—4)°(t—2); 
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(3) J(A) = diag(2,4,4)， J(B) = 万 (2) 十 有 (4)， 

2.4.5 人 研究 域 R 的 包含 矩阵 4 的 所 有 特征 根 的 扩张 域 砚 则 更 为 方便 (当然 , R = 
C 全 只 =C ). 定理 4 允许 将 4 化 成 三 角形 , 又 因为 tr 4A* = tr(C-14C)* ,所 以 , 从 一 开 
始 就 可 以 认为 4 是 个 以 Mo,… , Mm-1 为 特征 根 的 上 三 角形 矩阵 . 设 Xo, 入,… ,和 是 所 
有 的 两 两 不 同 的 特征 根 , 它们 的 重 数 分 别 是 ro > 0, ni > 1 ,mw >1T 且 和 mi =n. 
对 于 方 寡 42 ,其 特征 根 就 是 辣 …… , ,所 以 , 按 条 件 


nM + npM = 0 k=1,2,...,p. 


当 p > 1 时 , 我 们 得 到 一 个 齐 次 线性 方程 组 , 它 的 行列 式 是 个 非 零 的 范 德 蒙 德行 列 
式 . 从 而 , ni = …. = np = 0 , 矛盾. 这 样 一 来 , No = 0 就 是 唯一 一 个 n 重 的 特征 根 ， 
XxX4(t) = 0 ,也 就 是 4n" = 0 . 反 命题 是 显然 的 . 

2.4.6 先 设 4 是 个 m 阶 的 若 尔 当 小 块 . 那么 , 可 以 直接 验证 , II=14II, =+A. 其 
中 IIm = ||6im+1-;j|| 是 个 次 对 角 线 上 元 素 为 1 而 其 余 所 有 元 素 均 为 零 的 矩阵 ， 如 
打 4 是 奉 尔 当 块 的 直 和 , 那么 , 采用 Iw 型 矩阵 的 直 和 即 可 . 

2.4.7 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 4 已 经 化 成 的 若 尔 当 标准 形 , 4 = J(A). 关系 
式 AN = 马 当 上 且 仅 当 .六 (A) = Em. 对 于 J(A) 上 的 每 个 若 尔 当 块 . 刀 (N 都 成 立 . 但 这 
只 有 mm = 1 时 才能 成 立 . 这 样 一 来 ， 

F=J(4),AN =E=>A=diag(N,.… ,Mh),MN =1. 

2.4.8 先 设 4 是 个 迹 为 零 的 3 x 3 阶 幻 方 矩阵 . 因为, tr 4 = 0 全 oo(4) = 0, 所 
以 , 利用 习题 1.2.9 中 的 矩阵 5, 我 们 可 以 得 到 45 = c(4)S = 0 全 det 4 = 0( 反 之 
则 5 = 4-1(45) = 0 ,矛盾 ). 按 哈 密 顿 - 凯 莱 定理 , 我 们 有 43 = 和 4 , 对 某 个 人 e Q , 因 
为 , 43 是 个 约 方 矩阵 , 在 这 种 情形 , 4m = Xm-D/24 也 是 个 幻 方 矩 阵 , mm = 25+1> 3. 

现在 , 如 果 4 是 任意 一 个 3 x 3 阶 的 幻 方 矩阵 . 那么 40 : = 4 一 (1/3)(tr 4)5 也 
是 个 幻 方 矩 阵 , 且 tr Ao = 0 . 由 此 可 见 , 47 e Mags(Q) , 对 任意 的 奇数 m > 1 . 但 
是 Sho 一 409 一 0(40) 二 0 , 所 以 

4m 一 (4 十 s(tr 5) 二 AY 十 攻 4 S™ € Mags(Q). 
2.4.10 s(t)= (# A A A 
2.4.11 设 xa4(t) = ][G 一 入 )”, 当 i 关 j 时 ,和 i 隆 入 ,， 且 》 mi =n. 依据 定理 3， 
?一 1 2 
p 
我 们 有 根子 空间 的 直 和 分 解 V = 引 VAi) . 我 们 设 , 对 任意 x e V(XNi), Sx = Xix 
且 MV = 4- 5 ,如 果 A 是 算 子 A 在 车 尔 当 基底 之 下 对 应 的 矩阵 , 那么 , 相应 地 
S=ANEni. TiNpEn,, N=A-S= Nit...iN,,, 
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根据 中 国 剩余 定理 (信以为真 或 到 [BA 看 看 看 ), 可 得 到 一 个 复 多 项 式 f(t) 使 得 
f(t) 一 入 ; 一 (t 一 Mi) hi;(t), hi(t) 二 CC 上， ?2 一 1, .. ,p, 
现在 , 如 果 w 是 Y(Xi) 的 任意 一 个 回 量 , 那么 


w=xi(AF(Av, xilt)= [tN)™, 
j#i 
从 而 , (f(A) -和 Nw = xaAfi(Ah(A)v = 0 , 即 ,可 以 令 9 = f(A), N = A- f(A4). 
显然 , 可 以 认为 deg f(t) < nn. 


2.4.12 
A kAE—1 k AK—2 ... k AK—n+1 
2 nl 
k 
(OF=| 0 XX A Me-n+t2 
nO—2 
0 0 0 A 和 * 


2.4.13 根据 哈密 顿 - 饥 莱 定理 (同样 可 见 [BA 工 ] 的 第 二 章 末 尾 的 习题 14), 2 x 2 
阶 和 矩阵 [X,Y] = XY 一 YX 满足 关系 式 [X,Y]? = 和 BE， 入 = 一 det[X,Y]. 从 而 , 正如 我 
们 已 知 的 , tr [X,Y] = 0 . 因为 [B,2] =0 ,所 以 , |[X, YY?,2| =0. 

3.1.1 (1) (#2 —1/3). 

3.1.2 (1) cos a = 3/V10; 

(2) zi x z+2z3=0 z= [21, 22, zs]. 

3.1.3 设 (e1,… ,en) 是 n 维 向 量 空间 V 的 一 个 标准 正 交 基 底 . 大 辣 量 组 (ai,:… ， 
an) 可 表 成 ak = 》 aikei , 那么 , 当 和 矩阵 4 = (@ij) 非 退 化 时 , 这 个 向 量 组 也 是 V 的 一 

1 二 1] 
个 基底 . 遵照 定理 6, 将 它们 施 以 正 交 化 过 程 , 我 们 就 得 到 一 个 标准 正 交 基 讨 (ei ,… , e%) 
J 

其 中 ef = 》 cf akp， Ck; 关 0; 转换 矩阵 C' = (ch;) 是 上 三 角形 矩阵 ， 它 的 逆 牌 


k=1 
1 


阵 C = (0C)-!1 = (cn;) 同样 也 是 个 上 三 角形 和 矩阵. 我 们 有 
ej = >》 Ckjak = >》 oj 一 >》 bijei 
k k i 


作为 一 个 从 一 个 标准 正 交 基 底 e; 向 另 一 个 标准 正 交 基底 e; 的 转换 矩阵 , 窍 阵 B = 
(bi;) 是 正 交 和 矩阵. 这 样 一 来 , B = 4C' = AC-!1,A= BC . 
3.1.4 答 阵 ( 巨 土 A)+! , At 是 可 交换 的 . 所 以 
tK =t (EA) lt. (E+A)= (EiA)(E +'A) 
= (EA-N)(E+A-!)=(E- A-!)A!.A(E+A-') 
=(A(E—-A')) (E+A)=(A4-E (E+A)=-K. 
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= (EFE-—-K) (E+K)= (EB-:K) (EK)= (B+K) (Ep— K)=A-. 


还 要 注意 到 , det(E 一 A) =0 驴 对 任意 0 关 xeE Mn(R) 都 有 (已 -4x=0. 
3.1.5 由 (18) 推 出 


det 4 = det(E — K) ldet(E + K)= (det(E — K))-!ldet'(E+K) 
= (det(E — K)) det(E + K)= (det(E — K)-i)det(E— K)=1. 


类 似 地 , 我 们 进入 (19) 情 形 . 

3.1.6 ”由 正 交 和 矩阵 4 的 定义 得 到 , $4 (和) = 0 ,所 以 , 又 有 94(1/ 和 ) = 0 ,这 是 
因为 /和 = AM(AA) = 入 ,而 gp4(t) 是 实 多 项 式 ， 可 见 , 多 项 式 f(t) : = trp4(1/0) 
和 ga(t) 具有 相同 的 根 , 且 重 数 也 一 样 .， 剩 下 来 只 需 补充 ，V4(0) = 土 1 ,所 以 多 项 
式 f(t) 和 G4(t) 的 最 高 系数 只 差 一 个 符号 . 

3.1.7 ”化 成 空间 R" 的 标准 正 交 基底 


(Ac) /Ay , Ac) /lAc,) ll) 


3.1.8 出 (X(i)) 得 到 空间 R” 的 一 个 正 交 基底 (Yi,) ) 比较 || Ya) 上 和 | 和 | 行列 
式 det[Y0),… ,Yn)] 和 det[X(),… ,Xeoo]， 再 利用 前 面 的 练习 题 . 
3.2.1 不 是 , 只 要 取 和 矩阵 


i 一 V2 
‘(a 
为 例 , 我 们 有 :4 .4 = 五 det 4 = 1，, 也 就 是 4 € SCO(n) , 但 :4.4A 关 巨 , 所 以 ， 
Ag¢U(n). 
3.3.1 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 本 矩阵 4e SU(n) 有 对 角形 式 


A= diag( 和 Xo, 和 1l， “…， , An—1), 入 0 一 入 1 . “。 Mn_1, 入 和 Ni 一 1. 


当 n > 2 时 , 西 矩 阵 对 子 


0 0 . al 0 0 
1 0 . 0 a 0 
X=101. ,Y= ， Qiai=1 
bs 0 Qn_1 
0 0 1 0 0 0 


是 方程 式 XYX-1Y-1 = 4 的 一 个 解 . 
可 以 直接 验证 , ak = 和 A 和 pt1… 和 n_1 是 个 完全 渐 近 值 . 当 n = 2 时 , 我 们 有 


4-{(^ 1 x={°1) yc 
0 入 1 0 —& 0 
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其 中 和 = ei9， a = eilr-9)/2， 
3.3.2 设 xn(t) = xJ(t) 是 n 阶 雅 可 比 矩 阵 的 特征 多 项 式 (xo(t)) . 考察 的 主子 
式 并 按 最 后 一 行 的 元 素 分 解 , 我 们 就 得 到 一 个 递归 关系 式 


Xk(t) = (ag —t)Xg-1(t) — bp_1Ck_1Xk_2(t), k>2. 


由 此 可 得 ， Xn 人 由 乘积 bicei， … ,pn 1cn 1 决定 而 不 是 由 数 以 ， Ck 单独 地 决定 . 在 这 
种 情况 下 , 用 Vbxrcx 代替 J 的 系数 b。, cs , 我们 得 对 称 的 雅 可 比 和 矩阵 , 它 具 有 同样 
的 特征 多 项 式 xw(t) . 但 是 , 正如 我 们 已 经 知道 的 ( 见 附录 82), 矩阵 77 的 特征 根 都 是 
实 的 , 所 以 , Spec(J) CR. 

转 回 任意 特征 值 和 的 重 数 问 题 (J 作用 在 R* 上 ), 注意 , 特征 向 量 x 的 坐标 zj ,zn 
由 线性 关系 式 


—Ck—2Tk_2 二 (Qk_1 — MTk_1 — brixk = 0, 
k=2,3,.… ,N++1 (co=0= 0,). 


联系 起 来 ， 按照 这 些 关 系 式 ， zj。= okzl ， 其 中 比例 系数 ck 具有 分 数 形式 : 分母 

是 bibo..， bn_1 ,分 子 是 bic1,… ,bgp_1Ck-1; (al 一 入) , (ap-1 一 入 ) 的 函数 .不 失 
一 般 性 , 可 以 认为 zl = 1 . 此 时 , x 就 是 唯一 确定 的 特征 向 量 . 可 见 , 根 和 的 代数 重 
数 , 在 这 种 情形 , 和 它 的 几何 重 数 一 致 , 等 于 1. 

3.3.3 是 . 

3.3.4 显然 , 同时 对 角 化 的 算 子 4 , 8B 是 可 交换 的 . 反 过 来 , 设 .4 , 8 是 可 交换 的 
对 角 的 线性 算 子 . A 的 对 角 性 意味 着 V = YA 田 … 四 YX , {AN1,… ,入 } = Spec(A). 
根据 引 理 6, 其 中 C 可 以 用 任意 域 来 代替 , 只 要 该 域 包含 Spec(.A ) 和 Spec(B ), 而 每 个 
子 空 间 V*: 对 8 都 是 不 变 的 . 但 是 , 如 果 W 是 任意 一 个 不 变 子 空间 , 那么 B 的 对 角 
性 质 导 致 它 在 W 的 限制 的 对 角 性 . 特别 地 , 在 V*: 可 选取 基底 (ef … ,e 名 ) , 在 此 
基 之 下 , B 取 对 角形 式 ， 因 为 对 i = 1,… ,p 都 成 立 ， 又 因为 .4e@ 一 Xie 人 ， 所 以 ， 
(ei ,… ,e 贡 ,el?,.… ,ep)) 是 个 基底 , 4 和 8 在 此 基底 之 下 可 对 角 化 . 

3.3.5 ”因为 AB = B84 , 由 A 和 8 的 埃 尔 米 特性 (对 称 性 ) 可 推出 乘积 的 埃 尔 米 特 
性 . 除 此 以 外 , 由 谱 分 解 定 理 推出 , vA 是 A 的 多 项 却 ， VB 是 8B 的 多 项 式 . 因为 


AB = B4 僵 V4VB= VBVA 


所 以 , 我 们 有 
= (VAVA)(VBVB) = (VAVB)’, 
又 因为 (VA)* = VA > 0, (VB) = V8 > 0 ,那么 (VAVB) = V4V , 进而， 
AB > 0. : - 
3.3.6 显然 , !(42) = (t4)2 = (-4)? = 42 ,所 以 , 可 以 把 4 解释 成 带 有 标准 纯 
量 积 的 列 向 量 空间 上 的 线性 算 子 , 我 们 有 ek = (4x|*4x) = —(Ax|Ax) < 0. 其 
次 , Ax = 和 x 二 A2x = 2x HHA2<0. 
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3.3.7 考察 两 个 二 次 型 
q(x) = (Ax|x), 7(x) = (Bx|x), 


它们 分 别 由 4 和 8 对 应 , 按 条 件 q(x) 是 正定 的 , 所 以 , 按 82 的 定理 8， 二 次 型 q(x) ， 
r(x) 可 以 同时 化 成 规范 型 ， 如 果 算 子 .4 ,8B 在 让 的 基底 之 下 的 KE 阵 是 4 = diag( 和 1,…， 
Mn), B= diag(J1,.*: , Ln) ， 那么 


Spec(AB) = Spec(AB) = {M11,:… , nun} E R, 


因为 AE 恨 , 1; E 展 . 也 可 以 用 其 他 办 法 证 明 . 
3.3.8 为 了 决定 二 次 型 q(x) 的 平稳 值 ， 有 日 方法 是 很 方便 的 . 
在 欧 几 里 得 向 量 空间 Y 的 直角 坐标 系 之 下 应 有 9(x) = 》 fijzizi , (x|x) =1. 与 拉 格 


朗 日 方法 相对 应 , 建立 函数 
了 (Z1)Z2: -人 fijTix; 一 9 


7,7 二 1 


且 按 zi , i = 1,… ,mn 求 一 阶 偏 微 商 并 取 零 , 我 们 得 到 一 个 线性 方程 组 


3 (ji — iNT; =0, i1= 1,2,.… ,7n, 
j=1 
这 个 线性 方程 组 在 我 们 求 对 称 算 子 天 的 特征 值 和 特征 回 量 的 时 候 已 经 遇 到 过 , 下 就 
是 与 gq 相伴 的 那个 算 子 . 这 就 得 到 了 所 需 的 断言 . 
换言之 , 按 证 明 , 二 次 型 q(x) 在 算 子 下 的 某 个 特征 向 量 e; (长 度 为 1) 处 取得 稳定 
值 . 因为 Fe; = Xiei , 所 以 


q(ei) 一 (ei|Fe:i) 一 和 Xi(eilei) 一 入 ij . 


这 意味 着 , 二 次 型 g(x) 的 稳定 值 和 它 的 规范 型 的 系数 是 一 致 的 . 
3.3.9 提示 . 不 失 一 般 性 , 可 以 把 C 上 的 向 量 空间 V , dim Y < co 上 的 可 交换 
的 算 子 族 看 成 是 有 限 的 , 原因 是 , 由 于 C(V) 的 维 数 有 限 , 这 个 算 子 族 中, 总 可 以 选 出 
有 限 基 的 子 集 
{.41 ,AmlAiA; = Aj;Ai,l < i,j < m}. 


然后 , 对 m 归 纳 , 再 用 引 理 6 的 证 明 中 推断 . 
如 果 , 已 经 找到 一 个 特征 回 量 x , 对 A1,:… ,Am_1 有 Aix = 和 ix , 那么 , 看 An 不 
变 的 子 空间 W = C[Am]x , 而 且 , 在 这 个 子 空间 中 , 特征 回 量 y = f(Am)x : Amy = 
Amy, 其 中 f 是 某 个 多 项 式 . 但 是 , 在 这 种 情况 下 , Aiy = Aif(A4 "x = f(Am)Aix = 
f(Am)NxX=ANy.1l1<igm-1l. 
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3.3.10 提示 .， 当 n=1 时 , 命题 显然 .然后 对 n 用 归纳 法 .可 以 认为 , 4;,i e J 是 
作用 在 向 量 空 间 V 上 的 线性 算 子 A; 在 固定 的 基底 (e1,:… ,en ) 之 下 的 矩阵， 同时 ， 
-ij = Aj;Ai ,i,j € J. 依据 习题 3.3.9, 算 子 族 {.4j|i e J} 有 公共 的 特征 向 量 Ajx = 
Ajx. 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 x = el , 如 有 必要 , 可 用 共 思 集 合 6’ = (C)-16C' 来 代 
蔡 G6. 在 这 样 约定 之 下 , 我 们 就 有 


MN; Qio :+ Os 
A;=|[ ?7 |， B;€e M,_1(C). 水 
( B, ) 1 1(C) (*) 


由 条 件 4;4; = 474i; 推出 BiB; = Bj;Bi , 而 且 按 归纳 假设 , 必 可 找到 一 个 非 退 化 算 
阵 < Mn_1(C) 使 得 所 有 的 矩阵 D-1B;D 都 是 上 三 角形 的 .现在 , 只 要 令 


/ 一/A/ I/ (32) 
C=00", C0”= 
0D 
就 足够 了 . 


3.3.12 提示 . 与 习题 3.3.11 相 对 应 , Mn(C) 的 可 交换 的 子 代数 的 最 大 维 数 不 能 
小 于 [mn2/4 ]+1. 为 了 证 明 这 个 数目 的 极 大 性 , 我 们 利用 文章 : Mirzakhani M.//Amer. 
Math.Monthly. 一 1998. 一 March 一 P.260 一 262 的 一 个 结论 . 我 们 设 m > [2/4 + 2 . 如 
同 在 习题 3.3.10 一 样 , 把 4; , 1 < 7j < m 记 成 (*) 形 式 且 B; € Mn_1(C) 是 可 交换 
的 : BiB; 一 B;B: . 设 

R= (Bi,.… , Bm)e. 
按 归 纳 法 假定 r = dim RR < [(n 一 1)?/ 外 十 1. 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 认为 B1,… ,B， 
是 线性 无 关 的 , 从 而 B; = >》 ,ojB;. 当 i > r 时 , 我 们 设 C; = A; 一 > Qij4j. 显然 , 矩 
I=1 j=1 


阵 组 C0; 是 线性 无 关 的 , 上 且 当 i = 7 十 1,… ,mm 时 , 它们 中 的 每 一 个 都 形 如 CGC, = 四 


其 中 ci; 是 1 x n 阶 矩阵 .此 外 ,向 量 e; 在 C 上 应 该 是 线性 无 关 的 . 
现在 , 我 们 注意 , 上 三 角形 矩阵 4; 同样 可 以 记 成 
B, hy 
Aj; = : 
0 Hnj 
的 形状 , B; 是 交换 矩阵 .再 次 利用 归纳 假设 , 我 们 就 导出 一 个 线性 无 关 的 n x 1 阶 算 


/ 


C . 
阵 的 cs+1… ,cm 的 集合 , 其 中 s < [(n 一 1)?/4] + 1. 此 时 , C0; = > ,j 5 十 1 


由 于 CG; 和 Cy 属于 同一 个 可 交换 族 , 所 以 ， cic? 二 0 对 任意 i = 7 + 1…… ,mm 和 j; = 
5 十 1 ,m 都 成 立 . 
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最 后 , 我 们 考察 (m - >) xm 阶 和 矩阵 C, 它 的 第 ; 行 上 是 ci,i = 7 十 1,.… ,m .因为 c， 
线性 无 关 , 所 以 rank 4 > mm 一 7 . 另 一 一 方面 ， Cc = 0 对 所 有 7 = s+ 1 ,m 都 成 立 . 
因为 c; 线性 无 关 又 因为 对 和 矩阵 C 的 线 性 算 子 C 都 有 dim Ker C+ dim ImC = n( 第 二 
章 81 的 定理 4) 所 以 , 借助 对 于 m,r 和 s 的 不 等 式 , 我 们 就 有 


n> (m+(m-)>2 (| — 全 | + 1 >2|3|+2>n, 


这 个 矛盾 完成 了 我 们 所 需要 的 证 明 . 
3.3.13 提示 . 在 V 中 选 一 个 基底 ， 在 此 基底 之 下 二 次 型 /对 应 的 矩阵 是 


0 —Enm 
Jo = . 
Em 0 
二 0 —Em 
—Em 0 


为 矩阵 的 非 退化 的 对 称 型 (x,y) ,并 按照 这 个 矩阵 做 分 解 了 = Vi @ Ww ， 因此， 


研究 以 


f(x,y) = p(x1,y2) — p(x2,y1). 
为 一 方面 , 因为 在 线性 算 子 和 双 线 性 的 对 应 中 有 
px y) = (x|Ay), 


其 中 .4 是 线性 算 子 , 它 具 有 所 需 的 所 有 的 性 质 : p 的 非 退 化 性 > 4 的 非 退 化 
性 ; p 的 对 称 性 -> A 的 对 称 性 . 
3.4.1 考察 一 个 标准 正 交 基底 , 在 这 个 基底 之 下 A 取 规 范 形式 , 且 把 每 个 小 块 


coS 一 Sinw 
Sin cos 
看 成 是 空间 忌 的 一 维 子 空间 上 用 eie 相 乘 . 


3.4.2 设 和 ; = 一 CQ) 十 10 (复数 的 通常 苇 记 法 ). 那么 ， 在 基底 (el， 2e1， “** ,En, ?en ) 之 
下 算 子 .4m 的 矩阵 AR 沿 对 角 线 取 


沁 
PB; Qj 
的 分 块 三 角形 的 形式 . 按照 角 上 为 零 的 行列 式 的 计算 规则 , 应 有 


det An = [Io? + B87) = TINP = II | = |det 4|2. 
j=1 j=1 
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由 于 线性 算 子 的 行列 式 与 基底 的 选择 无 关 , 所 以 , 这 就 证 明了 断言 . 剩 下 来 要 再 实现 
一 些 细节 了 了. 

3.5.1 因为 级 数 》、 (1/V? 是 发 散 的 

k=1 . 

3.5.7 ETO 有 + = cos(2i 一 D 有 目 对 任意 Ui,(t) 有 t = cos 7 
1 二 1,2,- 

3.5.8 “是 的 准确 到 变量 的 线性 替换 , 刀 是 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 . 

4.1.1 按照 定理 4 的 推论 


InIH =7+D =Un 


因此 
rEINI Op+Uu=7r=9+wW 今天 = 直下 Er + 

4.1.6 ”只 要 注意 到 断言 对 于 等 边 三 角形 成 立 就 足够 了 , 因为 存在 仿 射 变换 六 它 
把 等 边 三 角形 变 成 给 定 的 三 角形 , 且 j 把 直角 变 成 直角 , 中 点 变 成 中 点 , 从 而 把 中 线 
变 成 中 线 . 

4.2.1 7. 

4.2.2 7. 

4.3.1 对 称 群 5s . 

4.3.2” 绕 点 (一 1/V2，1 十 1/vV2 ) 旋 转 n/4 角 . 

4.3.3 (1) 两 个 正 交 平面 上 绕 不 动 点 的 旋转 . 

(2) 一 个 平面 旋转 加 一 个 正 交 平面 平移 ，; 

(3) 平移 . 

5.2.3 如 同 在 习题 3.3.8 一 样 , 相应 于 拉 格 朗 晶 方法 建立 函数 2 — 


No fm, 且 给 出 极 值 性 条 件 z; 一 No fom = =0,1<j<n. 化 成 对 于 /= = 1/》 


的 特征 方 程 . 

5.2.4 一 1/2 <t< 1. 

5.2.5” 双 曲线 . 

5.2.6 在 它们 的 方程 式 的 所 有 的 对 应 的 系数 都 成 比例 的 情形 (这 是 可 能 的 , 除非 
是 自由 的 ). 


6.1.3 提示 . 见 [2] 第 4 章 81. 
6.1.4 例如 , 取 V = 色 = W 并 考察 元 素 . 


(1,0) ® (0,1) + (0,1) ® (1,0). 


如 果 试 图 将 它 表 达成 (a,5)@(c,qd) 的 形式 , 那么 , 就 会 最 终 得 到 一 些 巴 盾 的 关系 式 ad = 
1l,bc= 1,ac= 0,0d=0. 
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6.1.5 (A®B)-!= A-!i®B-!. 

6.1.6 ”两 个 矩阵 与 4@ 了 重合 . 

6.3.2 提示 . 利用 关系 式 (10). 

6.3.3 提示 . 利用 拉 普 拉 斯 公式 [BA 第 3 章 83 习 题 8. 

7.1.4 ”由 习题 7.1.3 得 到 一 个 对 于 代数 su(2) 的 有 用 的 自 同 构 映射 . 实际 上 , 如 果 


A=aT 十 ao72 +asTs, B= PT + PT + BaTs, 


那么 ， 
[4,B|= AB— BA=C=)T +%T + YTs. 


进而 我 们 容易 验证 , 向 量 


(1, 2, 173) = (Q1, 02, 3) x (B1, Bo, Bs) 


是 个 向 量 积 (或 外 积 ). 
同样 , 对 so(3, 民 ) 可 以 确信 , 如 果 注 意 到 , 矩阵 
0 0 1 0 0 1 0 一 1 0 
P=|10 0 -1|1,b= 0 0 01,PB=|11 0 
0 一 1 0 0 0 


构成 空间 so(3, RR ) 的 一 个 基底 , 且 
[P,PBl=PB, [RB,P]= PB, [B,PBl=PD. 
7.1.5 ”由 显然 的 关系 式 
(B™*AB)* = B-1AB.B-1AB...B-1AB = B-1A*B 


可 推出 
exp (B-1AB)= > —(B-1AB)* = >》 B71A:B 
k>0 1 有 过 0 
= B-1. 2 nA ‘B= B-!l(exp A).B. 

7.1.6 (e2/2)A. z 

7.1.7 由 第 3 章 83 已 经 知道 , 在 标准 正 交 基底 之 下 , 西 算 子 A 的 和 矩阵 4 可 以 记 
成 4 = B.diag{ei?!,.… ,ei?"}.B-1, 所 以, A = exp i(Bdiag{p1,.…. ,pn}B-1). 

7.1.8 ”如 同 对 所 有 的 保 距 映射 一 样 , ||Ax|| = ||x|| , 所 以 , ||(AB)x|| = ||A(Bx) 
5xl|| , 剩 下 来 就 是 显然 的 了 : 


48|| = sup, | AB)xl|| = sup, II8x|| = ||8ll. 
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7.1.9 选择 一 个 基底 , 在 这 个 基底 之 下 , 正规 算 子 A 有 对 角 和 矩阵 


所 以 
14 = sup VIAz + + Anrnl = Al. 
| 


zi1|2 十 … 十 |zn|2 一 1 
从 而 可 推出 整个 断言 . 

7.1.10 ”推断 纲要 在 [1 引 的 叙述 中 已 经 足够 自然 了 . 因为 r(A)* < ||A*|| ( 见 第 9 小 
节 的 2)), 所 以 , 在 im A*=0 的 情形 , 我 们 有 Jlim 7(A4)*=0. 而 这 就 意味 看 , (A) <1. 
反 过 来 , 当 r(A) = 1 一 2e < 1 且 k 充 分 大 的 时 候 , 由 第 6 小 节 的 1) 推 出 , ||.A*||* < 
r(A) 十 e=1 一 e ,从 而 ||4I < (1 一 a)* 且 由 此 可 见 ， im A =0. 

7.3.1 设 

S= {f(a) > 0,7=1,...,m)} 
是 我 们 的 有 界 多 边 形 . 如 果 & e 5 , 又 比如 说 ， 
户 (a) = 0 ,万 (Oo) = 0， 户 +10) > 0 ,fm(&) > 0， (*) 


那么 , 方程 组 f(2) = 0,1 < i <7 ,决定 了 平面 [I ( 当 r=0 时 , II = 5 ). 集合 Ss = TIIn5 
就 是 5 中 包含 点 & 的 边界 . 

现在 , 设 , 5' 是 多 边 形 5 的 所 有 顶点 的 凸 包 络 . 因为 5 是 个 凸 集 , 所 以 , 5S' C 5. 
剩 下 来 就 是 要 说 明 所 有 的 点 we 8 必然 包含 在 5' 中 . 我 们 对 dim I[] 用 归纳 法 来 证 明 
这 件 事 . 如 果 dim II = 0 , 那么 , & 是 个 顶点 , 且 由 此 可 见 , 按 定 义 , 它 包含 在 8 中 ， 
进而 , 我 们 可 以 认为 , dim II > 0 , 为 确定 起 见 , 可 设 关系 式 (*) 被 满足 . 我 们 在 平面 I 
上 经 过 点 & 引出 任意 直线 {a + X@} , 它 与 多 边 形 5 的 交集 , 由 不 等 式 组 


fi(a 十 A 和 x) 一 fi(a) + 和 Fi(x) 0，7r 十 l<i<m 


给 出 (五 是 函数 所 的 线性 部 分 ). 多 边 形 5 有 限 , 所 以 , 给 出 的 交集 可 表 成 一 个 线段 D6. 
就 如 同 在 全 体 平面 条。 上 一 样 , 函数 及,… , 所 在 点 D , 6 的 每 一 处 都 转化 为 零 . 但 是 ， 
即使 是 对 某 一 个 i > r 有 f(D) = f(g) = 0 , 就 意味 着 dim TI < dim[l。 Hdim[l; < 
dim TI，. 按 归 纳 假 设 , 我 们 可 以 认为 ,六 ,ge 3' . 因为 we 2 站 , 所以, 号 有 &&E 5S'. 这 
个 论断 , 显然 , 差不多 重复 了 第 7 章 83 的 定理 的 证 明 . 
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质朴 地 想 一 下 , 本 书 的 所 有 内 容 都 曾经 在 真正 受 读者 欢迎 的 教科 书 中 叙述 过 了 . 
实际 上 , 从 第 3 章 开始 就 已 经 不 得 不 放弃 个 别 的 片断 , 而 第 7 章 只 能 部 分 地 触及 (线性 
算 子 的 指数 函数 和 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 ). 确实 , 某 些 材料 被 有 意 地 挪 到 习题 里 了 .下 
面 的 口试 测试 问题 清单 反映 出 教科 书 的 一 个 版 本 . 每 个 考 签 包含 两 个 取 自 不 同 章节 
的 问题 , 而 且 并 不 十 分 难于 解答 . 


测试 的 问题 


1. 关于 域 上 有 限 维 向 量 空间 基底 的 定理 . 

2. 在 问 新 的 基底 转化 时 向 量 坐 标的 蔡 换 规律 . 

3. 具有 同一 个 有 限 维 数 的 空间 的 同 构 . 

4. 关于 子 空间 之 和 的 维 数 的 定理 . 

5. 何 时 子 空间 之 和 是 个 直 和 ? 

6. 关于 对 偶 向 量 空间 维 数 的 定理 . 自 反 性 . 

7. 齐 次 线性 方程 组 解 的 几何 解释 . 

8. 用 矩阵 给 定向 量 空间 的 线性 映射 . 向 量 的 坐标 变换 . 
9. 用 术语 “ 核 " 刻 画 线性 映射 的 双 射 性 (再 用 “ 像 ” 的 术语 刻画 ). 
10. 线性 算 子 的 代数 . 极 小 多 项 式 .刻画 算 子 的 非 退 化 性 . 
11. 关于 在 不 同 基 底 之 下 算 子 的 矩阵 之 间 关 系 的 定理 . 
12. 不 变 子 空间 : 一 般 事 实 ; 关于 投影 算 子 的 定理 . 

13. 特征 向 量 和 特征 值 . 特征 多 项 式 . 

14. 关于 几何 重 数 和 代数 重 数 的 定理 . 算 子 迹 的 性 质 . 
15. 关于 有 素 谱 的 线性 算 子 可 对 角 化 的 定理 . 
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16. 复线 性 算 子 和 实 线性 算 子 的 不 变 子 空间 . 
17. 关于 把 复线 性 算 子 化 成 三 角形 的 定理 . 
18. 哈密 顿 - 饥 莱 定理 及 其 推论 . 
19. 叙述 关于 和 拖 阵 和 若 尔 当 标准 型 的 定理 及 其 推论 (可 对 角 化 的 判别 方法 )， 
20. 关于 震 零 矩阵 的 若 尔 当 标准 型 . 
21. 关于 把 空间 分 解 为 根子 空间 的 直 和 的 定理 . 
22. 矩阵 硅 尔 当 标 准 型 的 唯一 性 . 
23. 在 不 同 基底 之 下 的 双 线 性 型 的 矩阵 . 
24. 对 称 的 与 斜 对 称 的 双 线 性 型 . 二 次 型 . 
. 关于 把 对 称 双 线 性 型 化 成 规范 型 的 定理 . 
26. 实 二 次 型 的 符号 差 的 唯一 确定 性 (惯性 定律 ). 
. 化 非 退化 的 对 称 双 线性 型 的 雅 可 比方 法 . 
28. 正定 型 和 正定 矩阵 . 西 尔 维 斯 特 判别 法 . 
29. 斜 对 称 的 双 线 性 型 的 规范 型 . 
30. 欧 几 里 得 向 量 空 间 . 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 及 其 推论 . 
. 标准 正 交 基底 的 存在 定理 . 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 . 
32. 关于 空间 正 交 分 解 的 定理 . 
33. 欧 几 里 得 向 量 空 间 和 对 偶 空 间 的 自然 同 构 . 
34. 标准 正 交 基底 和 正 交 矩阵. 群 O(n) 和 群 SO(n) . 
35. 欧 几 里 得 向 量 空间 上 线性 算 子 与 双 线 性 型 的 关系 . 自 共 轿 性 质 . 
36. 关于 自 共 思 f 算 子 的 可 对 角 化 定理 . 
37. 化 二 次 型 到 主轴 上 去 . 矩阵 的 表述 . 
38. 关于 将 两 个 二 次 型 同时 演化 的 定理 . 
39. 关于 正 交 算 子 的 规范 型 矩阵 的 定理 . 
40. 关于 把 非 退 化 算 子 表示 成 自 共 绒 算 子 和 正 交 算 子 的 复合 形式 的 定理 . 
41. 埃 尔 米 特 型 和 埃 尔 米 特 空间 .标准 正 交 基底 的 存在 性 . 
42. 埃 尔 米 特 算 子 和 西 线性 算 子 . 群 U(n) 和 群 SU(n) . 
43. 仿 射 空间 : 同 构 ; 坐标 系 . 
44. 仿 射 线性 函数 和 线性 方程 组 . 子 空间 的 表达 . 
45. 关于 欧 几 里 得 空间 中 点 到 平面 的 距离 定理 . 
46. 最 小 二 乘法 . 关于 函数 逼近 的 概念 . 超 定 的 线性 系统 . 
47. 关于 欧 几 里 得 空间 中 平面 间 的 距离 的 定理 . 
48. 格拉 姆 行列 式 和 平行 六 面体 的 体积 . 实 空间 中 关于 方向 的 概念 . 
49. 把 欧 几 里 得 点 空间 上 的 仿 射 变换 分 解 成 平移 有 不 动 点 的 运动 以 及 沿 相互 
垂直 的 方向 伸缩 的 乘积 . 
50. 作为 有 疝 体 变换 系数 的 仿 射 变换 的 行列 式 . 
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. 直线 上 和 平面 上 运动 的 分 类 . 
52. 
53. 
54. 
55. 
56. 


3 维 欧 几 里 得 空间 的 运动 的 分 类 . 

仿 射 空间 上 的 二 次 函数 . 中 心 的 性 质 
把 二 次 函数 化 成 规范 型 . 

二 次 曲面 与 二 次 函数 之 间 的 对 应 . 
二 次 曲面 的 类 型 . 


二 次 曲面 的 大 秩 和 小 秩 . 锥 面 与 柱 面 . 
张 量 概念 . 价 < 2 的 张 量 . 

. 张 量 的 坐标 . 关于 卷 积 的 概念 . 

斜 对 称 张 量 . 交错 算 子 的 性 质 . 

. 外 积 和 外 代数 . 

外 代数 的 基底 . 

外 积 与 行列 式 . 


A 


埃 尔 米 特 多 项 式 , 144 
埃 尔 米 特 函数 , 144 
埃 尔 米 特 空间 , 98 
埃 尔 米 特 算 子 
~ 的 规范 形式 , 109 
正定 ~, 119 
埃 尔 米 特 型 
正定 ~, 98 


巴 拿 赫 空间 , 103 
半 幻 的 , 5 
半空 间 , 279 
半 轴 , 202 
保 距 群 , 170 
保 距 算 子 , 109 
~ 的 规范 形式 , 113 
保 距 映 射 , 168 
闭 单纯 形 , 177 
闭 球 , 102 
变 加 的 基底 , 260 


遍历 性 , 285 
标准 正 交 基底 , 100 
不 可 约 化 矩阵 , 283 


产品 向 量 , 277 
长 度 , 86 
超 平 面 , 15, 151 
垂直 , 161 
垂直 线 , 161 

纯 量 积 , 85, 98 

纯 量 域 的 提升 , 236 


大 秩 , 199 

代数 , 5 
代数 ( 流 形 ) 簇 , 211 
单 参数 矩阵 群 , 268 
单 参数 线性 算 子 群 , 268 
点 , 147,151,207 
定向 , 260 

度量 , 102 


引 . 321 . 


度量 空间 , 102 
完备 的 ~，103 

度量 型 , 179 

对 称 代 数 , 248 

对 称 化 , 243 

对 称 中心 , 196 

对 偶 基 底 ,22 

对 偶 空 间 , 21 

多 面体 , 279 

多 重 线 性 型 , 27 

多 重 线性 映射 , 26 
对 称 ~ ,27 
交错 ~ , 27 


二 次 函数 , 188 
等 价 的 ~, 191 
二 次 曲面 , 194 
非 退化 的 ~, 197,222 
射影 ~, 221 
退化 ~, 197 
无 中 心 的 ~，, 196 
有 中 心 的 ~, 196 
二 次 型 , 31 
~ 的 对 角 型 , 32 
~ 的 规范 型 , 32 
半 正 定 ~, 35 
不 定 ~ ,35 
非 负 定 ~, 35 
非 退 化 ~, 35 
人 负 定 ~, 35 
实 ~, 34 
正定 ~, 35 
二 重子 空间 , 194,222 


反 变 张 量 代 数 , 248 
反 同 构 , 65 
反 向 的 基底 , 260 


泛 性 , 234 
方向 子 空 间 , 151 
仿 射 包 络 , 153 
仿 射 等 价 , 190 
仿 射 空间 , 147 
~ 的 坐标 , 150 
~ 的 坐标 架 , 149 
仿 射 群 , 165,166 
仿 射 图 , 209 
仿 射线 性 函数 , 156 
仿 射 线性 流 形 , 148 
~ 的 方向 , 148 
仿 射 线性 映射 , 149 
仿 射 映射 , 149 
弗 罗 贝 尼 乌 斯 不 等 式 , 56 
符号 差 , 35 
复 化 算 子 , 128 
复 结构 , 123 
规范 ~ , 128 
复 罕 零 算 子 , 83 
复 直 线 , 266 
赋 范 空间 , 103 


G 


格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 , 89 
格拉 斯 曼 代 数 , 250 
根子 空间 , 71 
共 变 张 量 代数 , 248 
共 线 , 175 
固有 自 同 构 , 180 
关联 , 208 
惯性 定律 , 34 
惯性 张 量 , 243 
惯性 指数 , 35 

负 ~, 35 

正 ~,35 
惯性 主 矩 ,244 
规范 基底 , 144 
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哈密 顿 - 凯 菜 定理 , 68 
曙 数 空间 , 4 
合同 矩阵 , 29 


基本 序列 , 103 
极 大 向 量 , 262 
极点 , 224 
极 小 多 项 式 , 51,56 
几何 重 数 , 60 
渐 近 方向 , 201 
渐 近 向 量 , 201 
交错 化 , 246 
结构 常数 , 239 
界面 , 279 

和 矩阵 空间 , 5 
距离 , 161 


开 单 纯 形 , 177 

开 球 , 102 

柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 , 86 
柯 西 序 列 , 103 

可 分 解 向 量 , 256 

可 约 化 矩阵 , 283 

殉 罗 内 克 符 号 , 236 


拉丁 方 , 301 
~ 的 符号 , 301 
偶 ~,301 
奇 ~, 301 

勒 让 德 多 项 式 , 140 

李 代 数 , 55 

零 化 多 项 式 , 56 

零 化 子 , 256 

等 平面 , 95 


引 


罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 , 292 
罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 , 289 
罗 巴 切 夫 斯 基 距 离 , 292 
罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 , 287 
罗 巴 切 夫 斯 基 平面 , 293 


M 
模 , 86 
魔幻 的 , 5 
目标 函数 ,277 

N 
内 部 , 287 

O 


欧 几 里 得 向 量 空间 , 85 


泡 利和 矩阵 , 273 
陪 集 , 18 
偏 余 ,158 
平面 , 15,151 
平行 , 158 
普法 夫 型 , 41 
谱 , 62 

单 ~, 62 

和 矩阵 的 ~, 62 

线性 算 子 的 ~ ,62 
谱 半 径 , 272 


齐 次 函数 , 244 

齐 次 坐标 , 208 
奇 点 , 201 

切 比 雪 夫 多 项 式 , 143 
球面 , 102 

权 函 数 , 143 
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各 尔 当 标 准 型 , 70 
~ 基本 和 定理 , 71 

奉 尔 当 和 矩阵 , 70 

奉 尔 当 块 , 70 


商 空间 , 18 
商 算 子 , 66 
上 部 空 腔 , 183 
射影 变换 , 212 
射影 二 次 曲面 , 221 
射影 二 次 曲线 , 222 
射影 空间 , 207 
射影 平面 , 207,299 
nBr ~ ，300 
射影 群 , 212,213 
射影 线性 流 形 , 207 
射影 性 质 , 214 
射影 子 空间 , 207 
生成 系 , 208 
生成 子 空间 , 4 


实 二 次 型 的 标准 型 , 34 


实 化 算 子 , 125 
实 化 向 量 空间 , 125 
实 平面 , 130 
收敛 ， 
按 模 ~，, 103 
绝对 ~, 104 
束 , 206 
双 仿 射 函 数 , 187 
对 称 的 ~ ，187 
双 曲 几何 学 , 289 
双 曲 面 , 39,197,202 
双 曲 抛物 面 , 197,202 
双 随 机 矩阵 , 284 
双 线 性 型 , 28 
对 称 ~, 29 
斜 对称 ~, 29 


双 线 性 映射 , 22 
施 图 姆 - 刘 维 尔 算 子 类 , 142 
算 子 代数 , 49 
随机 矩阵, 284 


特征 多 项 式 , 61,276 
特征 基底 , 63 
特征 向 量 , 60 
特征 值 , 60 
提升 指标 , 249 
同 构 , 12 
标准 ~, 13 
自然 ~, 13 
投影 , 49,89 
投影 算 子 , 49 
凸 闭 包 , 177 
凸 子 集 ，177 
椭 球 面 , 197,202 
椭圆 抛物 面 , 197,202 


外 2 次 宕 , 260 

外 p 形 式 , 247 

外 代数 , 250 
外 积 , 249 
完整 卷 积 , 239 

伪 欧 几 里 得 空间 , 179 
伪 欧 几 里 得 运动 , 180 
无 穷 远 超 平面 , 209 
无 穷 远 直 线 , 206 


下 放 指 标 , 249 
线段 , 161 
线性 包 络 , 3 
线性 函数 

半 ~, 101 
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共 轿 的 ~, 101 
线性 空间 , 2 
线性 算 子 ， 

~ 的 不 变 子 空间 , 58 

~ 的 范 数 , 263 

~ 的 迹 , 54 

~ 的 模 , 261 

~ 的 谱 , 62 

~ 的 行列 式 , 54 

~ 的 张 量 积 , 235 

埃 尔 米 特 ~, 106 

半 单 ~, 83 

保 矩 ~, 109 

复 共 斩 ~, 130 

复 化 ~ ，128 

共 斩 ~, 65 

可 对 角 化 ~ ,63 

零 化 ~ ,51 

军 零 ~ ，52 

实 化 ~ ,125 

斜 埃 尔 米 特 ~ ，107 

有 界 ~, 262 

正规 ~, 116 
线性 无 关 , 7 
线性 相关 , 7 
线性 映射 , 44 
线性 子 空间 , 3 
线性 组 合 , 3 
相似 距 阵 , 53 
相同 定向 的 基底 , 260 
相应 于 权 p(t) 的 标准 正 交 多 项 式 , 143 
向 量 , 2,3 


向 量 空 间 , 2 


复 化 ~，, 124 
零 维 ~,8 
实 化 ~，, 125 
无 穷 维 ~ ,8 
循环 ~, 67 
小 秩 , 199 


斜 对 称 二 次 型 的 规范 型 , 38 


引 


斜 对 称 算 子 , 107 
辛 和 矩阵 ,94 
辛 空 间 , 93 
辛 群 , 94 
辛 算 子 , 93 
循环 矩阵 , 80 
循环 块 , 80 


有 界 的 多 面体 , 279 
西 和 矩阵 , 101 


西 空间 , 98 


余 维 数 , 15 


与 @ 配 极 的 p 线 性 型 , 245 
圆锥 曲线 , 194 
运动 , 168,289 

固有 ~, 171 
运动 群 , 289 


张 成 子 空间 , 4 
张 量 乘积 , 229 
癌 量 空间 的 ~ , 234 
张 量 ， 
~ 的 分 量 , 230 
~ 的 卷 积 , 238 
~ 的 系数 , 230 
~ 的 坐标 , 230 
度量 ~, 236 
对 称 ~, 243 
反 变 ~ ，226 
共 变 ~ ，226 
混合 ~, 226 
斜 对 称 ~, 245 
张 量 积 , 228 
线性 算 子 的 ~ , 235 
真 洛 伦 茨 变换 ,184 
真 洛 伦 获 群 , 184 
正规 矩阵 , 116 


正 交 补 , 89 
正 交 分 解 , 299 
正 交 化 过 程 , 89 
正 交 和 矩阵 , 93 
正 交 群 , 93 
直 和 , 16 
内 ~, 17 
外 ~，17 
直线 , 15,151 
直线 间 的 夹 角 , 160 
指数 函数 , 265 
秩 , 29,31 
二 次 型 的 ~,31 
线性 映射 的 ~ ,46 
回 量 组 的 ~ ,8 
双 线 性 型 的 ~, 29 
中 心 , 189,196 
中 心 函 数 , 189 
重 比 , 216 
重心 组 合 , 154 
重心 坐标 , 154 
重心 坐标 系 , 154 
主子 式 , 37 
柱 面 , 197 
~ 的 底面 , 198 


引 


~ 的 母线 , 198 
转换 矩阵 , 11 
转 置 逆 矩阵, 232 


: 锥 面 , 197,221 


子 空间 , 3 
~ 的 和 , 14 
~ 的 张 量 积 ， 
互补 ~,17 
循环 ~ ,74 
自 反 性 , 24 
自 共 斩 算 子 , 139 
最 简 比 例 , 175 
最 小 二 乘法 , 132,134 
最 优化 , 277 
左 根 , 29 


左 核 , 29 


坐标 , 10,150 
其 他 


k 维 平面 , 15 
2 次 外 形式 , 247 
信 线 性 映射 ,27 
Pp 问 量 , 247 


